Complemento N

ESTADOS NO LIGADOS DE UNA PARTICULA EN PRESENCIA DE UNA
BARRERA O POZO DE POTENCIAL DE FORMA ARBITRARIA
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En el complemento M, mostramos que Ios estados ligados de una parttclbcada

en un potenciaV/(x) tienen energias negativasque ellos existen solamente\§k) es

un potencial atractivo (un pozo de potencial quemge el movimiento confinado
clasico). Tuvimos que desechar valores de eneggidiyps desde que ellos condujeron
a funciones proplaﬂ)ksx) del HamiltonianoH los cuales, en el infinito, se portaron
como exponenciales”d* no integrables cuadraticamente. Sin embargo, vimoy
temprano en el capitulo I, que, superponiendo talesiones linealmente, se pueden
construir funciones de ond#x) cuadraticamente integrables (paquetes de onda) que
por lo tanto representan el estado fisico de umdcpka. Es claro que, desde que los
estados asi obtenidos envuelven diversos valoréqetedecir, de energia) ellos ya no
son estados estacionarios; por lo tanto la fund@émwnday(x) evoluciona a través del
tiempo, propagandose y llegando a deformarse. i8bagyo, el hecho de qu&x) esta

ya expandida en términos de las funciones progi@9 nos habilita para calcular esta
evolucion muy simplemente [como hicimos, por ejameh el complementq, Honde
usamos las propiedades de ¢g(x) para calcular los coeficientes de reflexion y
transmision de una barrera de potencial, el reieada reflexion, etc]. Esto es porque, a
pesar del hecho de que cada una degigg solas no pueden representar un estado
fisico, es Util estudiar las funciones propias dergia positivas de H, como hemos
hecho ya, en el complementq Hara ciertos potenciales cuadrados.

En este complemento, estudiaremos de un modo dg¢o@néinandonos, no obstante, a
problemas unidimensionales] el efecto de un poandix) en funciones propias de
energia positivag(x). No asumiremos nada acerca de la forma/@e, que puede
presentar una o varias barreras, pozos, etc. excpm@V(x) va a cero fuera de un
intervalo finito i, %] del ejex. Mostraremos que, en todos los casos, el efec¥(xJe
sobre las funcioneg(x) puede ser descrito por una matriz de Mg), la cual posee
un cierto numero de propiedades generales. Obtmogdrasi varios resultados que son
independientes de la forma del potencigk) escogido. Por ejemplo, veremos que los
coeficientes de reflexion y transmisiéon de unadrarr(sea o no simétrica) son los
mismos para una particula viniendo desde la izdaigrpara una particula de la misma
energia viniendo desde la derecha. Un objelicional de este complementg Hs

Recordar que escogimos el origen de energia paeaVig) cero en el infinito.

Podria también considerarse estudiar las funsipnepias de energia negativasHi@o integrables
cuadraticamente (aquellas cuyas energias no peeter espectro discreto obtenido en el complemento
Mu). Sin embargo, estas funciones divergen muy rapéddée (exponencialmente) en el infinito, y no se
pueden obtener funciones de onda cuadraticamergrailes superponiendo linealmente ellas.
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servir como el punto de partida para los calcules amplemento p, en el cual
estudiamos las propiedades de una particula entengal periddicd/(x).

1. Matriz de Transmision M(K)
a. DEFINICION DE M(k):

En un problema unidimensional, considerar un paanédx) que es cero fuera del
intervalo [%, Xo] de longitudl, pero que varia de un modo arbitrario dentro de es
intervalo (fig. 1). Escogemos el origenxipara estar en el medio del intervalg, pg],
de modo de tener qué(x) varie solamente pargl K I/2. La ecuaciéon satisfecha por
todas las funciones de ongé&) asociadas con un estado estacionario de erfeaga

d*>  2m _
{7 +?[E ~V(X)}4(x) =0 @)

En el resto de este complemento, escogeremos, qaexterizar la energia, el
parametrdk dado por:

_ |2mE
k=75 2)

$Vi(x)

FIGURA 1

El potencial V{x} bajo

consideraciones giversss en un

modo arbitrario dentro del intervalo
L > X 2 2x 2 lf2

En la regionx = TR la funcione" satisface la ecuacion (1); llamemggx a)a
solucién de esta ecuacion que es idéntie®aparax = -

I . T .
Cuandox > +§, Vv, (X) es necesariamente una combinacion lineal de dosisoes de

ikx —ikx

(1) independienteg™ y e™ . Esto nos da:



Si  x<- | . v, (x) =e* (3-a)

Si x>+—: v, (X) = F(k)e* + G(k)e™ (3-b)

donde F(x) y G(x) son coeficientes que dependerkd&ambién como de la forma del
potencial bajo estudio. Similarmente podemos inteirdla soluciony, (x ) que para
x=-1/2, esigual a:

Si x<- v (X) =e™ (4-a)

Si x>+ v, (x) = F'(k)e" +G'(k)e™ (4-b)
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La soluciéng(x )mas general de la ecuacion (1) (de segundo org)) para un valor
dado deE (es decirk), es una combinacion lineal de y v, :

B (X) = AV (X) + AV, () (5)
Las relaciones (3-a) y (4-a) implican que:

Si x< —|2 ; P (x) = A + Ae™ (6-a)

mientras que las relaciones (3-b) y (4-b) producen:

Si x> +|2 ; P (X) = A" + Ae™ (6-b)
con:
A=F(K)A+F' (KA
- (7)
A'=G(k)A+G'(k)A
Por definicién, la matrid(k) es la matriz de 2x2:
_(Fk) F'(k)
M k) = [G(k) G'(k)j ®)

lo cual nos lleva a escribir la relacion (7) effolana de matriz:

LR

M(k) por lo tanto nos habilita para poder determinadodel comportamiento (6-a) de la
funcién de onda a la izquierda del potencial, smmartamiento (6-b) a la derecha.
Llamamos avi(k) la “matriz de transmisién” del potencial.



COMENTARIO

La corriente con una funcion de ondéx) es:

\un=2i{¢%92i—wnf§} (10)
Diferenciando, encontramos:

(ium=£%%%mj?—ami@? (11)
Tomando (1) en cuenta, obtenemos:

O‘ljx 3(x) =0 (12)

Por lo tanto, la corrient&(x) asociada con un estado estacionario es la misnades
los puntos del eje. Note, ademas, que (12) es simplemente el andéedm relacion:

divi(r)=0 (13)
Lo cual es valido, segun la relacién (D-11) del izdp Ill, para algun estado
estacionario de una particula moviéndose en ekespadimensional. De acuerdo con
(12), la corriented, (x )asociada cow, (x puede por lo tanto calcularse para algkna

escogiendo entre la forma (6-a) o la forma (6-bpgex) :

7k ol k[~
3,00 = [ - 7] = X [x* - ] a4
b. PROPIEDADES DE M(K)

a. Es facil mostrar, usando el hecho de que la fundign es real, que sp(x Es una
solucion de la ecuacién (1§ (x también. Ahora considerar la funcién(x), que es

una solucién de (1), la comparacion de (3-a) y)(#aestra que es idénticava(x )
cuandox < -l /2. Por lo tanto tenemos, para todo

Vi (9 =V, () (15)
Substituyendo las relaciones (3-b) y (4-) en esltEcion, obtenemos:

F' (k) =G'(k) (16)

G (k) = F'(k) (17)

Se sigue que la matriz M(k) puede escribirse dartaa simplificada:

(18)

MW%{FW)GYMJ

G(k) F'(k)

B.Vimos arriba €f. (12)] que la corriente de probabilida¢k) no depende de para un
estado estacionario. Debemos por lo tanto terieflf4)]:

A -|A = AT -|A (19)



para algurA y A’. Ahora las relaciones (9) y (18) producen:

A A% = [FA+G AJF (WA +GK)A"]
=lek)A+F K Alc (KA +FK)A"]
=[F o -le07 [ A7 -] (20)

La condicién (19) es por lo tanto equivalente a:

F(K)* -|G(k)|* = DetM(k) =1 (21)

COMENTARIOS

() No hemos hecho suposiciones particularescacge la forma del potencial. Si es
par, es decir, sV(x) =V(-x), la matriz M(x) posee una propiedad adicional:daue
mostrarse que G(k) es un imaginario puro.

(i) La relacion (6) muestra qued y A' son los coeficientes de ondas planas
“entrantes”, i.e. ondas asociadas con particubgmido respectivamente desde —w

y X =400 y moviéndose hacia la zona de influencia del po&iiparticulas incidentes).
Por otra parte,A y A son los coeficientes correspondientes a ondasefias”,
asociadas a particulas alejandose del potencigiqplas reflejadas o transmitidas). Es
atil introducir la matriz S, la cual nos conducecalcular la amplitud de las ondas
salientes en términos de las ondas entrantes:

A\ A
o3

S(k)puede facilmente expresarse en términos de loseal®s de la matrik(k), como
se muestra ahora. Las relaciones:

A=F(K)A+G (KA (23-a)

A=G(K)A+F"(k)A' (23-b)
implican que:

S N

A= =00 [A-G(K)A] (24)
Sustituyendo esta relacién en (23-a), obtenemos:

A= F*l(k) (FIF () -GK)G' (K)A+G (K)A] (25)
Tomando (21) en cuenta; podemos entonces es&ibiatrizS(k)

1 1 G (k)
Sk = F* (k) (—G(k) 1 j (26)

Es facil verificar, usando (21) otra vez, que:

S(k)S' (k) = S'(k)S(k) =1 (27)
S(k) es por lo tanto unitaria. Esta matriz juega unepampportante en la teoria de la
colision; podriamos haber probado su propiedacdaitiesde que el operador de evolu



cion (cf. Complemento ), el cual simplemente expresa la conservacion éerepo
de la probabilidad total de encontrar a la parti@n alguna parte sobre el gjgnhorma
de la funcién de onda).

2. Coeficientes de transmisién y reflexion

Para calcular los coeficiente de reflexion y traisgin de una particula que se
encuentra en el potencidlx), uno deberia construir (como en el complemeptony
paguete de ondas con las funciones propiasél dgie hemos justamente estudiado.

Considerar, por ejemplo, una particula incidenteedergia E, viniendo desde la

izquierda. El paquete de ondas correspondientebésnido por superposicion de
funciones ¢, (x ) para lo cual establecemo&'= , Gon coeficientes dados por una
funcion g(k) la cual tiene un pico marcado en la vecindackdek =-/2mE /#* . No

entraremos en estos calculos en detalle aqui; slosnalogos en toda forma a aquellos
del complemento,JEllos muestran que los coeficientes de transmigiéeflexion son

iguales, respectivamente, A (k; )/ A(k, )\2 y | AG) Ak ‘.
Desde queA'= (las relaciones (22) y (26) producen:

~. .1
A(k) = F ) A(k)
(28)
1y = O(K)
A(k) = E (k) A(k)
Los coeficientes de reflexion y transmisién sonlpdanto iguales a:
_IAK)_[etk)|” _
Ri(k) = Ak) T EK) (29-a)
Ak [ 1 _
T(k) = AK) () (29-b)

[es facil verificar que la condicion (21) aseguue @R (k; )+ T,(k;)=1].
Si ahora consideramos una particula viniendo diesderecha, debemos ton#ar0, lo
cual da:

G (k)

A(k) = =0 A'(K)
(30)
SR T
A (k) = F ) A'(K)
Los coeficientes de transmision y reflexion ahamnaiguales a:
VNG .
T, (k) = = = 31-
W Rw " Fw .
_[Aw|" _[ew)|’
K) == = 31-b
RV ) o)




La comparacion de (29) y (31) muestra duék) =T,(k) y que R (k) = R,(k): para
una energia dada, la transparencia de la barraraely simétrica 0 no) es por lo tanto
siempre la misma para particulas viniendo desderacha y desde la izquierda.
Ademas, de (21) tenemos:

Fl=1 (32)
Cuando esta igualdad es realizada, el coeficiemteftexion es cero y el coeficiente de
transmision es igual a 1 (resonancia). En cambigituacion inversa no es posible:
desde que (21) impone qq§(k)\ >\G(k) , uno nunca puede tend=0 y R=1
[exceptuen el caso donéfey G tienden simultaneamente hacia infinito]. En readidtal
semejante situacion solamente ocurre ata Para ver esto, dividir la funcion(x )

definida en (3) pofF (k). Si F(k) va al infinito, la funcion de onda sera idénticatee
cero sobre el lado derecho. Sin embargo, estomssitvie a menos que0 yF=-G.

3. Ejemplo

Retornemos a los potenciales cuadrados estudiadga-b del complemento Hen la
region -1 /2<x<+l /2, V(x) es igual a una constan\@* (ver figura 2, dondé&/, ha
sido escogida para que sea positiva).

Primero, asumamos que E es mas pequeid gueestablezcamos:

p=-/2m(V, - E)/h? (33)
ix)
FIGURA 2
—x _
A conarads P!
2 H
Un calculo elemental analogo a uno en el complemidptda:
2 _ A2 ] 2
coshdl +i K =p sentd [e™ =i Ko sentpl
2ko 2ko
M (k) = (34)
> k?-p° ikI
i—’-sen coshd —i sentd |€
2% e d

*
De hecho, consideramos aqui una barrera la cu@ldesiplazada relativo a la del complemento H

desde que estamos asumiéndola situadaxntle? y x= +I/2, en lugar de entre=0 y x=lI.



con:

2mV.
K, = h20

(Vo es necesariamente positiva aqui, desde que hesmsdm E <V,).

Si ahora asumimos gque >V, establecemos:

, 2m
k'= F(E_VO)
Kk, = 52;:2\/0

(dondee=+1siV,> 0y -1siV, < 0. Asi obtenemos:

2 12

2

{cosk'l +i
M (k) =

2 12

2
0

2kk'

e sentp

{cosk'l =i

Es facil verificar que las matricéd(k) escritas en (34) y (38) satisfacen las relaciones

(16), (17) y (212).

Referencias y sugerencias para lectura adicional:

Merzbacher (1.16) CapitGlasg 5, 6 y 8; ver también las referencias del comptgme

MIII.
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