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Prefacio

El objetivo principal de estas notas de clase es realizar una presentaciéon didactica del
curso de Mecéanica Cudantica II, basdndose en el contenido definido en el programa curricular
vigente de la Carrera de Fisica de la Universidad Nacional de Colombia, sede Bogota. Estas
notas de clase estan dirigidas a los estudiantes que ya han cursado la asignatura Mecéanica
Cuantica I y con estas se pretende que ellos continiden su formacion basica en esta area
de la fisica a través del estudio y asimilacién de algunos métodos de aproximacion en el
formalismo de la mecénica cudntica no relativista. Adicionalmente se pretende introducirlos
en los formalismos de la teoria de colisiones y de la mecanica cuantica relativista.

Estas notas de clase se dividen en cuatro partes. En la primera parte, para el caso de
sistemas de una particula, se estudian el método de teoria de perturbaciones, junto con
algunos métodos basados en el denominado principio variacional. En la segunda parte, se
generalizan los métodos de aproximacion tratados en la primera parte al caso de sistemas
de muchas particulas. En la tercera, se realiza una introduccién a la teoria de colisiones,
haciendo uso de la aproximaciones de Born y de ondas parciales. En la cuarta parte se realiza
una introduccién de la mecédnica cuantica relativista, estudiando las soluciones de la ecuacién
de Schrodinger relativista y de la ecuacién de Dirac.

En el curso de Mecanica Cuantica I se estudiaron ciertos sistemas fisicos libres tales como
la particula en un pozo de potencial infinito, la particula sometida a un pozo de potencial
cuadratico (oscilador arménico), un electrén sometido al potencial Coulombiano de un nticleo
atémico (dtomo hidrogenoide). Para los anteriores sistemas tanto los estados cudnticos co-
mo los niveles de energia pueden conocerse completa y exactamente a través de la solucién
analitica de la correspondiente ecuacién de Schrodinger. Sin embargo, para la mayor parte
de las situaciones fisicas de interés, sobre los sistemas pueden estar actuando efectos externos
o perturbaciones, lo cual trae como consecuencia que las ecuaciones de Schrodinger ya no se
puedan resolver de forma exacta, y por lo tanto, para poder solucionarlas, se requiere acudir
a los llamados métodos de aproximacién.

En los dos primeros capitulos se desarrolla el método de teoria de perturbaciones, el cual se
aplica a sistemas cuanticos en los que actilan pequenas perturbaciones. Estas perturbaciones
pueden ser independientes o dependientes del tiempo, conllevando a que el estudio de la
teoria de perturbaciones se divida en dos: estacionaria y no-estacionaria. El hecho de que
algunos sistemas cudnticos presenten degeneracion, es decir que puedan existir diferentes
estados cuanticos con el mismo valor propio de energia, conduce a la necesidad de dividir
la teoria de perturbaciones independiente del tiempo en dos casos diferentes: para sistemas
no-degenerados y para sistemas degenerados.

Posteriormente se introducen los métodos basados el principio variacional. Para estos
métodos la construccién de una funcién de onda de prueba permite la evaluacién aproximada
de la energia del estado cuantico descrita por la funcién. Este método muestra su mayor fort-
aleza al estudiar sistemas cuya dindmica esté descrita por funciones de onda de varias particu-
las. Lo anterior hace necesario introducir previamente algunos aspectos béasicos relacionados
con la Mecanica Cuédntica de muchas particulas. A continuacién se describirdan los siguientes
métodos de aproximacion basados en el principio variacional: variacional-perturbativo, de
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Born-Oppenheimer, de Hartree, de Hartree-Fock, y de campo autoconsistente.
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Capitulo 1

Teoria de Perturbaciones
Independiente del Tiempo (TPIT)

En la mecanica cudntica son escasos los sistemas fisicos para los cuales sus ecuaciones
de Schrodinger tienen soluciones analiticas exactas. Dichas soluciones pueden obtenerse para
sistemas considerados libres, o sea para sistemas que se encuentran aislados de la accién de
todo tipo de influencias externas o internas al sistema. Sin embargo, los anteriores sistemas
no son realistas en el sentido de que los sistemas fisicos de interés inevitablemente se encuen-
tran expuestos a los efectos de perturbaciones (cuyo origen pueden ser causado por la accién
de agentes externos al sistema o por efectos internos en el sistema). En el formalismo de la
mecéanica cuantica, las perturbaciones se introducen como términos de energia potencial que
modifican el operador Hamiltoniano del sistema. En general, con la existencia de términos
perturbativos en el Hamiltoniano, se presenta el problema de que la correspondiente ecuacion
de Schrodinger ya no se puede solucionar analitica y exactamente. Como salida al mencionado
problema, se plantean diferentes métodos para solucionar de forma aproximada la ecuacion
de Schrodinger, de tal forma que las soluciones obtenidas permiten una descripcién suficien-
temente completa de las propiedades mecanico-cuanticas del sistema perturbado.

Existen diferentes métodos o formas de solucionar aproximadamente la ecuacion de
Schrédinger para sistemas perturbados. En este Capitulo se presenta uno de los métodos de
aproximacion mas conocidos, el método de la teoria de perturbaciones, el cual conduce a solu-
ciones satisfactorias si la perturbacién que actiia en el sistema es suficientemente pequena.
Para poder implementar el método de la teoria de perturbaciones se requiere conocer com-
pleta y exactamente las soluciones analiticas de la ecuacion de Schrodinger del sistema no
perturbado. Las perturbaciones pequenas que actian en el sistema pueden depender o no del
tiempo y este hecho llevara a que el método de la teoria de perturbaciones se divida en dos:
teorfa de perturbaciones independiente del tiempo (6 teoria de perturbaciones estacionaria) y
teoria de perturbaciones dependiente del tiempo (6 teoria de perturbaciones no-estacionaria).

En este Capitulo se estudia el método de aproximacién de la teoria de perturbaciones
estacionaria, o también conocido como teoria de perturbaciones de Rayleigh-Schrodinger.
Este método se puede implementar para sistemas mecanico-cudnticos en los que actiia una
perturbacién pequena independiente del tiempo, la cual se escribe como un término de en-
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ergia potencial estacionario en el operador Hamiltoniano. El hecho de que algunos sistemas
cuanticos presenten degeneracion, es decir que existan diferentes estados cudnticos con un
mismo nivel de energia, conduce a la necesidad de dividir el método de la teoria de perturba-
ciones independiente del tiempo en dos casos: para niveles de energia no-degenerados (caso
no degenerado) y para niveles de energia degenerados (caso degenerado).

1.1. Formulacion general de la Teoria de Perturbaciones

Como punto de partida, se presenta la formulacién general del método de aproximacién
de la teoria de perturbaciones. Para esto, considérese inicialmente un sistema mecanico cuanti-
co libre, o sea que no estd sujeto a ninguna perturbacion, descrito por el operador Hamilto-
niano (H°) dado por

H =T+ V", (1.1)

donde T° y V9 son respectivamente los operadores de energfa cinética y energia potencial del
sistema libre. La ecuacién de valores propios de H?, escrita en el espacio de kets, es

) = EQ ), (1.2)
siendo ‘¢£0)> y Eéo) los estados propios y los valores propios de H 0. respectivamente. La
representacion en coordenadas, o sea en el espacio de funciones de onda, de la ecuacion
(1.2) es H 0@&7(10) (r) = E,(LO)Q/)éo) (r), donde la funcién de onda, d)?(lo) (r), se ha definido como
o’ (r) = (x|or”).

Para la implementacion del método de la teoria de perturbaciones, como punto de par-
tida se asume que la ecuacién (1.2) puede resolverse analiticamente y que tanto los estados
propios como los valores propios de HO° se conocen completa y exactamente. Es decir, para
poder desarrollar el método de aproximacién en consideracién se requiere tener inicialmente
un conocimiento completo de los estados cuanticos y de los niveles de energia del sistema no

perturbado. El conjunto de estados propios de HO obtenido, {‘¢(0)>}7 satisface las condi-
ciones de ortogonalidad <1/)7(£)|@ZJ7(LO)> = Omn y completez > ’¢£LO)><¢,({) | =1. Por lo tanto, este
n

conjunto, que forma una base completa ortonormal, es la base del espacio de Hilbert del
sistema.

Supdngase que sobre el sistema anterior, ahora, actiia una perturbacién pequena (H'),
o sea la energia potencial V? del sistema libre se modifica por efecto de una perturbacion.
Para el sistema perturbado, el operador energla potencial es entonces V=Voyt /\H ', de tal
manera que su operador Hamiltoniano (H ) puede escribirse como

H=T+V=H"+\H, (1.3)

donde A es un parametro real continuo adimensional, el cual ha sido introducido para poder
implementar el método de la teoria de perturbaciones. Al finalizar el desarrollo del método se
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toma A — 1 para recuperar la intensidad de la perturbacion. En otras palabras, la intensidad
de la perturbacién se puede controlar al variar el parametro A entre 0 < A < 1. Para A = 0,
el operador H, dado por (1.3), es en este caso HO y por lo tanto se estd considerando el
sistema libre (la perturbacién esta apagada), mientras que para A = 1, el sistema se encuentra
perturbado (la perturbacién esta encendida).

La intuicién fisica permite suponer que si se enciende la perturbacién en el sistema,
entonces los estados cuanticos y los niveles de energia deberan ser diferentes a los que el
sistema tiene cuando la perturbacion se apaga. En general, se puede asumir que en un sistema
perturbado los estados cuanticos y los niveles de energia cambian con respecto a los del sistema
libre, debido a que la energia potencial del sistema libre ha sido modificada por efecto de la
perturbacién. Cuando H' esta presente, los cambios sufridos en el sistema pueden describirse
genéricamente como

[0 = ) = [90) + Alebn), (1.4)
EO) - B, =EY + AE,, (1.5)

donde A‘¢n> representa el cambio que tienen los estados cudnticos por efecto de la pertur-
bacién y AE, representa el cambio que tienen los niveles de energia por el mismo hecho. Los
estados cuanticos y los niveles de energia del sistema perturbado quedan representados por
"(/}n> y E,, respectivamente

La ecuacion de Schrédinger independiente del tiempo del sistema perturbado es

flen> = EnW}n>7 (16)

donde H esta dado por (1.3). La ecuacién (1.6) no se puede solucionar analiticamente de
manera exacta, por lo tanto para tener un conocimiento aproximado de los estados cuanticos
| U > y de los niveles de energia F,,, se implementa el método de la teoria de perturbaciones.
Para que este método se pueda desarrollar, adicionalmente, se requiere asumir que el operador
hamiltoniano del sistema perturbado admite la separacién dada por (1.3). Este método se
caracteriza por obtener las soluciones aproximadas de la ecuacién (1.6), del sistema perturba-
do, a partir del conocimiento que se tiene de las soluciones analiticas exactas de la ecuacién
(1.2), del sistema libre. Este método se fundamenta en plantear que las soluciones |¢,) y E\,
de la ecuacién (1.6) son series de potencias en A, de la siguiente manera:

[on) = [0R7) + A[9) + 2|2 + - (1.7)

E,=E® £ \EM £ N2E?) .. (1.8)

donde los kets |¢,(LO)>, @Z)S)% ‘1/)7(12)>, ..., en (1.7), respectivamente, se denominan correccion de
orden 0, 1, 2, ... de los estados cudnticos del sistema perturbado. De igual forma los valores
Er(lo),Efll), E,(ZQ), ..., en (1.8), respectivamente, se denominan correccion de orden 0, 1, 2, ...

de los niveles de energia del sistema perturbado.
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Si se compara (1.7) con (1.4) y (1.8) con (1.5), se concluye que en formalismo de la
teoria de perturbaciones los cambios originados por la perturbacién en los estados cudnticos
y en los niveles de energia del sistema estan dados, respectivamente, por

Alpn) = Ai) + A2 [l) + -, (1.9)
AE, = \EWD + NE? ... (1.10)

Se observa en las expresiones (1.7) y (1.8), que si se apaga la perturbacién, i.e. A = 0, entonces
Wn> = ‘1?7(10)> vy E, = Eéo) y de esta forma A‘¢n> =0y AFE, = 0. Para que el método de la
teoria de perturbaciones pueda emplearse satisfactoriamente en una determinada situacién
fisica se requiere que la perturbacién sea pequena (ﬁ "< H V), es decir se debe satisfacer que
la perturbacion produzca cambios pequenos en los niveles de energia del sistema, o sea

AE, < EV. (1.11)

Proyectando (1.7) sobre la base del espacio de Hilbert del sistema sin perturbar

{‘w£0)>}, a través del uso del operador proyector (]30) definido como

P = [0 (p©], (1.12)
se obtiene
(2 160) = (U0 0) + MU f2) + 2+

Un caso especial de la anterior expresiéon, que implica adoptar una condicion de cuasi-
normalizacion (en el sentido en que no corresponde a una condicién de normalizacién comun),
es

(VP |thn) = 1. (1.14)

Para que se cumpla (1.14), las correcciones de orden r a los estados cuédnticos del sistema
perturbado ‘z/Jy(f)>, en (1.7), se deben construir como superposiciones de los estados cudnticos

. . . 0 .
del sistema sin perturbar (o correcciones de orden cero) ‘1/1,(71)% pero con la restriccion m # n,
0 sea

W) = o) conmzm (119
y de esta forma se satisface que <w§$)]¢£})> = <wq(f)’¢)§z2)> = ... =0 en (1.13). La super-

posicién (1.15) impone el requerimiento de que para poder implementar el método de teoria
de perturbaciones se deben conocer previa y completamente todos los estados cuanticos del
sistema sin perturbar.

Reemplazando (1.3), (1.7) y (1.8) en (1.6), desarrollando los productos y agrupando
en potencias de A se obtiene

(A = BDW)) + A (B0) + H'[p0) - B D) — ED[u))
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)2 (ffowg)> LB DY — EO|pO) — EO|p0) _E§LO)}1/}7(12)>> =0, (116)

Para que la ecuacién (1.16) se satisfaga, se requiere que cada una de las cantidades que
aparecen entre los paréntesis sea cero. Lo anterior implica que para cada uno de los ordenes
en teoria de perturbaciones se tiene una ecuacién especifica de partida. Por ejemplo, para el
mas bajo orden, o sea A\, se tiene

(ffo - E,(f])) ) =0, (1.17)

la cual corresponde a la ecuaciéon de valores propios del operador Hamiltoniano del sistema
sin perturbar, dada por (1.2). A primer orden, la ecuacién que se tiene es

(ﬁo - E,g0>) D) + (ﬁ’ - E}ﬁ) ) =0, (1.18)
mientras que a segundo orden es
(ﬁIO _ Egm) ) + (ﬁ’ . E}H) MY — EP [y @) =0 . (1.19)
Por induccién, la ecuacion a orden r se escribe como

(70— BO) o) + (8= W) o) — Bl ) -+~ B ) =0, (1.20)

ecuaciéon que sera el punto de partida para la obtencién de las diferentes correcciones en
teoria de perturbaciones, tanto para los niveles de energia como para los estados cuanticos
del sistema perturbado.

1.2. TPIT para niveles de energia no degenerados

Los sistemas cuanticos que se consideraran en esta Seccién son tales que en ausencia de
perturbacién los sistemas no presentan degeneracién, es decir se cumple que para un nivel de
energia arbitrario del sistema sin perturbar, por ejemplo el k-esimo E,(go), existe en el sistema
uno y solamente un estado cuantico ‘w,io)> caracterizado por tener asociado el nivel de energia
E,go). En otras palabras, en el sistema sin perturbar se cumple que la relacion entre los niveles

de energia E,SO) v los estados cuanticos W;O) > es uno a uno y sobre.

1.2.1. Correccién de orden r a los niveles de energia.
)

.z . ’ T . .
La correccion de orden r a los niveles de energia, Efl , se obtiene a partir de proyectar

la ecuacion (1.20) en la base {’¢£0)>} del sistema sin perturbar. Lo anterior se hace aplicando
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el operador proyector P° definido por (1.12) a la ecuacién (1.20) y aplicando el axioma de
asociatividad, obteniéndose:

) (e (O = BD) [60) + (2| 70) = B (0| =)

B -~ B0 0)] =0, .21

ecuacién que se satisface si la cantidad entre el paréntesis cuadrado es cero. Teniendo en
cuenta que HY es un operador hermitico, entonces en (1.21) se cumple que

(| (A = BEO) [u)) = (2] (ED - ED) [p0) = o, (1:22)

y debido a que ‘1/17(171)> se puede escribir como una superposicién de la forma (1. 15), entonces

en (1.21) también se cumple que <¢n>‘¢ r-1) > <w 0>‘1/1(T 2) > R < (O)’@Z)n > = 0. Por lo
anterior, la correccion de orden r a los niveles (o valores propios) de energia esta dada por:
D= (WP [H[9TY), (1.23)

expresion que permite conocer, de forma general, las correcciones de diferente orden a los
niveles de energia.

1.2.2. Correcciones de primer y segundo orden a los niveles de energia

Como un caso particular de la expresién (1.23), para r = 1, la correccién de primer
orden a los niveles de energia es

D= ([ H ), (1.24)

siendo ésta correccién el valor esperado del operador " , el cual es evaluado respecto a los
estados propios del sistema sin perturbar. El mismo resultado se puede obtener directamente
al aplicar el proyector (1.12) a la ecuacién de primer orden (1.18).

Para r = 2 en la expresién (1.23), se tiene que la correccién de segundo orden a los
niveles de energia es

2 = (pO|H'|pD), (1.25)

pudiéndose observar que para poder evaluar esta correccion es necesario conocer previamente
., . . . 1
la correccion de primer orden a los estados propios del sistema perturbado ’@ZJ% )>. Antes

. . (1) . . .
de obtener una expresion que permita evaluar a Wn >, primero se considera un ejemplo que
ilustra el calculo de la correccién de primer orden a los niveles de energia en un caso especifico.

Ejemplo 1.1. Encontrar los niveles de energia, corregidos hasta primer orden, para una
particula de masa m sometida a un potencial infinito unidimensional, como el mostrado en
la Figura 1.1, asumiendo que sobre éste sistema actia una perturbacién de la forma:
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(a) H'(z)=Vy

T
—Asen (—) , para0<z<a
a

(b) H'(z)=
0, paraz >ayx <0
o0 o0
V
Vo
a T

FI1GURA 1.1. Pozo infinito de potencial, correspondiente a la parte (a) del ejemplo 1.1.

Solucion

a) En este caso, por ser la perturbacién que actiia sobre el sistema constante, se espera
que se presente un corrimiento constante en el nivel de referencia de la energia. Haciendo uso
de la expresién (1.24) y tomando como perturbacién H = Vo, la cual es constante en el
intervalo (0,a), se tiene:

B = (6 [H' [ = (0| Vo)

= Vol |oi) = Vo,

donde se ha tenido en cuenta que los estados propios del sistema sin perturbar satisfacen la
condicién de normalizacién.! Los niveles de energia, para el sistema perturbado, corregidos
hasta primer orden son

2h?

ETL — E}lo) + E;LI) - WTLQ + %,

'En el Apéndice A se soluciona la ecuacién de valores propios de H, para el caso de una particula libre
en un pozo de potencial infinito unidimensional, obteniéndose sus estados y valores propios correspondientes.
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observandose que el efecto de la perturbacién sobre el sistema ha sido modificar el nivel de
referencia de la energfa en un valor constante Vj. Para este caso, los niveles de energia corregi-
dos hasta primer orden corresponden a la solucién exacta, puesto que con una perturbacién
constante actuando en el intervalo (0, a), todas las correcciones a la energia de mas alto orden
desaparecen (ver numeral b del ejemplo 1.2).

Si la perturbacién constante se hubiera extendido inicamente a la mitad del pozo, es
decir cuando actia tinicamente en el intervalo (0, a/2), entonces la correccién de primer orden
a los niveles de energia seria

a/2 a/2
(1) — O ()2 de — 270 2 (7T _n
£, —VO/Wn (x)|dx— o /sen(a:n)dx—z,
0 0

y asi los niveles de energia corregidos hasta primer orden estarian dados por

E, = (0)+E+...
" 2

lo cual significa que en este caso si habrian correcciones de més alto orden a los niveles de
energia.

b) Para este caso, el potencial se ilustra en la Figura 1.2. Asi como se hizo en el numeral
anterior, se emplea la expresion (1.24) y para este caso, en el intervalo (0,a), se toma como
perturbacién H' = —Asen (mz/a). La correccién de primer orden a la energia es

B = (o) | Asen (nz/a) [),
relacion que representada en el espacio de funciones de onda toma la forma
24 |
EW = — /sen2 (222) sen (Z2) da.
0
: . ) T T .

Realizando el cambio de variable u = —;du = —dzx, se obtiene
a a

™

24
EW = o /senz(nu) senudu
a m
0
24 4n?
 om4n2 -1

Por lo anterior, los niveles de energia corregidos hasta primer orden son

E, = T(LO)_|_ET(11)_|_...
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0 a T

FIGURA 1.2. Potencial para el numeral (b) del ejemplo 1.1.

R?r? , 24 4n?
— n2 _ 22 T
2ma? m 4n2 —1

De acuerdo a (1.10), los niveles de energia del sistema perturbado pueden expresarse como
E, = E7(LO) + AFE,. Para que la aproximacion sea fisicamente aceptable, se debe cumplir que

AFE, < EﬁLO), es decir se requiere que la perturbacién sea pequena. Para el caso que se esta
considerando, la energia del estado base (n=1) es:

R 8A

== 22
2ma? 3w ’

y _ _ 8A w2 h?
y para que la perturbacién sea pequena se requiere que E <
T
3m3h2
16ma?’

a2 o equivalentemente
ma

A<

Si se pretende tener una buena aproximacion tomando solamente la correccién
3h2

de primer orden a la energia, se debe cumplir entonces que A < Toma?’ lo cual implica que
ma

las correcciones de mas alto orden (las cuales estaran dadas como potencias de la constante
. - s 0 . ; .
A) seran muy pequenas en comparacién a Efl) y por esta razén podran despreciarse. La

anterior condicién equivale a decir que AFE, < EﬁLO), v en este caso se puede decir que la
perturbacién es muy pequena. 0

En el ejemplo anterior se ilustra lo que significa una perturbacion pequeria, lo cual se
nota como H’ < HP. Si la perturbacién es muy pequena (H' << H'), para tener un buen
resultado basta con corregir los niveles de energia hasta primer orden.

1.2.3. Correccién de primer orden a los estados cuanticos

Para obtener la correccién de primer orden a los estados, se parte de la ecuacién a
primer orden obtenida en (1.18). Recordando que el conjunto de estados propios del sistema
no perturbado constituyen un conjunto completo ortonormal, o sea forman la base del espacio
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de Hilbert asociado al sistema, entonces cualquier estado arbitrario se puede escribir como
una combinacién lineal de ellos. Por lo anterior, el ket ‘1/17(1)> puede escribirse como una

superposicion de los estados de la base {WSLO)>}, asi

i C 1)|¢ (1.26)
m=1

donde los coeficientes de la expansion C’,(nl) se determinan a través del procedimiento que se
realiza a continuacién. Reemplazando (1.26) en (1.18), se obtiene

(7O~ B0 S cl®) + (- 5 i) =0 a2
m=1

y puesto que la base {|¢,(10)>} corresponde a los estados propios de H 0 entonces haciendo

uso de la ecuacién (1.2), la anterior ecuacién queda escrita como:

S (E® - BO) ) + (8 - ED) [ ~o. (1.28)

m=1

Se observa que para el caso m = n la sumatoria no contribuye y por lo tanto ésta se lleva
para m # n. Proyectando la anterior ecuacion sobre la base {‘1/)7(LO)>}, mediante el uso del

operador proyector (1.12), se obtiene
0)‘ Z ( 0)) C(l)w >_|_< 1(0)‘ (ﬁ/ _ E,(Ll)) ‘%(10)> —0, (1.29)
m#n
expresion que puede reescribirse de la siguiente manera:
> (Eﬁr?) - ET(P)) CO (Y = — (| H' |0 + ED (4 |, (1.30)
m#n

Nétese que para I = n, se obtiene la correccién de primer orden a los niveles de energia dada
por (1.24 ), lo cual muestra la consistencia del procedimiento que se esté realizando. El caso
de interés se tiene para [ # n, y asi la expresién anterior queda escrita como

> (BD — EO) cWam = (w0 |7 |p™), (1.31)

m#n

donde el tnico termino que contribuye en la sumatoria del lado izquierdo de la ecuacion es
aquél para el que m = [. Por lo anterior

(El(o) _ E,(ZO)) Cl(l) _ _<¢l<o>|ﬁ/‘¢7(10)>’ (1.32)
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relacién de la que se despeja C’l(l), obteniéndose

o _ (| o)

(1.33)
quo) . EZ(O)

Puesto que en la anterior expresion, el indice [ es mudo, entonces se puede cambiar [ por m,
y asi los coeficientes de la expansién (1.26) quedan escritos como

(i) | [y

(1) —
= O

m

(1.34)

Reemplazando (1.34) en (1.26), se llega a que la correccién de primer orden a los
estados cudnticos es

(0) H/ W
!¢£1)>=7§H<Eg‘ }g 00, (1.35)

correccion que escrita en el espacio de funciones de onda es

i) (2) = (v

1.36
5 SHPN ey 5 ORI o

La correccién de primer orden a los estados cudnticos, dada por (1.35), se puede evaluar
debido a que queda expresada en términos de los estados cudnticos y los niveles de energia
del sistema sin perturbar, que como ya se dijo son previamente conocidos.

Una vez que la correccion de primer orden a los estados cuanticos es conocida, ahora
si es posible obtener una expresién que permite evaluar la correccién de segundo orden a los
niveles de energfa. Reemplazando (1.35) en (1.25), se obtiene

< (O)’H/

| 7 v
(v’ |H ménW i)

EY

< <0)‘H/W’ > (1.87)
= > —"

2 5O g0 (i [ H' ).

Por lo tanto, la correccion de segundo orden a los niveles de energia queda escrita como

[ B
EY - B

E® ="

m#n

(1.38)
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Al reemplazar las correcciones de primer orden (1.24) y de segundo orden (1.38) en
(1.8), se encuentra que los niveles de energia del sistema perturbado corregidos hasta segundo
orden estan dados por

o B[
E7(10) _Egg) + ..

By =B + M| H w0y + 22> (1.39)

m#n

A continuacién se considera un ejemplo que ilustra el uso de las expresiones (1.35) y
(1.38) en un problema fisico especifico.

Ejemplo 1.2. Calcular la correccién de primer orden al estado base y la correccion de
segundo orden al nivel de energia base, en el caso del problema fisico considerado en el
Ejemplo 1.1.

Solucion

a) Con la substitucion de la perturbacién H' = Vj en (1.36), se tiene que la correccién
de primer orden al estado base (n=1) es

©
Wy _ s R o
vy (z) = %1 E%O) I ON ()
= V<¢(U)W§O)> 7(n0)(x)
2 5O g0
=0,

resultado que se obtiene al tenerse en cuenta que los estados propios de H° son ortogo-
nales. Este resultado nulo, también se obtiene para las demads correcciones de orden supe-
rior. Por tal motivo, el estado base (junto con los demds estados propios) no sufre ninguna
modificaciéon por efecto de la perturbacién constante. Debido a que m&l)(x) = 0, entonces
la correccion de segundo orden a los valores propios de energia también es nula, es decir

) = <¢§L°)|ﬁ ! ’¢§L1)> = 0. Los anteriores resultados, junto con el resultado obtenido en el
numeral (a) del ejemplo 1.1, implican que el dnico efecto de la perturbacién constante sobre
el sistema es realizar un corrimiento constante en el nivel de referencia de la energia.

b) Al reemplazar la perturbacién H' = —Asen (rx/a) en (1.36), se tiene

(0)
R

n#l

Para conocer el valor de los coeficientes de la anterior sumatoria es necesario evaluar la
integral I = <wﬁlo> ‘Asen (rx/a) ‘1/150)> en el intervalo (0, a). Esta integral se evalia de manera
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similar a como se hizo en el numeral (b) del ejercicio (1.1). A partir del cambio de variable
u = 7x/a se obtiene

K

0> ]

Se puede comprobar que para n par, la integral se anula. Para n impar el resultado es

84 1
7w n(n? —4)

cos(2u — nu)
2—n

cos(nu) 1 cos(2u + nu) "
2 2+mn

n

I =

(0) _ 1(0) mh?
= By = —72(n2 — 1), entonces la correccién de primer
a

orden a la funcién de onda del estado base se escribe como

16ma®A 1 2
wgl) (z) = g Z D)2 D) \/;sen(mrx/a).

n=35,

Si se tiene en cuenta que E

La sumatoria anterior converge rapidamente y por tal motivo basta con truncar la suma en el
primer termino, para obtener una buena aproximacion. Por lo anterior, la correccion a primer
orden a la funcién de onda del estado base es

1 2ma?A |2
¢§ )(:c) S —W\/;sen(i%ﬂx/a).
La correccién de segundo orden a la energia del estado base se obtiene a partir de la expresién
(1.38), de tal forma que
o) |2
5O Z ’<w7(10)‘Asen(7ra;/a) ‘wg )>’
1= 0 0
s B - B

)

expresién en la que al reemplazar los valores para <¢7(10)|Asen (rz/a) }¢§O)> y E%O) — Eq(zo)
previamente obtenidos, se convierte en

(2 128ma®A?

1
pld . _Zeoma A .
1 m4h? n; n?(n? —1)(n? —4)2

Asi como sucedié en el calculo de la correccién de primer orden a la funcién de onda del estado
base, por causa de la rdpida convergencia basta con considerar solamente el primer término
de la sumatoria para obtener una buena aproximacién, obteniéndose que la correccién de
segundo orden a la energia del estado base es

E® Ema2A2
L= 995 gip2 -~
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1.2.4. Correccion de orden r a los estados cuanticos

A partir de (1.23), se concluye que para poder calcular la correccién de orden r+1 a los
niveles de energia de un sistema perturbado, es necesario conocer previamente la correcciéon
de orden r de los estados cudnticos. Esta tltima correccién puede hallarse partiendo de la

ecuacién de orden r dada por (1.20). Si se expande el ket {wﬁﬁ) en la base {’LZ)SLO)>}, es decir

=> ) (1.40)
m=1

y se reemplaza (1.40) en (1.20) se obtiene

(10— B9 30 C0o®) = — (/= BO) oty =) + B 2) +---+ B[,
m=1

(1.41)

expresion que se puede escribir de forma equivalente como

S EO _ 5O o0y — _ (F' — EWY [0-DY £ Q=N L ... 1 50| 4O)
> (EY - ED) e W) =) + E@ T2 -+ ED [p ),

m=1
(1.42)

en donde se ha tenido en cuenta que la base {\w,({))>} corresponde al conjunto de estados

propios del operador H°. Se puede observar en la tltima expresién que el término de la
sumatoria que no contribuye es aquel para el que m = n. Por lo anterior, la expresion
anterior queda escrita como

EO _ 5O o0 0N — _ (F' — EMWY [0-DY 1 Q=N L ... 1 5|0
> (EQ —ED) ) W) i) + E@Q T2y 4+ 4+ B [ 0)

m#n

(1.43)

Proyectando la anterior expresion sobre la base {le(o)>}’ se obtiene

> (B - ED) e |wl) = (| (7 - B ) [ui )
m#n (1.44)

+ (WO BRI o (00 |ED o).

Nétese que para el caso [ = n se obtiene la expresion (1.23). Por lo tanto el interés se centra
ahora para [ # n, caso en el que se obtiene

(£ - ) el =~ (A= £°) i ™)

+ B0l )+ + B (00 [el)).

(1.45)



1.2. TPIT PARA NIVELES DE ENERGIA NO DEGENERADOS 15

A partir de la expresién anterior se despejan los coeficientes de la expansién (1.40), los cuales
quedan escritos como

L (= BO) ) - B - )
o B 5P -0

Cambiando [ por m en (1.46) y reemplazando en (1.40), se obtiene que la correccién de orden
r a los estados cuanticos es

SO (T EDY DY 5@ (O], 0= pr=1 (0,0
9y = 5 U)o ) B ) )

By By

(1.47)
m#n

Como casos particulares de (1.47), para r = 1 se obtiene consistentemente el resultado
dado por (1.35), mientras que para r = 2 se obtiene

\wff>>:2<wm‘(H/ )W |5). (1.48)

EY - EY

m#n

. ., . 1 .
Si en la expresiéon anterior se reemplaza ‘7,/}7(1 )> por (1.35), se encuentra que la correccién de
segundo orden a los estados cuanticos se puede escribir como

(0)
LRINOI (1.49)

}w Z Z <¢ 0)‘ i_ E(l)) ‘¢;§0>><¢'(0)‘H,

Ztn (A E )

correccion que puede evaluarse al conocerse completamente los estados cuanticos y los niveles
de energia del sistema no perturbado.

1.2.5. El oscilador anarmdnico

A continuacién se estudia el oscilador anarmonico unidimensional, sistema descrito por
el siguiente operador Hamiltoniano:

~ P2 omw?

H = Lz i 1.
2m+ 5 22 4+ 173 + it (1.50)

donde 7; y 2 son constantes fenomenolégicas. Como puede observarse, este sistema corre-
sponde a un oscilador arménico unidimensional, descrito por el operador hamiltoniano

~9 2
p mwe o

O = = 7% 1.51
om T T2 (1.51)

sometido a una perturbacién anarmonica dada por
H' =13 + yt. (1.52)

Este sistema es muy importante en la determinacién del espectro vibracional de las moléculas
diatémicas (ver Capitulo 6). Como aplicacién del método de la teorfa de perturbaciones, a
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continuacién se calcularan las correcciones de primer y segundo orden al nivel de energia
fundamental y la correcciéon de primer orden al estado fundamental del oscilador arménico
unidimensional sometido a la perturbaciéon anarménica mencionada.

La ecuacién de valores propios (1.2) para el operador HO del oscilador arménico uni-
dimensional libre puede solucionarse analftica y exactamente?, de tal forma que los niveles
de energia estdn dados por

E® =hw(n+3), (1.53)

donde el nimero cudntico toma los valores n = 0,1,2,---, y las funciones de onda que
representan los estados cuanticos son

/4 1 &
w;lO) ($) = (%) mHn(g)e 2 con £: mT;jaT, (154)

siendo H,,(§) los polinomios de Hermite.
Primero se calcula la correccion de primer orden al nivel de energia fundamental. Lo
anterior se realiza reemplazando (1.52) en (1.24) en (1.24), obteniéndose que

EP = (48| (ma® +27) |ug”), (1.55)

correccion que en la representacién en coordenadas adquiere la forma

By = [ W) e [ o ) (150

La primera integral se anula debido a que el integrando es una funcién impar. Lo anterior se
confirma recordando que z2 es funcién impar y que la funcién de onda 1/}(()0) (m) que describe
el estado fundamental del oscilador arménico, dada por

i) = () e (157

es una funcién par. Por lo anterior la correcciéon de primer orden al nivel de energia funda-
mental se origina inicamente en el termino cudrtico de la perturbacién anarmonica y queda
escrita como

2
(1) _ g, (M@\Y23_ 72 3 h
B =25 (12) Sy = 17 e (1.58)

En consecuencia, el nivel de energia fundamental corregido a primer orden es

hw 3 B\ 2
%:+-w<>. (1.59)

2 4 mw

2En el Apéndice B se muestra la solucién de la ecuacién de valores propios de H® para el oscilador arménico
unidimensional libre.
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Como se habia mencionado previamente, el método de teoria de perturbaciones se puede

(0)

implementar satisfactoriamente si AE < FEj’. Para el caso que se estd considerando, lo
anterior depende del valor de la constante fenomenoldgica 7o, es decir se requiere que se
satisfaga la desigualdad

3 E\?  hw
=, 1.
4 (mw) <7 (1.60)

Para que el valor del nivel de energia corregido a primer orden sea una buena aproximacion,
es necesario que se cumpla que

2.3

3 h

Yo K = (1.61)

A continuacién se procede a calcular la correccion de seqgundo orden al nivel de energia
fundamental. Para esto se reemplaza la perturbacién (1.52) en (1.38), de tal forma que

w(o) 3+ w(())
pp = 3 IOl (o
m7#0

Resulta conveniente escribir la perturbacién anarménica 122 + 722% en términos de los
operadores de creacién (a) y destruccién (@). Para efectos de procedimiento, inicialmente
solo se considera la contribucién del término cubico de la perturbacion al elemento matricial
que aparece en (1.62). Esta contribucién se puede escribir como

R [o”) = o ()" 0| (a0’ +@alal +alaal +alalal) [of),  (1.63)
donde el operador 22 se ha expresado en términos de los operadores creacién y destruccién?,
tal como lo indica la expresiéon (B.44) del Apéndice B, pero se han omitido los términos
que tienen al operador @ a la derecha, debido a que estos términos no contribuyen por estar
actuando sobre el estado de vacio W(()o)>_ Teniendo en cuenta las ecuaciones de valores propios
de los operadores creacién y destrucciéon dadas en (B.47) y (B.48), se puede calcular la
contribucién de cada uno de los cuatro términos del elemento matricial (1.63), obteniéndose

(wifagatleg”) = (uifaale”) = (oilalvy”)

(o e i) = (o [ o) = VB2 falul?) = 2t ")
(iwfataatlel”) = (uRlaalel”) = (ifalel”) = (iRfe”) =

(pifatatat|ug”) = (pi]atat[pl”) = Vel [al|pl”) = VBl [¥8”) = V6oms,

3En la Seccién B.2 del Apéndice B se describen algunas propiedades de los operadores creacién y destruccién.
Ademés, se deducen las expresiones para los operadores 2 y Z* en términos de los operadores creacién y
destruccion.

mla

m17
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de tal forma que al sumarse estas cuatro contribuciones, el elemento matricial (1.63) queda
finalmente escrito como

WO Mz |ed) = (525) "% 11(36m1 + V60u3). (1.64)

2mw

Reemplazando (1.64) en (1.62), se obtiene que

0) .. =3|,,(0)
v \w | >\ 3
EQ)('Y) E ’< 0 (0 = (g2 7% 0 5 ot o 6 0| - (1'65>
Al reemplazar los valores E” = %,Eio) = %,E(O) = % en la expresién anterior, se

encuentra que la correccién a segundo orden a la energia del estado fundamental E{” (m),
originada en el termino cibico de la perturbacién, esta dada por

3 2
) = (zmz) o | = + =) = —5$% () (166)

Teniendo en cuenta que para obtener el resultado anterior ha sido necesario evaluar el elemen-
to matricial <¢(0) "y :):3‘1& > ahora se puede calcular la correccién de primer orden al estado

fundamental Wo >( 1), proveniente del termino ciibico de la perturbaciéon. Reemplazando el
elemento matricial (1.64) en la expresién (1.35), para n = 0, se obtiene

7)) = 5 ()" e o)
m#0 0 ~%m (1.67)

= = ()™ 3lu”) + )]

A continuacion se procede a calcular la contribucién del término cudartico de la per-
turbacién al elemento matricial que aparece en (1.62). Siguiendo un procedimiento similar al
que se acaba de desarrollar para el termino cubico de la perturbacion, primero es necesario
expresar el operador Z# en términos de los operadores (af) y (@), tal como se indica en (B.45),
y reemplazar lo obtenido en el elemento matricial (1.62). Al realizar lo anterior, se observa
que diez términos no contribuyen al elemento matricial por tener al operador @ a la derecha
y actuando sobre el estado fundamental ’@béo)). Los términos que contribuyen al elemento
matricial son

(p©aaa’at|u”) = 2(Q[5”) = 26,m0, (1.68)

(v [aataa’|v”) = (W [45”) = dmo, (1.69)

(v laatatatjug”) = VIS [14”) = 3V26ms, (1.70)
(y©ata TATW > = 2V2(4p0 >W, (0) > = 2v/20,n2, (1.71)
(v |a'ataa W(O)> = \/§<¢;3>‘¢ (0) > = V262, (1.72)

(w2 fatatalalug”) = 2v6(vf5 [1s”) = 26ma. (1.73)
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Sumando las anteriores contribuciones, se encuentra que la contribucién del termino cuartico
de la perturbacion al elemento matricial, que aparece en (1.62), es

2mw

(W12 18”) = (giz) 12 [30m0 + 6v/20ma + 2160 4

Reemplazando el elemento matricial (1.74) en (1.35), para n = 0, se encuentra que la correc-

O~ =

ciéon de primer orden al estado fundamental ‘1/} 1)>(72), proveniente del termino cudrtico de

la perturbacion, es

OISO
m
2 [evalef”) | 2v6|p”
= (z) 7 [Em)’ E(>> <o>‘ E(oﬂ

= 2 (55)" [3vel”) + E ™)

De igual forma, reemplazando (1.74) en (1.62) se obtiene que la correccién de segundo orden
a la energia del estado fundamental, proveniente del término cuartico, es

)

(1.75)

) _ (_h 4,2 (361m0+6v/28m2+2/66,m4)°
B (12) = (Qmw) V2 %;0 E(()o)_E(o)
m m

_ (_h % 2 72 24

(1.76)

= ()" [%+%}

3
217% (n%.)) m(lu2 :

A partir de los resultados (1.66) y (1.76) se obtiene que la correccién de segundo orden al
nivel de energia fundamental es

EP = 427 () e — 393 () (1.77)

mw/ mw? mw/ mw?

Por lo anterior, sumando (1.59) y (1.77), se encuentra que el nivel de energia fundamental
corregido hasta segundo orden es

By = 1 + 3 ()" ~ 3% ()" e~ B8 ()’ s (178)

mw? mw/ mw?’

donde se observa que la correccién de segundo orden es negativa, lo cual propicia que el valor
(1.78) sea mas pequeno que el valor (1.59), y asi, en consecuencia, el resultado (1.78) se debe
ajustar mejor al valor experimental.

1.2.6. Ortogonalidad y renormalizacién de los estados cuanticos

Los estados cudnticos del sistema perturbado, Wn>> que en el método de teoria de
perturbaciones estdn descritos por (1.7), son estados ortogonales. A continuacién se verifica
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la afirmacién anterior, hasta orden \? en la serie perturbativa. Para hacerlo se premultiplica
el ket ‘¢k>, definido a través de (1.7), por el bra WZ% definido de igual forma a través de
(1.7), obteniéndose

(i) = (O [0”) + A [0 + (0 [w))
+ X207 + (WP [y + (0 |el)) +

Para el caso | # k, el termino de orden cero desaparece. De igual forma, teniendo en cuenta

(1.79)

que en el termino de primer orden de (1.79), W;(cl)> puede escribirse a través de la expresion
(1.35), entonces se puede demostrar que

(i [ |oy") _

1/}(0) w(l) _
< l ’ k > E]io)_El

—(" ), (1.80)

por lo tanto el termino de primer orden en (1.79) se anula. Asi mismo, se puede verificar con
un poco de algebra que el termino de segundo orden en (1.79) también se anula, al ser valida
la siguiente igualdad:

¥ GO 9 @79

¢<o> ¢ + (@ w(O)
< ! | k > <¢l ‘ > = El()_ §0) E’(;J)_ES

= ("), (18

Por las razones anteriores, puede concluirse que los estados cudnticos del sistema perturbado
son ortogonales, satisfaciéndose

{(thi|vor) = <¢l(0)‘¢(0)> = i (1.82)

Por otro lado, hasta ahora, no se tiene ninguna garantia que los estados cudnticos del
sistema perturbado, descritos aproximadamente por (1.7), estén normalizados a uno. Lo an-
terior sugiere que se requiere renormalizar estos estados a uno para para asegurar que la
norma de sus funciones de onda tengan una interpretacién probabilistica y por ende para
garantizar que la matriz de perturbacién sea unitaria. Con el fin de lograr que los estados
(1.7) estén normalizados a uno, se introduce la siguiente condicién de renormalizacién:

donde ‘¢n> ~ representa los estados cudnticos del sistema perturbado normalizados a uno,
|¢n> son los estados (1.7) y Zy es la constante de renormalizacién. Con lo anterior, los
estados normalizados ‘@/}n>  satisfacen la condicién de unitariedad, es decir

N<¢n}¢n>N =L (1.84)

La anterior condicién implica que la constante de renormalizacién Zpy, que se define real,
debe satisfacer

Z]:/'l = <¢n’wn>a (185)



1.2. TPIT PARA NIVELES DE ENERGIA NO DEGENERADOS 21

garantizandose entonces la normalizacién a uno de los estados cuanticos del sistema perturba-

do. Para efectos practicos, con el fin de lograr que los estados cudnticos del sistema perturbado

se encuentren normalizados a uno es necesario conocer la constante de renormalizacion Zy.

Antes de obtener una expresiéon analitica que permita evaluar Zy cabe preguntarse si esta

constante tiene algun significado fisico. Para responder esta pregunta se premultiplica (1.83)
(0) b iénd

por (" |, obteniéndose

WO ) w = Zx> (B0 v, (1.86)

donde al tener en cuenta la condicién de cuasi-normalizacién (1.14), la anterior expresién
queda escrita como

(O ) = 23, (1.87)

Lo anterior permite que Zy pueda interpretarse como la probabilidad de que un sistema no
perturbado encontrandose en el estado cudntico n se encuentre en el mismo estado cuando
el sistema es perturbado. A continuacién se encontrard una expresién que permite evaluar
a Zy, hasta segundo orden en teoria de perturbaciones. Para ésto, se parte de la expresién
(1.85) y se tiene en cuenta que los estados ‘¢n> perturbativamente pueden escribirse a través
de (1.7), de tal forma que

25 = (altn) = (W20 + 20 [0 + A2 [l

1.88
+ X2 [ + N2 [y + A2 () + 0(A3), 15

en donde se observa que el primer termino a la derecha es igual a uno debido a que los estados
de orden cero estan normalizados a uno, los cuatro siguientes términos son cero al tenerse
en cuenta la condicién de cuasi-normalizacién (1.15). En consecuencia, la expresién (1.88) se
reduce a

Zt = 1+ 220 vy + 0(N3). (1.89)

Ya que la correccién |1/1,(11)>) esta dada en términos de (1.35), entonces el producto interior
<zp£§>{¢,§1)>, en (1.89), puede escribirse como

(o B

(PP |y = ; 20 _ 50 <1 (1.90)
m#£n n m
y asi la expresién (1.89) se convierte en
(w2 B
Iy =142 +0(\®), (1.91)

(0) (0)
m#n En’ — Em
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y por lo tanto la probabilidad de encontrar el sistema perturbado en el mismo estado en que
se encuentra cuando el sistema no esta perturbado es

(o2 | [
EY — B

+ O(N\3), (1.92)

ZNzl—)\QZ

m#n

donde puede notarse que Zy < 1, para H # 0, de acuerdo con la interpretacion probabilistica
que se le ha dado a Zy.
Si se derivan los niveles de energia corregidos hasta segundo orden, dados por (1.39), con

(0)

respecto a los valores propios de energfa del sistema sin perturbar (Ejy, ), se encuentra que

oE,

8E77§10)7 (1.93)

N =

resultado que ha sido verificado hasta segundo orden.

EJERCICIOS 1.1.

1. Muestre que las correcciones de segundo y tercer orden a los niveles de energia de un
sistema perturbado, descrito por el operador H=H+H , pueden escribirse como

ET(L = —<7/)§zl) HO—ET(LO)W/M(LI)> E1(13 = <’(7Z}£Ll) H - E EM] ‘T/)n >, respectivamente.

2. Muestre por verificacién directa, hasta orden A3 en la serie perturbativa, que los estados
cuanticos de un sistema perturbado (‘1/%)) son estados ortogonales.

3. Un oscilador arménico libre unidimensional es sometido a una perturbaciéon H', tal que
i) H = Az,
ii) H = 1k'z”.
Para ambos casos, encuentre el nivel de energia fundamental corregido hasta segun-
do orden y la funcién de onda del estado fundamental corregida hasta primer orden.

Compare los resultados obtenidos con los que se encuentran al resolver exactamente la
ecuacién de valores propios del operador H del sistema perturbado.

4. El Hamiltoniano de un rotor rigido en un campo magnético perpendicular al eje x, puede
escribirse como H = AL? + BL, + CL,, donde L es un nimero entero que representa
el modulo del vector momento angular en unidades de h; L., L, son las proyecciones
del momento angular sobre los ejes z y y; v A, B, y C son constantes con dimensiones
apropiadas, para garantizar que todos los términos tengan dimensiones de energia. Halle
los valores propios de energia del operador H corregidos hasta segundo orden, tomando
el término Ciy como una perturbaciéon y encuentre los estados propios corregidos hasta
primer orden.
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5. Considere el atomo de hidrégeno y asuma que el protén en vez de ser una fuente puntual
del campo de Coulomb, es una esfera uniformemente cargada de radio R, asi que el

potencial de Coulomb es modificado de la siguiente manera V(r) = —5’—16;3(}%2 — 3r?)
para r < R << ag y permanece igual V (r) = —§ para r > R. Teniendo en cuenta que
el radio nuclear es R < 10 fm y que el radio de Bohr es ag ~ 0,54 = 5 x 10* fm, y
tomando como perturbacién H = —%(R2 — %7’2) + % parar < R 'y H =0 para

r > R, calcule la correccion de primer orden para los dos primeros niveles de energia.

6. Considere un atomo de dos electrones. La energia potencial para el sistema de los dos
electrones y el nicleo de carga +Ze es
__ Ze2  Ze? e
V= 1 T2 r12’
escrita en unidades c.g.s., donde r; y ro representan la separacién de los electrones 1 y

2 al ntcleo, respectivamente, y ri2 es la separacion entre los dos electrones. Considere
el nicleo en reposo.

a) Escriba la ecuacién de valores propios para el Hamiltoniano del sistema. ;Se puede
solucionar exactamente esta ecuacién?

. -~ 2 . , . . .
b) Asumiendo que H' = T% es una perturbacion que actia sobre el sistema, libre descrito

por HO = I;Tm +f[02, donde ﬁm‘ es el operador Hamiltoniano de un atomo hidrogenoide,
encuentre la correccién de primer orden al nivel de energia fundamental del atomo de
dos electrones.

1.3. TPIT para niveles de energia degenerados

Un nivel de energia z-esimo (E”) de un sistema mecénico-cudntico no perturbado
se dice degenerado, de orden g, si al resolver analitica y exactamente la ecuacion de valores
propios del operador HO del sistema libre, se obtiene que g estados (‘¢§0)>, }¢§0)>, ceey ‘w§0)>),
linealmente independientes, tienen asociado el mismo nivel de energia E®. Uno de los sistemas
fisicos de mayor interés, para el que sus niveles de energia presentan degeneracion, es el atomo
hidrogenoide, sistema en el cual los niveles de energia quedan definidos por los valores que
puede tomar el numero cudntico principal (n), es decir n = 1,2,3,---. En este sistema,
los niveles de energia presentan degeneracién de orden g = n?. Otros sistemas de interés
que presentan degeneracién en sus niveles de energia son el oscilador armonico bi- y tri-
dimensional, la particula en un pozo de potencial infinito bi- y tri-dimensional.

El desarrollo del método de la teoria de perturbaciones independiente del tiempo,
para el caso de niveles de energia degenerados, presenta modificaciones con respecto al caso
de niveles no degenerados. La razén de lo anterior se debe a que, al existir g estados lineal-
mente independientes asociados al nivel de energia E¥ del sistema libre, se pueden construir
g combinaciones lineales de estos g estados, las cuales pueden tomarse como la correccién de
orden cero de los estados cudnticos del sistema perturbado. El problema radica en que las
g combinaciones lineales son inicialmente desconocidas. Por lo anterior, para calcular la cor-
reccién a primer orden al nivel de energia x-esimo (E() del sistema perturbado, se requiere
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resolver una ecuacién secular de orden g, obteniéndose g valores para E{", en principio difer-
entes. Esto ultimo implica que, como efecto de la accién de la perturbacién sobre el sistema,
se puede tener un levantamiento parcial o total de la degeneracién. Este levantamiento de la
degeneracién se observa experimentalmente, por ejemplo, en dtomos sometidos a la influencia
de un campo eléctrico uniforme (efecto Stark), o de un campo magnético uniforme (efecto
Zeeman anémalo).

1.3.1. Degeneramiento de orden dos

Como punto de partida para el desarrollo de la teoria de perturbaciones independi-
ente del tiempo, caso degenerado, Supéngase el ejemplo de un sistema libre cuyo operador
Hamiltoniano es HY, el cual posee un valor propio E©, doblemente degenerado, asociado

con los estados ‘¢§0)> y |1/1§0)>. Por lo anterior, en este ejemplo, se satisfacen las siguientes
ecuaciones:

HO4{) = EO (%), (1.94)

B[y = EO 4. (1.95)

Los estados propios ‘¢§0)> y WJt(O)> pertenecen a la base del espacio de Hilbert (H) asociado
con el sistema, por lo cual estos dos estados son ortonormales, cumpliéndose <¢;‘”|¢§0)> =

<wé0)|¢§0)> =1y <¢§O)Wt(0)> = <wt‘°’\w§°)> = 0. Estos estados forman un subespacio, de
dimension dos, en el espacio de Hilbert.
Por lo expuesto anteriormente, se puede construir un estado arbitrario |1/J£O)> en el espacio

‘H, mediante una combinacién lineal de los estados |1/J§0)> y ‘¢§0)>, asi:
W) = ay@) + Ble”),  eona,BeC

de modo que aplicando el operador HO al estado ’@D;(CO)> y teniendo en cuenta las ecuaciones
(1.94) y (1.95):

Hi”) = HO(a|v”) + i)
= aBOp) + sHO ")
= aBO ") + BE® [0
= B9 (ali”) + 8|91")),
se obtiene la siguiente ecuacién de valores propios:
By = EO [0y, (1.96)

de donde se observa que el estado arbitrario ’wg(,;o)> tiene asociado el mismo valor propio de

energia E% que los estados propios ‘1/J£0)> y ‘¢§0)>.
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En el desarrollo del método de la teoria de perturbaciones independiente del tiempo,
caso no degenerado, se ha supuesto implicitamente que los valores propios del sistema sin
perturbar son no degenerados. Esto resulta evidente al considerar la ecuacién (1.47), en
donde por estar definida la suma, por ejemplo, sobre todos los m # n = s, podria llegar a
suceder que los valores propios de energia E” y E® (asociados con dos estados diferentes
m =t # s) sean iguales, de igual forma a como sucede en el ejemplo de doble degenerancia
que se esta considerando, y lo anterior estaria trayendo como consecuencia que la expresién
(1.47) fuera indeterminada. Claramente, esta situacién no se presenta si el espectro de HO es
no degenerado. Por lo tanto, en el método perturbativo de la seccién anterior, la existencia
de degeneraciéon en el sistema conduce a que las funciones de onda del sistema perturbado
dejen de ser continuas. Adicionalmente, si se posibilita la existencia de degenerancia en el
sistema sin perturbar, se tendria que la correccion de segundo orden a la energia, dada por
(1.49), también serfa indeterminada.

Para poder desarrollar el método de la teoria de perturbaciones satisfactoriamente, cuando
existe degeneracién en el sistema, se debe formar primero una combinacién lineal de los g
estados propios degenerados del sistema sin perturbar asociados a un mismo nivel de energia
E® y admitir que, si esta superposicién es la correcta, entonces el método perturbativo
trabajard consistentemente. A esta superposicién correcta se le llama el estado adecuado, o
estado correcto de orden cero. Este es el procedimiento que se aplicard al ejemplo de doble
degeneracién que se estd considerando. Luego se generalizara a sistemas con mayor grado de
degeneracion.

Introduciendo una perturbacién, descrita por H' = AH’, a un sistema que satisface (1.94)
y (1.95), la degeneracién en general se levantara. Puesto que A puede incrementarse entre
0 y 1 (o sea la intensidad de la perturbacién puede pasar de cero a su valor maximo), el
valor de energia FE,, asociado con los dos estados degenerados, se desdoblard, y la diferencia
aumentard a medida que A se incremente.

Ey
E®M+A+B
E®+A-B

J50)

FiGuRA 1.3. Desdoblamiento del valor propio E,, por efecto de la perturbacién.

En el sistema libre, el estado ‘¢§0)>, dado por (1.96), tiene asociado el valor propio de
energfa E(¥. Cuando la perturbacién actiia en el sistema, como se verificard mas adelante a
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primer orden en la serie perturbativa, hay un desdoblamiento del nivel de energia x en dos
niveles, uno de mayor valor E,1 = E”4+ A+ B y otro de menor valor E,;| = E(”+A— B. Estos
niveles de energia tienen asociados los estados propios del sistema perturbado W’xT> y ’1/)95 l>a
respectivamente. En la figura 1.3, se muestra esquemaéticamente la manera en que el nivel
de energia E'” se desdobla por efecto de la perturbacién. Si se “apaga” la perturbacién, el

sistema regresard al nivel de energia E(®. Al mismo tiempo, el estado ‘wg(UOT)> correspondera a
una combinacion de los dos estados propios del sistema sin perturbar, ‘¢§0)> y ‘¢§0)>, y el

estado W:(c(i)> le corresponderd a otra combinacién, como se ilustra a continuacion:
iy 0y _ 0 (0)
[ar) Seapaga H' i) = aqul®) + Br]ui”),

ot} Se apogal! [} = euul?) + o)

donde las dos combinaciones son diferentes debido a que en general oy # o) y 31 # 3. Estas
dos combinaciones, que en principio no se conocen, son las correctas para poder desarrollar
consistentemente el método de teoria de perturbaciones en este caso. Pero el no conocer las
combinaciones correctas, es precisamente el motivo por el cual no se puede seguir el mismo
procedimiento del caso no degenerado.

1.3.2. Correccién de primer orden al nivel de energia x

A continuacién se calcula la correcciéon a primer orden al nivel de energia z para un
sistema en el que actiia una perturbacién H’. El nivel de energia x presenta degenerancia de
orden dos cuando el sistema no esta perturbado. Sin estar presente la perturbacién, el nivel de
energia E tiene asociado dos estados degenerados, que se describen como superposiciones
de la forma:

[0 = alp @) + 8, (1.97)

siendo a y 8 parametros ajustables, en general complejos, no conocidos. Estos estados, son los
estados correctos de orden cero y una vez se conozca la correccion a primer al nivel de energia
x, serd posible determinar los valores de los coeficientes de las dos superposiciones, es decir
se conoceran completamente las correcciones de orden cero a los estados asociados al nivel
de energia = del sistema perturbado. El sistema mecédnico-cuantico perturbado estd descrito
por el operador H y la ecuacién de Schrodinger a resolver es:

ﬁ‘¢r> :E:c}wac>a (198)
con
H=H+ \H', (1.99)

donde H’ representa una pequefia perturbacion independiente del tiempo. La ecuacién de
Schrodinger (1.98) no se puede solucionar exactamente, y por lo tanto se resolvera de forma
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aproximada, a través del método de la teoria de perturbaciones. Por lo anterior, los estados
y los valores propios, solucién de (1.98), se escriben como:

|ta) = |00 + Ap) + X2 [P + - (1.100a)
By = BEY + AEQ + NEP + - (1.100D)

Reemplazando (1.100a), (1.100b) y (1.99) en (1.98), agrupando en términos de potencias de
A, se obtiene la ecuacién (1.16). Esta ecuacién se puede reescribir como:

(ﬁo + Aﬁ’) (@) 4+ A (ﬁ“ + )fF) |y 4 A2 (ﬁ[o - Aﬁ’) [
BOW) + X (EO D) + BV ) + X (B2 |00 + EO|ol) + EO|ol?)) + -

El desarrollo del método de teoria de perturbaciones, que se hara a continuacion, se limi-
tard hasta primer orden. Por lo cual la ecuacién anterior se reduce a:

A + 2B [00) + AH [y () = EO[00) + 2 (EO[v0) + EO[p™)) .

en donde al tenerse en cuenta la ecuacién de valores propios del operador H?, se obtiene la
ecuaciéon de primer orden dada por:

H'|[pO) + BOpM) = ED[¢l?) + EO D). (1.101)

En esta ecuacién aparecen los estados de orden cero y orden uno. El interés se centra en
obtener la correccién a primer orden al nivel de energia x (E{"), nivel que cuando no hay
perturbacién es doblemente degenerado.

A continuacion se sigue un procedimiento similar al llevado a cabo en la seccién anterior,
pero con dos diferencias: la primera, que en éste caso se tienen dos bra, <w§0)| y <1/1,§0>}, con los

cuales se puede premultiplicar a la ecuacién (1.101), y la segunda, que ‘wg(co)> es, en éste caso,
una combinacién lineal dada por (1.97). Por lo anterior, primero, se premultiplica (1.101) por
el bra <7,/J§0)| obteniéndose:

WO H [ + (0 [H0) = (6@ [BL ) + (00| B [wlV),

y si se usa la ecuacién de valores propios de H?, la expresién anterior queda escrita como:

(WO H |9 ) = B (). (1.102)
Reemplazando (1.97) en (1.102) se tiene:
WO (alul?) +81u%)) = O] (alul®) + 8lu”)).

expresion que puede escribirse como:

o [H'[o) + B0 H0)7) = aBO (00 0") + BB (00 [u”) = aBL,
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la cual a su vez se puede escribir de una forma m&s compacta de la siguiente manera:

aH. + BH., = aEW. (1.103)
Si ahora se premultiplica a la ecuacién (1.101) por <¢1(,0)‘7 se tiene:
<¢,§0)|ﬁ,‘¢§:0)> — Ei1)<w£0>‘¢é0)>, (1.104)

donde al reemplazar (1.97) se obtiene:

5 21 (0 0
a(o” [ [60) + B | ") = aBD (0 [0) + BED (0 |01”) = BEL,
expresion que se puede escribir de forma més compacta como:
aH}, + BH,, = BE'V. (1.105)

En las ecuaciones (1.103) y (1.105) se ha usado, para los elementos matriciales de H', la
notacion:

HY; = (| H [p\7), (1.106)

donde las subindices ¢ y j, en este caso, toman los valores ¢ y s. La solucién del sistema de
ecuaciones (1.103) y (1.105) permite conocer la correccién de primer orden E(V| al suponerse
que se conocen los elementos matriciales H Z’] Esto tltimo es cierto, debido a que los elementos

Hlfj se pueden calcular al ser conocida la perturbacién que actiia sobre el sistema H’ y por

ser conocidos los estados propios del sistema sin perturbar ‘w§0)> y }¢§0)>. Para solucionar
el sistema de ecuaciones (1.103) y (1.105), resulta conveniente escribir las dos ecuaciones de
forma matricial, asf:

/ !

K] st «Q «

= EW . (1.107)
Hi, Hi,) \B 3

Usando la notacién compacta matricial, la ecuacién (1.107) puede escribirse como:
Ha=E"a, (1.108)

donde H' se denomina la matriz de perturbacién, y para el ejemplo en consideracién es una
matriz 2x2 dada por:

! !
Hss st

H = , (1.109)
H£5 Hét
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mientras que « es un vector columna, que en este caso es de dos componentes, dado por:
a= . (1.110)

La ecuacién (1.108) de forma equivalente puede escribirse
(H -EMT)a=0
donde para que exista solucion, se debe cumplir que:
det (H' — EVI) =0 (1.111)

La ecuacién (1.111) se denomina ecuacion secular y su solucién en este caso tiene 2 raices,
siendo las correcciones de primer orden a la energia del nivel . Para solucionar la ecuacién
secular (1.111), se reemplaza (1.109) y se evalia el determinante, obteniéndose una ecuacién
cuadrética para E(" dada por:

(BY)? = B (Hi+ Hy)) + (HL HY, — HYH,) =0,

cuyas dos soluciones tienen la formas:

Yy + Hjy =\ (HL, + H}y)? — 4(H! Hyy — H],H],)
2 b)

EL —

y donde al efectuar operaciones dentro de la expresiéon subradical se obtiene que las dos
soluciones toman la forma:

EY) = A+ B, (1.112)

EY) =A- B, (1.113)

1 1
siendo A = 5 (H.,+H},)y B= 5\/(H§s — H},)*> + 2(H/,)2. En el desarrollo anterior, se ha
tenido en cuenta que el operador H’ es hermitico y por lo tanto se cumple:
2511 (0 MO 5
Hiy = (001 H|¢7) = (0|8 [¢)" = (¢ | |[¢7) = H],.

En consecuencia, el nivel de energia x, corregido hasta primer orden, se ha desdoblado de
la siguiente manera:

By =
E, =E

EY + A+ B, (1.114)
4+ A-B. (1.115)

,\z.;,\

8

Este desdoblamiento originado por la perturbacion, es mostrado diagramaticamente en la
Figura (1.3).
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1.3.3. Estados correctos de orden cero

Una vez se ha calculado la correcciéon a primer orden a la energia, obteniéndose el
desdoblamiento del nivel de energia x , es posible obtener los estados correctos de orden cero.
Para esto, se reemplaza la correccién EilT) en la ecuacién (1.107), se denotan los coeficientes
en este caso como aq y B3, por lo cual:

H, H,\ [oq ay
®o =EY (1.116)
His Hy ) \By By
de donde se obtienen las siguientes dos ecuaciones:
(Hys = BY) ey + Hyfpy =0,
arHi, + (Hy — EY) 6 =0,

con las cuales es posible encontrar los valores de oy y 31, y de esta forma se obtiene el estado
. .« s 1 .
correcto de orden cero asociado con la correccién EY . es decir:

xT
0 0
i) = en o) + Br ). (1.117)
donde los coeficientes satisfacen la condicion:
o + 1617 =1, (1.118)

la cual es originada en la condicién de normalizacion a uno del estado W%O))

’ . 1 .7
De manera andloga, si se reemplaza E' l) en la ecuacién (1.107), y se denotan los coefi-
cientes en este caso como o y 3|, se obtiene que el estado correcto de orden cero asociado
es:

0 0
[W3)) = ai[90) + 81 [¢7), (1.119)
donde los coeficientes satisfacen la condicién de normalizacién:
ey | + 18> = 1. (1.120)

Los estados correctos (1.117) y (1.119) son los dos estados propios del sistema sin perturbar,
asociados con el mismo valor propio de energia degenerado E*. Estos dos estados, inicial-
mente desconocidos, han sido obtenidos a través de la solucién de la ecuacion secular asociada
con el problema de doble degeneracion.

Teorema 1. Sea X un operador hermitico que conmuta con H'. Si \wﬁ‘”} y |¢t(0)> son estados
propios de X con valores propios diferentes, es decir se satisfacen las ecuaciones de valores
propios X|1/1§0)> = u‘¢§0)> y X‘w§0)> = V‘wéo)% de tal forma que p # v, entonces, H., = 0,

y asi ‘¢§O)> y |1/J,§O)>, por separado, son estados correctos para ser usados en el método de la
teoria de perturbaciones, caso degenerado.
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Demostracion. La suposicion es [X, H’] = 0, luego:

W[ X H ") = 0
= (WO XH'[uy") — (v [H X |9,”).

Ya que X es hermitico, entonces <¢§0)‘)? = <w§0)‘,u y <w§0)‘)? = <wéo)‘u, entonces:

WO 07 = ol 8 ]0”) - v<wé°>!ﬁ’\w§°)>
= (u= ) [T = (u = )y =0,

y debido a que u # v, por lo tanto H., = 0. O

Como ensenanza de este teorema se puede decir lo siguiente: si se tiene un problema
con estados degenerados, se puede buscar un operador hermitico X que conmute con H. Se
toman como estados del sistema no perturbado los estados propios simultaneos de H y X.
En consecuencia, se puede usar el método de la teoria de perturbaciones, caso no degenerado,
a primer orden. Si no es posible encontrar un operador X que tenga tales caracteristicas,
entonces es necesario usar la ecuacién (1. 113)

En particular, el operador hermitico X se puede identificar con el operador HO y asi, los
estados propios del sistema sin perturbar, formando una base adecuada, también son estados
propios del operador H’. Lo anterior trae como consecuencia, que la matriz de perturbacién
H' sea diagonal y por lo tanto, se puede calcular la correccién de primer orden al nivel de
energia x como si fuera un caso no degenerado.

Es decir, si es posible encontrar una base adecuada en la que los estados propios del
sistema sin perturbar, sean estados simultaneos de HO y H , entonces, en el ejemplo de doble
degeneracién que se esta estudiando, la ecuacion (1.107) se escribe de la siguiente manera:

Hl, 0 o' e
= EW . (1.121)
0 Hy) \B s

En la anterior ecuacién se puede observar que ya no es posible obtener una ecuacién secular,
vy ademads, se pueden encontrar directamente las dos correcciones de primer orden al nivel de
energia x, las cuales estdn dadas por:

B = By, = (0 [,
Eilf = Htt = <¢;0)‘H/W}t >

con lo cual, la correccién a primer orden a la energia se evaltia usando la expresién (1.24), o
en otra palabras, esta correccién se obtiene como si fuera un problema no degenerado.
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1.3.4. Correccién de primer orden a los dos estados

Previamente se encontré, que por efecto de la perturbacion que actiia sobre el sistema,
la doble degeneracion del nivel de energia x se levanta, y como consecuencia, en el sistema
perturbado existen dos niveles de energia diferentes, E,1 y E,|. Las expresiones (1.114) y
(1.115) permiten obtener los dos niveles de energia, corregidos hasta primer orden en la serie
perturbativa. Cada uno de los niveles 1 y F,| tiene asociado un estado propio del operador

H del sistema perturbado, de la siguiente manera:

Hlpor) = Eot |, (1.122)
H|tpy)) = Eq[tha)). (1.123)

El propédsito, a continuacién, es encontrar las correcciones de primer orden a los estados
propios del sistema perturbado |¢xT> y !1/};,; i>, correcciones que se denotaran respectivamente

por ‘wilT)> y ‘will)> Para obtener estas correcciones, se parte de la ecuaciéon de primer orden
dada por (1.101), pero escrita de la siguiente forma:

(A° = BO) [y = = (H' = BD) [p®). (1.124)
La anterior ecuacién, para el caso W;?% queda escrita como:
(0= B) [u)) = = (' = B7) [045), (1.125)

Recordando que los estados propios del operador HO constituyen un conjunto completo orto-
normal, entonces es posible escribir que:

W) = > D), (1.126)
m=1

Reemplazando (1.126) en (1.127) y teniendo en cuenta la ecuacién de valores propios de HY,
se obtiene:

S (B9 — BO) CD g0 = — (ﬁ’ — EQT)) v D). (1.127)
m=1

En el lado derecho de la ecuacién anterior, se observa que cuando la sumatoria toma los
valores m = s,t no hay contribucién, debido a que E©® = E{” = E©. Por esta razén, en esta
sumatoria se pueden suprimir los valores s y t. Premultiplicando la ecuacién (1.127) por el
bra <1[)l(0)| y substituyendo (1.117) se obtiene:

| D (B = BO) OV ) =~ (B = D) (rd”) +81u”)) - (1.128)

m#s,t

La anterior ecuacion, para [ # s, t, se convierte en:

(B~ B) O () = —an (0f” [H'[9) = by (0 | H|01”). (1.129)
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de donde es posible despejar el coeficiente de la expansion:

o (7 | [0 + By (| 7|
(5 ) |

o - (1.130)

En la anterior expresién el subindice [ es mudo, por tal motivo se puede reemplazar [ = m en
(1.130), y substituir el resultado en (1.126), obteniéndose que la correccién de primer orden

al estado \¢§T)> es:

’¢51T)>: i aT< ﬁ)\ﬁ’}¢§0)>+5T<¢$)}ﬁ/’¢t(o)>w$)>' (1'131)

(E'(O) — E(0)>
m#s,t z m

Siguiendo un procedimiento similar al que se acaba de desarrollar para encontrar Wi?% se

obtiene que la correccién de primer orden al estado |1/J;(El)> es:

= oy (|0 + 8, (i |t
Wa(cli)>: ;tai< ‘ }(EQOE_EL(T;)) } ’t >‘¢7(7g)> (1.132)

1.3.5. Degeneramiento de orden g

Supoéngase ahora el ejemplo de un sistema libre, descrito por el operador Hamiltoniano
H 0 el cual posee un valor propio E© con degeneracién g, es decir en el sistema sin perturbar
hay g estados propios linealmente independientes, todos con el mismo valor propio de energia.
Considerando que el sistema es perturbado mediante H’ , entonces en este caso la ecuacion
(1.107) esta dada por:

= EW , (1.133)
! ! /
g1 Hgo oo Hgg Qg O

donde los elementos matriciales estén definidos como:
Hy = (P |H|$")  ij=12....9 (1.134)

La ecuacién matricial (1.133) de forma equivalente se puede escribir de la siguiente manera:

g
Y aiHj=oqEY,  j=12,...4 (1.135)
=1
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Estas ecuaciones matriciales en forma mas compacta se escriben como (1.108):
Ha= E"a, (1.136)
A partir de (1.136) se obtiene la ecuacién secular dada por (1.111):
det (H' — EVT) =0, (1.137)

ecuacion, que en este caso, al ser solucionada conduce a ¢ raices, cada una representando
una correcciéon de primer orden al nivel de energia x. Estas raices, en general distintas, se
representan como:

EQ, ES, -, EO. (1.138)
El anterior hecho implica que en el sistema perturbado puede darse un levantamiento total de

la degeneracion, es decir existen g niveles de energia distintos, los cuales corregidos a primer
orden se expresan como:

Eyy = E® + EY), Epp=EO+EY, -, Eyg=E®+EY. (1.139)

Los anteriores niveles de energia tienen asociados los siguientes estados propios del sistema
perturbado:

|¢$71>7 ‘¢$72>7 Tty ‘wm,g>~ (1140)
de una forma tal que se satisfacen las siguientes g ecuaciones de valores propios:
ﬁ‘wx,1> :Ex,1}¢x,1>a HW}x 2> Ex 2‘¢x 2> R ﬁ’¢x7g> :Ex,g’¢x,g>- (1141)

Los g estados de (1.140), corregidos hasta primer orden en la serie perturbativa, pueden
expresarse como:

) = [05]) + [0X0),  [e2) = [00) +[050)), 0 [Wmg) = [910) + [wl1)),
(1.142)

donde los estados correctos de orden cero, estan dados por:

w8) = ol [ul”) + ad|uf”) + -+ ab[u ),
’%2> 1W’1 >+ 2W2 )+ ‘+0‘g2/’¢s(70)>’

0)) = af|v” >+ g\wz )+ +aglul),

siendo los coeficientes ag obtenidos en cada caso, reemplazando cada una de las g raices de
(1.137) en la ecuacién matricial (1.133), y donde las correcciones de primer orden estédn dadas
por:

=Y

[e.e]
m;é]_,27g

< (O)‘H/W(O)>+O‘%<¢$)|ﬁ/‘¢ém>+'” < (0)\[—[’\%0)
(BO — ED) 642,

(1.143)
siendo j =1,2,--- ,g
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1.3.6. El efecto Stark.

A continuacién se considera, como una aplicacién del método de la teoria de perturba-
ciones independiente del tiempo, caso degenerado, un dtomo hidrogenoide en presencia de un
campo eléctrico exterior, uniforme y paralelo al eje z, tal como se muestra en la Figura (1.4).
Experimentalmente se observa que la degeneraciéon de los niveles de energia de Bohr que se
presenta en los atomos libres se levanta parcialmente como consecuencia de la perturbacion
del campo eléctrico exterior. Este fenémeno, conocido como efecto Stark, tiene su origen en
la fuerza electrostatica que produce el campo eléctrico (E) sobre el electrén. El efecto Stark
puede describirse satisfactoriamente a través del método de la teoria de perturbaciones, a
primer orden, siempre y cuando la perturbaciéon sea pequena. Este ultimo hecho se logra,
como se mencionard mas adelante, si E es suficientemente pequeno.

El campo eléctrico se puede escribir como E = Eu,, siendo la intensidad del campo (&)
constante en todos los puntos del espacio. La fuerza electrostatica que realiza el campo E

OH' . .
sobre el electrén del atomo es F, = . = —e&, siendo —e la carga eléctrica del electrom.
z
La energfa potencial eléctrica sobre el electrén, o perturbacion, estd dada por H = efz.
E =&,
Atomos ~
hidrogenoides Uz

FI1GURA 1.4. Atomos hidrogenoides en presencia de un campo eléctrico uniforme.

El sistema perturbado queda definido a través del operador Hamiltoniano:

~2 2
~ Z
A= k2% e, (1.144)
2m r
siendo posible identificar en (1.144), al operador Hamiltoniano del 4&tomo hidrogenoide libre
=2 2
HO = 2]'; —k——, con Z el niimero de protones en el ntcleo, y al operador Hamiltoniano que
m r

representa la perturbacion H' =e€z. La carga positiva del niicleo produce un campo eléctrico
interno sobre el electrén del orden de 10° % Para poder aplicar el método de la teoria de
perturbaciones, se requiere que el campo eléctrico exterior sea pequeno en comparacion con
el campo eléctrico interior.
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En el laboratorio, por lo general, se consiguen campos eléctricos de maximo 10° %, con

lo cual se cumple que H < H 0y asf es posible describir el efecto Stark satisfactoriamente
calculando los niveles de energia corregidos hasta primer orden. Sin embargo, como se es-
tudiard més adelante, al tener en cuenta las correcciones de estructura fina, se produce un
levantamiento de la degeneracién de los niveles de energia del orden de 10™* eV. Las per-
turbaciones que producen la correccién de estructura fina, es decir la correccion relativista
a la energia cinética del electrén y la interaccion del dipolo magnético asociado al espin del
electrén con el campo magnético producido por el movimiento relativo del nicleo respecto al
electrén, son perturbaciones intrinsecas en el atomo, es decir siempre estdn presentes y por
lo tanto el desdoblamiento de estructura fina es intrinseco en el atomo. Debido a lo anterior,
para poder distinguir el desdoblamiento de los niveles de energia debido al efecto Stark del
originado por estructura fina, y para que el desdoblamiento por efecto Stark sea menor al de
estructura fina, se requiere que el campo eléctrico exterior sea del orden o menor a 105%.

Para dtomos hidrogenoides libres, la ecuacién de valores propios de H 0. se puede resolver
analiticamente de forma exacta tal como se muestra en el Apéndice C. Los valores propios
de energia (niveles de Bohr) estdn dados por (C.3):

2
m [ Ze? 1
EO — p— 1.145
" 2R? <47r50> n? ( )
donde el nimero cudntico principal (n) toma los valores n = 1,2,.... Las funciones onda de

probabilidad, representando en el espacio de coordenadas a los diferentes estados cuanticos
del sistema, quedan escritas como (C.4):

P (1,0,0) = (x| nlm ) = Ry (r)Yim (0, 9), (1.146)

siendo R,;(r) la parte radial de la funcién de onda (C.5) y Y,,,(0, ¢) los arménicos esféricos
definidos por (C.8). En estas funciones, el nimero cudntico de momento angular (/) toma los
valores | = 0,1,2, ... y el ntimero cudntico de proyeccién del momento angular (m) en la
direccién del eje z toma valores enteros en el intervalo — < m < [. Como se puede ver en el
Apéndice C, la paridad de las funciones de onda queda determinada por el niimero cuantico
[. En particular, a través de la expresion (C.27), se determina que las funciones de onda
del dtomo de hidrdogeno son pares si | es par e impares si | es impar. Este resultado tiene
interés practico puesto que permite simplificar la evaluacién de los elementos de la matriz de
perturbacién. Adicionalmente, en el Apéndice C.2, se muestra que

#0 sim/ =m; lyl' diferente paridad,
<n'l'm’|2’nlm> (1.147)
=0 sim' #m; lyl igual paridad.

Se sabe que el grado de degeneramiento de los niveles de energia del atomo sin perturbar
es ¢ = n?. Por ejemplo, para el nivel de energia fundamental n = 1 se tiene que ¢ = 1,
puesto que para este caso [l = 0 y m = 0. Debido a que este nivel no tiene degeneramiento,
entonces la correccion de primer orden a la energia se evalia usando el método de la teoria
de perturbaciones, caso no degenerado, es decir:

ED = (0| H'|vion) (1.148)
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= (100| H'|100) (1.149)
— [ vimes stuads (1.150)
_eg/‘wloo‘zzdr (1.151)
E® =0. (1.152)

Este resultado se obtiene al tenerse en cuenta que el argumento de la integral es impar. Esto
iltimo es cierto ya que las funciones de onda tienen igual paridad (I =1’ = 0) y ya que z es
una funcién impar. De esta manera, la energia del estado fundamental corregida hasta primer
orden es:

Ze\”
E,=E© = _2%2 <4 ¢ > = —13,6¢eV Z2, (1.153)
TEN

con lo cual el efecto del campo eléctrico no es observable a primer orden en el nivel de energia
fundamental.

En ausencia de campo eléctrico, el primer nivel de energfa excitado ES” tiene degeneracién
g = 4. Con n = 2, el nliimero cuantico de momento angular toma los valores [ = 0,1. Para
I = 0 el niimero cuantico de proyeccién del momento angular en la direccién del eje z toma el
valor m = 0, mientras que para [ = 1 se tiene que m = 0, —1, 1. Por lo tanto, existen 4 estados
cudnticos que tienen asociado el mismo valor de energia ES”. Estos estados se escriben como:

Paral=0 — m =0 —>‘2,0,0>
m=-1 —|2,1,-1)
Paral=1 — (m = —12,1,0)

m=1 —|2,1,1)
El valor de este nivel de energia es:

o EY 1, 9
E§>:?:1E§>:—3,46VZ. (1.154)

El objetivo a continuacion es determinar cual es el efecto que tiene la perturbacién sobre

el primer nivel de energia excitado. Para determinar este efecto, se calcula la correccién de
primer orden a este nivel de energfa (ES"), mediante el uso de la ecuacién (1.133), es decir:

(H' — E{")a =0, (1.155)
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cuya forma explicita, para este caso, es:

! !/ ! !
Hy, Hy, Hys Hyy X1 o1
! !/ ! !
Hjy Hjyy, Hys Hy, @2 o @2
— E , (1.156)
! !/ ! !
Hj Hsy Hjzg Hsy a3 a3
! !/ ! !
Hy, Hy, Hys3 Hy, 4 4

donde los elementos matriciales de H' estan dados por
HY; = (20'm/|H'|2Im). (1.157)
La matriz de perturbacién H' es:
(200/z]200)  (200[z]210)  (200|z|211)  (200|z]21 — 1)
(210z]200)  (210]z]210)  (210|z|211)  (210|z]21 —1)
(211]z]200)  (211]z]210)  (211|z|211)  (211]z]21 - 1)
(21 —1|2]200) (21— 1|z]|210) (21 —1|z]211) (21 —1|z]21 - 1)

Cada elemento matricial es una integral. Para simplificar la evaluacién de algunas de ellas,
se hace uso de los criterios expresados en (1.147). Al hacer esto, la matriz H' se reduce a:

0 (200/z|210) 0 0
(210(z]200) 0 0 0
H=ec& , (1.158)
0 0 0 0
0 0 0 0

es decir, para conocerla en su totalidad solamente hace falta evaluar los elementos matriciales
<200‘E|210> y <210}3‘200>. Pero ya que m/ = m = 0, entonces € = 1. Este hecho implica
que Y210 v Y200 Son reales y en consecuencia 19 = (1/1210)* Y Y200 = (¢200)*, con lo cual:

(210[2]200) = (200|z|210)" = (200|z|210), (1.159)

es decir, solo se requiere evaluar un elemento matricial para conocer totalmente a la matriz
de perturbacién. El elemento matricial <210‘E}200> corresponde a la integral:

co m 21

<210\2\200>:///¢;102¢200r2dr sen 6 df de. (1.160)
0 0 O
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Teniendo en cuenta que z = r cos @ y dado que las funciones de onda 219 y Y999 estan dadas

por:
/1 N2y
X 0 _ _— [ = —eé 2
leU RQl}/i 3271' <a> a (& a COS 07
1 [1)%? o
_ N S 2—f)e‘2
Y200 = Ra20Y 3o (a) ( . a,
47T€0FL2 . .. .
en donde a = ez S el radio de Bohr, entonces el elemento matricial (1.160) se convierte
en: mae
co m 27
<210| ‘200> /// =) Iy cos 8 cosf (2—7> e ar 2 dr sendf do
327 a a
co m 2w
1 [1\* r
:/// () T (2ff) e~ a cos® 0 sen 0 dr df do
327 \a a a
000
2 00
1 r _
dqb/cos esenede/( ) (2—7) e~a dr
3271' a a
0 0

1 1
:72 —_—
327 " ( 3)

. . r .
Con el cambio de variable u = —; dr = a du, se tiene:
a

0\8

o
|
S

~——~7
("D‘
Q
U
3

oo o
E 4 —u
/ 2—7 a :a/u du
0 0
o0 o
=a /2u46“du—/u5 e “du
0 0

= a[2(—24) — (—=120)] = (120 — 48) = 72a.

Por lo anterior, el elemento matricial se escribe como:

1
210|2[200) = — - 72
(210[[200) 24 " (1.161)
= 3a,
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y asi, la matriz de perturbacién toma la forma:

0 3aeE 0 O
3ae€E 0 0 O

H = . (1.162)
0 0 0 0

0 0 0 0
Una vez conocida la matriz H’, la ecuacién secular se escribe como:

—E" 3aeE 0 0
/ 1 3ae€ —E" 0 0
det (H' — E{V1) = )
0 o —-Ee" 0

0 0 o -—gV

= (BY) [(ED)? - 9a%e%?] =0,

la cual corresponde a un polinomio de grado 4 en ES". Las 4 raices de esta ecuacién se
. . 2 2 p .

obtienen a partir de (Eél)) =0y (Eél)) = (3ae€)?. Las raices son en consecuencia Eéll) =0,

E§12) =0, E§13) = 3aef y ESZ = —3ae€. Por lo anterior, el primer nivel de energia excitado

corregido hasta primer orden queda escrito como:

By = Eyy = EY,
Egjg = Eéo) + 30,68,
Eyy = E — 3aef,

es decir, ahora se tienen tres valores diferentes de energia. Este hecho implica, que por efecto
de la perturbacion, el primer nivel de energia excitado se ha desdoblado en tres. A este
desdoblamiento, que se observa experimentalmente en los niveles de energia de Bohr, se le
conoce como efecto Stark. En la figura 1.5, se ilustra el efecto Stark para el primer nivel de
energia excitado.

Cabe destacar que el levantamiento de la degeneracién del primer nivel de energia excitado
no fue total. Es decir, por efecto de la perturbacién hubo un levantamiento parcial de la
degeneracién en el sentido de que ahora, en el sistema perturbado, se tienen cuatro estados
cudnticos asociados con estos tres niveles de energia. De estos tres niveles de energia, el nivel
Eyog=FEo1 = Eéo) es el que es doblemente degenerado.

Una vez que se han determinado las correcciones de primer orden a la energia, se pro-
cede a determinar los estados correctos de orden cero asociados. Tal como se indicé en la
subseccién anterior, un estado correcto de orden cero es una combinacion lineal de los g = 4
estados degenerados. Por lo tanto, para este caso, cada uno de los cuatro estados correctos
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E273 = E;O) + 3ae&
EY Eyo=Fyy = EJ

Esy = EYY — 3ae&

Figura 1.5. Tlustracidon del efecto Stark para el primer nivel de energia excitado de un &tomo
hidrogenoide. El nivel de energia E{” se desdobla en tres niveles debido al campo eléctrico.

se construyen a través de una superposicion de la forma:
|95 ) = @1|200) + a2| 210) + ag| 211 ) + ay| 21 - 1). (1.163)

Cada uno de los cuatro estados correctos queda completamente especificado, mediante la

determinacion de los coeficientes de la superposicién. Estos coeficientes se encuentran reem-

plazando en la ecuacién matricial las raices de la ecuacion secular. Para las dos primeras
¢ E(l) _ E(l) =0 1 .

raices B, | = E, 5 = 0, se cumple que:

0 3ae€& 0 0\ [x 0

3ae€ 0 0 0| 0
- , (1.164)

0 0 0 0] |os 0

0 0 0 0/ \o 0

de donde se encuentra que 3ae€a; = 0, 3ae€as = 0, Oag = 0, Oy = 0. Entonces a3 = 0;
ag = 0, mientras que a3 y oy son arbitrarios y no se pueden determinar. Por lo anterior, los
estados correctos de orden cero, asociados con estas dos raices, son desconocidos y tienen la
forma:

[08)) = aj| 211) + af| 21 - 1), (1.165)

[082) = af| 211) + af| 21 - 1), (1.166)

donde los coeficientes, debido a la normalizacién de los estados cuanticos, satisfacen las rela-
ciones:

lad > + b =1 (1.167)

022 + a2 = 1.
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/ 1 ., o .
Para la tercera raiz E’ég = 3ae&, la ecuacién matricial toma la forma:

0 3aeE 0 O aj ai

3ae€ 0 0 O Q2 Qa2
= 3ae& , (1.168)

0 0 0 0 Qg as

0 0 0 O o7} oy

de donde se encuentran las siguientes relaciones: 3ae€a; = 3aefaq, 3aeEaz = 0y 3aefay = 0.
Por consiguiente, para este caso se tiene que a1 = a9, a3 = 0 y ay = 0. De esta manera, el
estado correcto asociado con la tercera raiz es:

[087) = af] 200) + | 210), (1.169)

donde, debido a la condiciéon de normalizacién, los coeficientes de la superposicion satisfacen la

. 1
relacién |o3 |2 +]a3|? = 1y puesto que o = a3, entonces 2|a}|? = 1, de donde o = a3 = 7
Por lo tanto, el tercer estado correcto de orden cero estd dado por:

1

(0)
200 ) 4+ (210)). 1.170
600) = 2= (200) + |210)) (1170)
Por 1ltimo, para la cuarta raiz Eéli = —3ae&, el estado correcto de orden cero asociado se
encuentra a partir de la ecuacion matricial:
0 —3ae& 0 O a1 a1
—3ae€ 0 0 0 a2 a2
= —3aef (1.171)
0 0 0 0 a3 o3
0 0 0 O Q4 0y
de donde se encuentran las siguientes relaciones: 3aefa; = —3aefay, —3aefaz = 0y
—3aeEay = 0. A partir de estas relaciones se cumple que a; = —an, a3 = 0y ag = 0.

Por lo anterior, el estado correcto de orden cero asociado con la cuarta raiz tiene la forma:
[05%) = ai[200) + a3] 210), (1.172)

donde los coeficientes de la superposicién satisfacen la condicién de normalizaciéon dada por
|at? + |a3]? = 1. Teniendo en cuenta que af = —a3, entonces 2|af|?> = 1, de donde se tiene

1 §
que af = — y a3 = ———. Asi, el cuarto estado correcto de orden cero es

V2 V2

08 = \}i(\mm —[210)). (1.173)
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Si la perturbacién estuviera apagada en el sistema (es decir no hubiera campo eléctrico), el
primer nivel de energfa excitado E{” tendria asociado cuatro estados cudnticos degenerados,
dados por los estados correctos de orden cero (1.165), (1.166), (1.170) y (1.173). Lo anterior
significa, que cuando el sistema estd perturbado, estos cuatro estados degenerados son el
punto de partida para implementar el método de la teoria de perturbaciones y asi se poder
determinar las correcciones a primer orden a la energia del primer nivel excitado. g

1.3.7. Estructura fina del atomo hidrogenoide.

Los niveles de energia de Bohr del 4tomo hidrogenoide estén dados por (C.3):

2
E(O):m602< e? ) 72

2 dreohe ) N2
Si se llama a la constante < ap = ! &~ 7,297352533(27) x 1073
dmeghc B 137,03599976(50) '
entonces estos niveles quedan escritos como:
2 ZQ
EO = o3 1 2 1.174

A la constante ag, cuyo valor es adimensional, se le denomina constante de estructura fina. Su
significado fisico es muy importante, puesto que ella representa la intensidad de la interaccion
electromagnética y por tal motivo es una constante fundamental de la fisica.

Experimentalmente, a través de espectroscopia de alta resolucién, se observa que los
niveles de energia de Bohr para atomos libres presentan varios tipos de desdoblamientos.
Lo anterior quiere decir, que en el espectro de energias cada una de las lineas corresponde
realmente a un conjunto de lineas ligeramente separadas entre si por diferencias de energias
menores a diezmilésimas de electron-voltio. Estos desdoblamientos de los niveles de energia
de Bohr pueden ser explicados teniendo en cuenta que al interior del &tomo estdn presentes
ciertas perturbaciones que estian presentes en el sistema de una forma natural. En la tabla
1.1 se indican algunos de los desdoblamientos observados en los dtomos hidrogenoides, in-
dicando en cada caso el origen fisico y el orden de magnitud de cada uno de ellos. Estos
desdoblamientos pueden ser predichos por la mecanica cuantica, a través del uso de la teoria
de perturbaciones a primer orden.

En esta seccién se estudia el desdoblamiento de estructura fina, el cual se origina a través
de dos tipos de perturbaciones: (i) la interaccién entre el momento dipolar magnético de
espin con el campo magnético producido por el protén en su movimiento relativo respecto al
electrén (interaccién espin electrénico con orbita nuclear); (ii) la correccién relativista a la
energia cinética del electrén, la cual se obtiene al considerar el primer término de la expansién
para la expresién relativista de la energia cinética del electrén.

Antes de realizar lo anterior, es conveniente mencionar que el electron es un fermion
de espin g En general, para una particula de espin s, el nimero cudntico asociado con la
proyeccién del espin en la direccién del eje z (mg) toma los valores —s < mg < s. Para el caso
del electréon mg = ig. Son varias las evidencias experimentales que sustentan la hipdtesis
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ESPECTRO DE ENERGIA | ORDEN DE MAGNITUD ORIGEN FiSICO

Interaccién de Coulomb
entre la carga del elec-

Energias de Bohr ~ a%Z*mec? ,
tron y la carga del
nicleo.
-Interaccion del espin
9 electrénico con la érbita

~ O/%EZ‘LmeC
Estructura fina = a%Z%*(a%Z%*m.c?)
~ 107° Energfas de Boh

nuclear.
-Correccidn relativista a
la energia cinética del
electron.

2

045EZ5mec2
s Z3 (0t Z%mec?)
10~7 Energfas de Boh

Cuantizacién del campo
de Coulomb.

Corrimiento Lamb

%

-Interacciéon del espin
nuclear con la orbita
electronica.
-Interaccion entre la
carga del electron y el
momento de cuadrupolo
eléctrico del nucleo.

m, 4 r74 2
~ m—; apZimec
me 02 72 (%, Z?mec?)
~ 10~® Energfas de Boh
En este caso m, rep-
resenta a la masa del
proton.

Estructura hiperfina

CUADRO 1.1. Algunos desdoblamientos observados en los atomos hidrogenoides.

sobre la existencia del espin electrénico. Una de ellas es el experimento de Stern-Gerlach,
el cual consiste en que un haz de atomos neutros son sometidos a un campo magnético no
uniforme. El haz de atomos después de pasar por el aparato Stern- Gerlach se divide en dos,
como consecuencia de los dos estados de proyeccion del espin. Otra evidencias experimentales
son el desdoblamiento de estructura fina y el efecto Zeeman, este ultimo mostrando una
divisién de las lineas espectrales atomicas cuando el d4tomo se coloca en presencia de un
campo magnético externo.

Interaccion de espin electrénico con orbita nuclear:

El término perturbativo H' se lleva entonces a la ecuacién (7?). Si se escoge apropiada-
mente la base, la matriz de perturbacion W se simplifica. En presencia de la interaccion
espin-orbita, H H° no conmuta con S ni con L esto significa que [H 0 H } # 0, y no se tendria
una base que dlagonahce la matriz de perturbamon

Sm embargo, H ! conmuta con L2 12 y con J=L+S. Porlo tanto, los estados propios
de L y S no son adecuados mientras que los estados propios de L2 S2 J? y J si lo son.

Las funciones propias del d4tomo hidrogenoide estdn escritas en la base de estados propios
simultdneos de los observables H° L2 Lz, 52 y S Este estado propio se denota de la forma
!n,l,s,ml,ms > Al conjunto {| n,l,s,ml,mS >} se le denomina base no acoplada.
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Se puede demostrar que los estados propic§ del atomo hidrogenoide se pueden escribir en
términos de los observables H°, L?, §2, J? y J. (operadores que conmutan). El estado propio
se notaria entonces por ‘n,l, s ],mj> y al conjunto {| n,l,s,j,m; >} se le denomina base

acoplada, pues 12 y 52 estan acoplados por medio de J. Los estados propios de la anterior

base no dan cuenta de S - , por esto se le llama base no acoplada.
Como

J=L+5
se tiene

J=(L+8)?=1*+5+25-1
de manera que con J aparece la perturbacion
S L=y (-1~
Recordando que los elementos matriciales Ax; de un operador A se escriben
A = (v | A )
y si |1j}k> y |1j}l> son estados propios de g, entonces

A = (e |ar| ) = ar{ e | 1) = @b

Luego, para nuestro problema solamente se necesita construir los elementos de la diagonal
(siendo estos elementos los valores propios).

Denotando EX) a la correccién espin-érbita del valor propio de la energfa, y trabajando
en la base acoplada, se tiene:

B = (n'l's'j'm!; | H'| nisjm; )
'm’; |G(#)S - L| nisjm; )
= (nU's'j'm; | \G(7)(J? — L* — §?)| nlsjm; )
G(#) actiia solamente sobre la parte radial de los estados, entonces se puede escribir
EY = (' |G(#)|n)(Us'j'm; | 1G(#)(T? — L? — §?)| isjm; )

!/
J

= (0 |G(P)|n) 5[5+ 1) =1 +1) = s(s + V)] R2(Vs'§'m); | Isjmy )
= <’I”L/ ‘G(f) TL> % [](.7 + 1) - l(l + 1) - S(S + 1)] h251/l63’55j’j5m;mj
62 2
B =2 M LGy -1+ - 8

16meg m2c? 3
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donde

n)= / Ry (r) %RMWQ ir = < - >

1
Las integrales de la forma < — ) se resuelven por el método de la matriz generatriz (Quan-
r

1
73

(n’

tum Mechanics de Pauling-Wilson) o el método de funciones hipergeométricas (Handbook

of mathematical functions with formulas, graphs and mathematical tables, Abramowitz and
Stegun):

1 7
1 _ _“
<n ‘72|7’L> n2a
1 A
|t _
<" A2|n> n3(l+%)a2
G APy p——
3 nd(l+1)(1+ 3)a?
con
. 47r€0h2
 me?
de manera que
VA 2 h2 Z3
EQ = == GG+ -1+ -3

16w m2c® n3(1+1)(1 + 3) a?
z4en? nii+1) -1+ —2] 1

16megm2c? 114+ 1)1+ %) a3n?
2
po — _Me Ze? T 1
" 2hr2 \4meg ) n?
Entonces:
a2 e Ze2\* 1
~ 2h2 \4meg) E©
o me? [ Ze2\*' 1
 Arht \4meg) (E0)?
luego,

St — dmeg ) hfﬁ m? Z2%e% [ €2 P
e2 m3 4h* dmeg \4meo ) (EO)?

K2 Z4e? 1

me 167meq ( E7<10>)2
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Por lo tanto

EW — (E,(p))? nlj(G+1) =11 +1)— %]

L mec? I+ 1)1+ 3)
Pero
2 72
B 9 Mec” Z
Bl =y

2\ 2 4
2 4 [mec A
wp)_aE<2 )n4

teniendo en cuenta esto

ot (mec”) 4 ; 3
B _ P4 Z* jU+D) -+ -4
° mec?  nt (I+1)(1+3)

e e BO GG 10D -

27 2n W+ 1)1+ 3)
E© n[j(j+1)—1(1+1)— 2]
2n2 W(+1)(1+3)

1) — _ 2 72
EY = aEZ

€o

Se tiene que J=L+ g, y por las reglas de adicién del momento angular |l —s| < j <[+ s.

En este caso s = %, luego |l — %| <ji<lil+ % Por consiguiente:

-3

2

O Paraj:l—ké

GO+ =+ = =+5)(+3) — 1+~ F=1

entonces

E® n
2n? (1+ 1)1 +1)

€0

1 _ 2 72
EY) = aEZ

O Paraj:l—%

JGHD) W+ =G =0=3)0+3)—l0+D) -3 ==(1+1)
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entonces
(0)
E(l) — OZ2 22 En n
eo E 212 l(l 4 %)
O
Correccion relativista a la energia cinética del electrén
El término de la energfa cinética de HY para el 4tomo hidrogenoide es
~ 1 1 p?
T = 5m6v2 =3 2726 con P = MU (1.175)
En representacion de coordenadas
7o " v? (1.176)
~ 2m, '

Este término de la energfa cinética es no relativista. El equivalente relativista de (1.175) es

T= Emec total — Ereposo

0 sea
moc? 2 2 2
T= —— - moc = mc® — moc (1.177)
V1i=(2) e et
%’_/ nergila en reposo
Energia total relativista
donde
m = UL
- 2
1—(%)
El momento relativista es
mov
p=mu= e O (1.178)
C
de modo que
2.2
mav
P22 +m%c4 _ 1%(2)202%—771304
C
_ mngc2 + m%c4 (1 — (%)2)
- @
(1.179)
. m(%vzc2 + m(%c4 — m%c%2
- -7
2 4
mac
p2c? + m%c4 = 0
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De la ecuacién (1.177) se tiene

=T+ mocC
O
entonces
2.4
mpc 22

de (1.179) y (1.180):

T +moc® = y/p2c? + mict
T = y/p2c2 + mdc* — moc? (1.181)

Esta es la energia cinética relativista. Notese que si p < mgc entonces T' — 0. La expresion
para T' se puede escribir como

2 2
T:m002< 1+Z)22—1>:m002 1+(p> -1
méc moc

Como p es pequeiio comparado con mgc se puede hacer una expansién del término elevado a

1.
la bR

de donde:

Con esto

1 2
T = moc? <1+ (p) +
2 \'mgc

2 4
1
=t - P (1.182)
2mp 8 mic?
——_— ———

perturbacién
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El término entre corchete de (1.182) se puede considerar como una perturbacién respecto al

valor de la energia cinética ;i. En el caso del d4tomo hidrogenoide E© ~ 10eV < mec? =

mo
0,511 MeV.
Esto significa que sin tomar en cuenta el término perturbativo se tendria una buena de-
scripcién. Sin embargo se va a considerar para utilizar el método de teoria de perturbaciones.
Tomando (1.182) como la energia cinética en el Hamiltoniano del sistema, se tiene:

N 1 PN
A=t _- P2 Ly@) =B+ 0

con
~2
750 p -
= \%
e T (7)
9 N\ 2
ﬁ/ o _1 ﬁl _ 1 p2
" 8 m3c? 2mec? \ 2me.
pero como
2
p 730 A
=H -V
S (7)
entonces
N 1 N 2
j7 (A0 -v(n)
T 2m662 (T)
1 . P
- - HO)? — 0OV — VI + 7?)
2mec? (( ) +

Se puede usar para trabajar la base acoplada o la no acoplada. Por conveniencia se usara la
base acoplada {‘ nlsjm; >}
Se notara E, = Correccion relativista a la energia. de modo que

E,El) _ <n/l/8/j/m;' ‘ﬁ[;ﬂ‘ nlsjmj >

1 . PN
= — 5 (ns/j'm} | (HO)? = BV = VA" 4+ V%) | nlsjm; )

pero
ﬁO‘ nlsjm; ) = Eflo)| nlsjm; )

<n'l’s’j’m; ‘j_\[(] _ <n'l's’j’m;- ’ELO)
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por lo tanto

B = o (s g | ((B) ~ BOV ~ VEY + V2 [ nsjm; )

1 2 . = .
= Tom <(Eflo)) — EO(nl's'j'm; |V | nlsjm; )

—(nl's'j'm/; ‘17| nlsjm; )E? + (n'l's'j'm/; “72‘ nlsjm; >)

Ahora,

<n'l's""{7 Isi ‘_Ziez ,l,,.,,l LS
7' |V nisjm; ) = (n S]mj‘f‘nSJmJ>

47T60
 Zeé? Z
 Adweg n2a
Ademas
1 .
<n'l's |V2‘ nlsjms; > (471-5 <n I's'5' m =) | nlsjm; >
_ Ze? Z?
(4720)? n3(1 + 3)a?
con esto
1 Ze* Ze
B — _ ( E©)? 4 op® ¢
r 2mec? ( ) + b 4reg n2a
ze2\* 72
+( ) )3 2)
dmeg ) (14 3)n3a
con
o 4W€0h2
© 2me?
n2 _ _Me Ze2\* 1
~ 2h2 \47mey) EO
9 Z%e* 1

dreg 2E0©)
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2
2o — <Z282> 1
4dreg 4(E7(10))2

4

multiplicando por 7 y reemplazando a’n

1 2 Z%e? 1
EW = — E©) 4+ 2F©
r 2mec? (E.”) "o Ameg 2% 1
4meg 2ET(’L0)

722\ 2 1 n
+ 2 1
dmeg <Z262) 1 [+ 5

4reg

B 1
2m.c?

_ B (an
T 2meuc? l—i—%_

EOVZ _ 4(EOY2 L 4(p©@)2 "

Esta es la correccién relativista de primer orden a la energia cinética.
.z 1 . .
La correccién fina, EL’ se obtiene entonces como la suma de las correcciones E) y EM,

Por lo tanto para j = %:

B = B+ B

E© E© 4
—a2 72 n2 1” — ot 72 n2 3_7”1
E 2n® (14 3)(1+1) B 4n [+5

E® 2n 4n
2 72 ~n
=—a% 7 +3- —
Yt g2 ((l+5)(l+1) l+§>

E® 4n
_ 2 by .
=7 4n? <3 [+ 1)
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comoj:l+%

E® 4n
EY =—a2 22 3 -
v BT 4n? j+ %

Paraj:l—%

E©® n E© 4n
E(l) — 2 Z2 n 2 Z2 n 3
R [ e I+1

2

E® 4n

2 2 £y

= — Z —_ —
e yn2 <3 l >

como j = %, l=7+ %, entonces:

E© 4n
EY =-a2 2% |3-
F OéE 4n2 ]+%

E© 4dn 2n
2 2 Ly
e g2 ( I+ 3 l(l—|—1)>

(1.183)

Es decir, la correccién fina de primer orden es igual para los dos valores de j. la expresién
(1.183) da la correccién de primer orden a los niveles de energia de Bohr. Se rotulardn los

niveles, ya corregidos, con el indice nj asi:

E© 4
Enj=E® —a? 7> <3— s )

4n?

2 72
— EO 1+O‘EZ n_ _3
" n? j+% 4
7%13,6¢eV o2z [ n 3
=5 |1+ To1 g
n n j+s 4
Por ejemplo para el atomo de hidrégeno, Z =1, conn=1,1 =0, j = 3, se tiene:
1 3
E 1 =-136€eV |14+a2 5 1—]
‘2 oty 4

2
Y

=1 1+ -2
3,66V< + 4>
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=E" + AFE

donde

13,6eV
4

AE = —

2 _ 2
ay, =—34eVa;

=181 x107%eV <« E® = —13,6eV

Paran =2,1=0,1. Paral =0, j = % Conl=1,j= %,% Entonces, se tienen los niveles
de energia Ey1 y Eys
2 2

13.6eV o L, bas
EQ% = — 1 1+T(T_Z) =-34eV [1+ 16
136eV [ a2, 4] o?
By =——"— 1+ G -] =-34eV |1+ ¢

Noétese que los tres AE anteriores son muy pequefios en comparacién con E(©. Para detectar
estas correcciones se necesita espectroscopia de alta resolucion.
Paran =3, =0,1,2. Conl = 0 se tiene un valor de j = % Paral =1, |1—%| <j< 1+%,

oseaj:%,%.Conl:Q,%gjg%,luegojzf’ 3

272"
O sea que paran =1 hay un AFE; con n =2 hay un AF paral =0y [ =1y otro para
Il=1;conn=3hay un AF paral=0yl=1,dos paral =1y [ =2y otro para [ =2 con

j= % Estos desdoblamientos se representan graficamente en la figura 1.6. g

EJERCICIOS 1.2.

1. Sea una particula de masa m sometida a un potencial ciibico infinito tridimensional
dado por:

0, si0<z<a, 0<y<a, 0<z<a
Viz,y,z) =

00, en caso contrario

a) Encuéntrese los estados propios y los valores propios de energia para este sistema.

b) Si ahora se introduce una perturbacién constante dada por

~ Vo, si0<z<a/2, 0<y<a/2

H' =
0, en caso contrario

Encuéntrese a primer orden en teoria de perturbaciones, la energia del primer
estado excitado.
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n=3 j:%
i=3
i=3

n=2 j:%
_ 1
J=23

n=1

AFE

. 1

J=3

1=0 1=1 =2 2
(S) (P) (D)
5
1 2
=1 _J? =03
J =3 J 3 J 2
2 1
2

F1cURA 1.6. Diagrama de energias para la estructura fina del d&tomo de hidrégeno.

¢) Encuéntrese los estados apropiados para este problema.

2. Sea una particula de masa m en un potencial armoénico isétropo tridimensional. Calcilese
en primer orden de perturbaciones la energia del primer estado excitado cuando actia
un potencial perturbativo de la forma:

a)
v(r) = Ar? = A(av2 + y2 + z2)

V(r) = Bxy
En cada caso encuéntrese los estados apropiados correspondientes.

3. Cuando un atomo se coloca en un campo magnético exterior, Be;:, los niveles de
energia se desdoblan. Este fenémeno se conoce como efecto Zeeman. Para un atomo
hidrogenoide, la perturbacién es:

~

H,/z - (/jL + ﬁs) : éext
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donde

e 6 =~
He = _E S
e _ e =g
He 2m

La naturaleza del efecto Zeeman en cuanto a su desdoblamiento depende fuertemente
de la intensidad del campo magnético B, en relacién al campo magnético interior B,
que produce la correccién espin-érbita.

a)

Estime la intensidad del campo magnético interior en el atomo de hidrégeno y
caracterice un campo magnético exterior débil y uno fuerte.

Estudie el efecto Zeeman en forma general para B:wt > émt (efecto Zeeman de
campo fuerte)

Para B.y < Bint (efecto Zeeman de campo débil)

Para éem a Emt (efecto Zeeman de campo intermedio)

Con los resultados generales b) y c) estudie el caso n = 2 en cada situacion,
obteniendo explicitamente el desdoblamiento y realizando un diagrama de energias.



Capitulo 2

Teoria de perturbaciones
dependiente del tiempo

Se usa esta teoria en situaciones fisicas donde el sistema estda afectado por una per-
turbacion que depende del tiempo. Por ejemplo una onda electromagnética varia de forma
armoénica con el tiempo, entonces, la interaccion radiacion materia se puede estudiar con esta
teoria. La onda electromagnética excita algunos niveles de energia del atomo. No todos los
niveles se excitan con igual probabilidad, pues como se verd, esto estd determinado por algu-
nas reglas de seleccién. Otra situacion es activar un campo eléctrico E variable en el tiempo
en una region donde hay atomos, esto ocasionard un corrimiento en los niveles, el cual cambia
con el tiempo. El propésito en este capitulo es estudiar tales situaciones y la manera de medir
experimentalmente los efectos de esas interacciones.

Cuando la probabilidad de encontrar un sistema fisico en cierto estado varia con el tiempo,
se dice que el sistema se encuentra en un estado no estacionario. Hay dos formas distintas de
hacer que esto ocurra:

La probabilidad de

encontrarlo aqui varia

n=2
con el tiempo
Es
n=1
+Ze
Eq

FiGuRrA 2.1. Interaccién de un atomo con una onda electromagnética.

o7
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1. Si el sistema esta bajo la influencia, desde el exterior, de una fuerza dependiente del
tiempo. Esto hace que el sistema cambie su energia y pase de un estado a otro. Por
ejemplo, el electron de la figura 2.1 se encuentra en el estado correspondiente a n = 1
cuando incide una onda electromagnética que lo puede hacer “saltar” al nivel 2.

Ey, pi

Centro de fuerza

m

EOaﬁZ

FIGURA 2.2. Interaccién de una particula con un centro de fuerza.

2. Si el sistema se encuentra en un estado degenerado, atn si se aplica una perturbacién
constante en el tiempo de forma tal que no cambie la energia del sistema, este puede
pasar a otro estado asociado al mismo valor de energia. Por ejemplo en una colisién,
cambia la direccion de la particula, como en la figura 2.2 donde una particula de masa
m con energia Fy, y momento p) pasa cerca a un centro de fuerza desviandose de su
trayectoria de modo que ahora tiene el mismo valor de energia Fy pero momento po.

Entre el estado asociado a p; y el asociado a po hay mas estados intermedios asociados
a diferentes p’ pero con el mismo valor Ey. Entonces p’ estd cambiando con el tiempo y
por lo tanto también la probabilidad de encontrar el sistema en determinado estado.

En cualquiera de los dos casos anteriores el Hamiltoniano depende del tiempo, y se puede
escribir como:

H(t) = H + H'(t) (2.1)

Si H « HO se puede aplicar teorfa de perturbaciones. Con el Hamiltoniano (2.1), se usa la
ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo para describir la dindmica del sistema:

i Sw(e)) = HO6(0) (2.2)
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La ecuacién (2.2) en general no tiene solucién analitica exacta. Por lo tanto se aplica teoria
de perturbaciones suponiendo que se conoce la solucién exacta del problema sin perturbar,
es decir se conocen los valores y estados propios de H 0. 0 sea, las correcciones de orden cero.
Noétese que los estados propios de HO dependen del tiempo, esto significa que el problema
que se supone resuelto es

i SO (1)) = B () (2.3
m%\w(m ) = EOlp (1)) (2.4)

Los estados W(O) (t)) estardn dados por

O 1) = [0 )enE (2.5)
y satisfacen
HOp{0) = EO|pl) (2.6)

O sea, el conjunto {‘1&7(10)>} es completo y ortonormal. Forma la base de estados propios del

espacio de Hilbert asociado a HO.

o . _igo),
Multiplicando a (2.6) por el nimero €A™ ":

N A
O sea
[0 0) = B i)

Luego, el conjunto {‘1/17(10) (t))} es completo y ortonormal. Los elementos de esta base son

simplemente los ‘¢£0)> afectados por un factor de fase.
Esta base debe satisfacer la relacién de ortonormalidad, en efecto:

WO (1) = (@ (1) |ehF e 7 |y )

%(Eﬁr?)—Eé"))tw;g) 5 ©)

I
@

150 _ o)
eh(Em En )t(s

mn
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Se hace la suposicién de que la solucién de (2.2) tiene la forma
[v(t) = @) +[v'®) (2.7)

Reemplazando (2.1) y (2.7) en (2.2):

m% <\¢(”)(t)> + vl (t) >> = (H° + H 1) (|¢ 1)) + | v’ (1))

O sea

miw(o)(m i zh%{ L)) = HOlpO @) + HO| (1)) + H (1) |4(t))

dt N——
[wo )+ )
o d -
ih— [0 (1)) = H[p® (1))
entonces
St e)) = Bl () + B (1) w(t) ) (2.8)
Es decir:
@)~ Bt 0)) = B 1) () (2.9)

El estado arbitrario ’¢I (t) > se puede expresar como superposicién de elementos de la base

{lew)}

[0 (1) =3 ba@®[ (1) = S balt) e 7 g0 (2.10)

donde los coeficientes by, (t) son funciones del tiempo y en general son nimeros complejos.
Reemplazando (2.10) en (2.9)

Zﬁ% <Zn: b(t) e—%Eﬁo)t ‘1/)1(10)>> _FO (Zn: bu(t) 6—%}2510)15 Wa(zo)>) = ﬁl(t)‘ 1/1(t)> (2.11)

Aplicando la regla de derivacién de productos

ZﬁZ dbc’llt(t) e—%E;m ¢ WLO)> + mz bn(t) %e—%Egm t WLO)>
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=S balt) e BB O [p0) = ()] (1))
Aplicando la ecuacién (2.4):
ih S ba(t) e HE Oy = HT ()] v(t) ) (2.12)
Premultiplicando (2.12) por <¢7(7?

B bat) e F (@ ™) = (WO 1B (0] w(t))
thb e R Smn = (O |H (1) () )

by (t) €~ KER t = (pO| B (1) (t) )

z’hi)m()—ehE Ep@|HL ()] () ) (2.13)

La ecuacién (2.13) dice como varia en el tiempo la amplitud de probabilidad de encontrar la

particula en el estado \¢§2>> cuando se encuentra en el estado ’w(t) > Por ahora el estado
{ P(t) > es desconocido.

Para encontrar una expresién que sea de utilidad, se recurre a la teoria de perturbaciones
explicitamente. Para concretar esto, se escribe

H () =M H'(t) con0<A<1 (2.14)
se acepta que | Pl (t) >, o sea, la solucién de (2.2) se puede expandir como:

|97 (t)) = AP (@) + X2 [p@ @) + - (2.15)

reemplazando (2.7), (2.14) y (2.15) en (2.9), y asumiendo ademds, por conveniencia, que el
sistema se encuentra en su a-ésimo estado estacionario:

th{)\w D)+ X2 [5@ (1) + -+ | = B [N [pD(6) + 22 [ 0) + -+
= \H'(t)| ¢a(t) )

= () [[(0) + [ v4()]

=) [ 0) + A0 @) + 3500 + -
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Entonces:
3 i [uf 1) - ﬁo\wé”(t»] + A7 [z‘hjt\wé?)(t» = H[P (1) | + -

= AH' ()] (1)) + N H' (O] (8)) + -

Al igualar coeficientes de las diferentes potencias de A. Se encuentran expresiones para las
correcciones a diferente orden.

m%wél)(t» = 1t (1)) = H'lw{ (1) (2.16a)
i Lo@0) - WR0) = 70D ) 216h)

El estado arbitrario M((ll)(t» se puede escribir como
[0 (1) =D Ca®)]0 (1)) (2.17)

Reemplazando (2.17) en (2.16) se obtiene:

ih% (Z Cr (B[ <t>>> — (Z Co(t) [ <t>>> = B (1) (1))

n

luego
in3” L0100 1 inS Cu) e 0) — 3 GO R @) = B (00 0)

en otra forma

iy e w0y + 3 e 7B D [pl)

3Gl B B [0 = B e i )

de donde:

ihS" Ct)e 1B g0y = (e rE ) (2.18)
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3 12(0)
Premultiplicando (2.18) por <1/)l()0) (t)} = <¢Igo>‘€ﬁ,Eb0 t

2 1(0) (0) 4 m(0) _ 1(0) ~
ZhZC h (B, —Eq <wl(;0)‘¢£z0)> _ eh(Eb Ey )t<¢l(;0)‘Hl(t)‘¢c(L0)>

Entonces
ihCy(t) = (Y| H' (t) [0y eroret (2.19)
Con

hCL)ba = EISO) — E{EO)

Esta expresion es ttil pues como se conocen los estados propios ’@Z)C(LO)> y ‘w§0)> de H 0 se
integra (2.19) y se obtiene:

t

Cy(t) = Cy(to) — — / (OO | H' (1) |0y etrat dt (2.20)

to

segin (2.17) Cy(t) es la amplitud de probabilidad de que estando el sistema en el estado

‘1/}50)> en t = ty pase al estado ‘wéo) > en el tiempo ¢ por efecto de la energia recibida de parte
de la perturbacién. Entonces se concluye que Cy(ty) = 0, por lo tanto:

t

Colt) =~ [ (of [ O e " (2.21)

to

Ejemplo 2.1. Sea H' una perturbacién constante durante el tiempo dado por el intervalo
T —1tg. Con tg =0yt =7, ver figura 2.3.

.FAIo:cte Oo<t<r

H'(t) =
0 para el resto

se perturba un sistema fisico arbitrario con H'. Entonces
. T
2 ~ .
Gur) = 4 [ (i Bl
0

T

= (0| Bolul?) / ginat gt

0
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Pero

eiwbaﬂ' _ 1

Entonces

FIGUurA 2.3. Perturbacién constante

COS Wy T + 2sen wp,™ — 1

isenwp,T — (1 — coswp,T)

wba7'>

1Sen Wy T — 2 sen’ ( >

. WpaT Wpa T 21 9 [ WhaT
27 sen ( ) CcoSs ( ) — —sen (—)
2 2 7 2

27 sen (wb2‘J> [cos (wbzaT) + 7sen (wb;Tﬂ

21 sen (

1 [ ~ . WhaT
ot i (57
0

Wha T

conb#a

(2.22)
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Como se sabe Cp(7) es la amplitud de probabilidad de que estando el sistema en |w£0)> en

t = 0 pase al estado ’¢£O)> en el tiempo 7T por efecto de ffo. Entonces la correspondiente
probabilidad es

Py(7) = |Cy(7)]> = Cy (1) Co(7)
Ol -AMONE ot
_ ‘<¢l(;)‘H0Wa >’ 4 sen? (bT“) b4 a

2 2
h Wik,

Definiendo
My = <wéo)|f[0‘wgo)> con b#a

|]\40|2 4sen2(M)
Py(r) = h2 2 2

ba

(2.23)

La funcién es armonica, entonces en general, para los maximos y minimos se tiene

WhaT _ N
2 2
de donde
yo o _nm_nrh
_wba_ATE_AE

esto quiere decir que entre mayor sea la excitaciéon mayor serd el tiempo 7. El comportamiento
de la probabilidad en funcién del tiempo se muestra en la figura 2.4.
Suponga un 7 = g—% durante el cual se aplica una perturbacién constante, la grafica de

la izquierda corresponde a éste 7. Cuando 7 = % se obtiene la grafica de la derecha para

Py(t).
Si 7 es muy pequeno, T < g—g, se tiene una perturbacién constante con 7 — 0; sin embargo
esto es suficiente para afectar el sistema. En este caso

(wba7'> ~ WbaT
sen =
2 2

entonces

2

2
Wha T Wy T
Sen2< ba ) a5 ba
2 4

Remplazando en (2.23)

2 .2
wba‘r

LA ()

2 2 2
h Wi, h

Py(7)
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By(t) By(t)
4] Mo ? 4| Mo
h2 R2
h t t
r= Th
Ak T3 d
Parang—g ParaT:%
FiGURA 2.4. Comportamiento de la probabilidad en funcién del tiempo
La grafica de P,(7) es entonces como se muestra en la figura 2.5 O

En la préactica las probabilidades no se miden, lo que se mide es una tasa de conteo, la

cual corresponde a la variacién de la probabilidad de transicién con respecto al tiempo. Esto
es

Tasa de conteo = dby(7)
dr
Py(T)
| Mo |2
52

t

FicuraA 2.5. Comportamiento de la probabilidad cuando 7 — 0
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con esta definicién

dPy(r) _ |Mpl|* 4-2sen (*57) cos (57) %4
dr h? w,

dPy(7) _ |Mo|* 4sen (247 ) cos (<47
dr h? Wha

Para 7 — 0 se tiene

M) (”ba7>:(“ba7 ) (1 )u@
sen( 5 cos 5 5 + + =5

luego

dPy(1) . |Mo|* 4%~ |Mo|22
= = T
dr h2  wp,T h?

Con ayuda del siguiente ejemplo se dard una expresion mas util de la tasa de conteo.

Ejemplo 2.2. Perturbacion exponencial

Considere una perturbacion exponencial que comienza a actuar desde ¢t = —oo hasta un
tiempo t, dada por H'(t) = Hpe con € — 0 (ver figura 2.6).
H(t)
Hy
t

FIGURA 2.6. Perturbacién exponencial

Un ejemplo de este tipo de funcién es un circuito eléctrico que se cierra, pues la corriente
no toma un valor fijo instantaneamente sino que va aumentando exponencialmente.
Se calcula la amplitud de probabilidad de transicién usando la expresion general

t
/<ng’\f[’(t)‘¢éo)>emat/dt conb4a

to

Cp(t) = —

St
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t
— _% / <wl()0) ‘ﬁoest’ ‘¢gﬂ)>eiwbat’dt/
to

t

) ) /
- "M 6(e+zwba)t dt/
ho0 /

—00

e(eFiwya)t’

¢ 7 eletiwpa)t
- ) = _

0o—————
h € + Twpg

€ + 1wy

MO 6(e+iwba)t
R whe — i€

Cp(t) =

Entonces la probabilidad es

_ |M0‘2 eZet

Pb (t) h2 wg + 62
a

tiene un comportamiento exponencial, o es una funcién exponencial de t (figura 2.7). Sin
embargo existe un limite para t pues si H' crece mucho, no tiene validez la teoria de pertur-
baciones.

Py(t)

FiGura 2.7. Comportamiento exponencial de la probabilidad

La tasa de conteo en este caso es
dPy(t)  |Mp|? 2ee*
dt k2 wga + €2

B 2|<¢l<)0>|ﬁ[0w((10)>|2 co2et
B R (wi, + €2)




‘2 :
2 2
wba—i—e

2 o015
= | (v [ H])

Para transformar esta expresion se considera la funcién delta de Dirac, se define por

f@) = [ 8a )1

7 5(a — o) f(2')da' = f(a) 7 5o — o )da' = f(x)

con
/ §(x —2')da' =1

Para el caso particular ' = 0

1 €
§(z) = Lim -~ ———
(z) il R

también
Por lo tanto para e — 0

Considérese la funcién

€
w)=—55-7 cone — 0
fe(w) wga T 2 -
El area bajo la curva de la gréfica 2.8 es 7.
Con nuestra definicién de wpq:
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fe(w)

FIGURA 2.8. Funcién de distribucién fe(w)

h2e
2
(B = BO) + e

Llamando € = ke

felw)=h
(£ - Eéo))2 +(¢)?

y con la definicion de la funcién delta de Dirac

fe(w) = o (B - EO)

Por lo tanto la tasa de conteo se puede expresar como

WO _ 2 |2 1) o) whs (B~ £0)
djzl;t(t) < (0)‘[_[/ ‘w >’ ( _E(g,O))

Esta funcién es entonces una distribuciéon y solo tiene sentido dentro de una integral.
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Interpretacion fisica de la tasa de conteo
En la prictica € es finito, y tiene unidades de g —. Se puede interpretar como un
iempo
intervalo de tiempo durante el cual la particula se mueve mientras se hace una medicién.
Esto teniendo en cuenta que al usar un aparato de medicién, la respuesta no es instantanea,
el tiempo caracteristico de los instrumentos de medicién es aproximadamente 1 nanosegundo.

€ estd relacionado con un wy,, 0 sea, con un ancho de energia AF, de modo que

AE = hAw = 6,6210 eV

Entre mas preciso sea el aparato mas se acerca f. a la funcién 9.
En resumen, el tiempo finito estd asociado con un tiempo de respuesta del instrumento,
v la tasa de conteo dice como cambia la probabilidad de transicién mientras se mide.

Ejemplo 2.3. Regla de Oro de Fermi

Sea un sistema cualquiera, el cual se ve afectado por una perturbaciéon que ocasiona un
cambio del sistema del estado a al estado b. Ese salto se conoce como evento. Los eventos
pueden ser detectados por un instrumento que puede ser una camara de ionizacién o un
contador Geiger-Miiler.

Contador
Eventos

FIGURA 2.9. Deteccion de eventos

A causa de la ocurrencia del evento proveniente de un estado final b, se ioniza el gas del
contador, y se produce una avalancha de electrones que constituyen una corriente y por lo
tanto un pico en un instrumento de medida. Esto no sucede instantdneamente, transcurre
un tiempo finito mientras que esto ocurra. Ademads hay otro tiempo para la amplificacién y
registro de la senal. ;Qué pasa durante este tiempo? El aparato puede ignorar otros eventos
que hayan sucedido mientras todo el proceso anterior se llevaba a cabo. Durante ese intervalo
estan variando P(t) y d’zl—sf).

El contador no esta disenado para “ver” un solo evento, sino un conjunto de eventos.

El contador ideal observaria un solo evento proveniente de un estado final b. Mientras el
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contador real observa un conjunto de eventos provenientes de estados finales b promedio, b.
En la practica se observan eventos provenientes de muchisimas particulas o sistemas.

Se define la luminosidad como el niimero de particulas en un segundo por cm?. Por ejemplo
luminosidad 102 significa

10"2particulas

— en un segundo

cm

En una colisién de un haz de electrones y uno de positrones ocurren 500 a 700 eventos por
segundo en un area muy pequena.

El espectro de energia aparentemente es un continuo y se dice que el aparato responde a

un ancho de energia. El nimero de estados necesarios para que el contador responda en el

(0) (0)
b b

ancho de energia dF,”’ alrededor de la energfa final F,” estd dado por

AN = pEV B

con

P Eéo) = densidad final de estados con energia EISO)

La tasa de conteo que observa el aparato dentro del ancho b esta dada por

% == 7 (B 0| 5 (B0~ BO) p (B By

o0

= 2T B ) )| / 3B - £0) o (8 dE
27|y B o) (E)

Esta ecuacién es la denominada regla de oro de Fermi. Dice cuales son las probabilidades
permitidas. Ella es diferente de cero cuando el elemento matricial es diferente de cero, en-
tonces la probabilidad depende del niimero de sistemas que se encontraban en el estado a. En
general serd el estado base. Esta regla impone restricciones a las transiciones; dependiendo
de H' (t) y la paridad de las funciones propias, existiran transiciones prohibidas. 0

Ejemplo 2.4. Perturbacién armdénica (parte real) que actia desde t =0 hastat =7
El Hamiltoniano de la perturbacion estd dado por

H'(7,t) = V(F) cos wt
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eiwt + e—iwt

= V() (—5—)

Con esta perturbacién, la amplitud de probabilidad de transicién esta dada por

Cy(7) = O | H' (7,) [0 yerrat' ay!

\w

to

1

R 2

||
o\

1/}(0)“/ )> <eiwt’ + eiwt/> eiw’mt,dt/

eiwbatw)t’ | pi(wpa—w)t!

/ W V@) ; "
0

:r\@

ei(wba—l—w)T -1 ei(wba—w)T -1
- + —
i(Whe +w) i(Wpg — W)

:_; (W [V (7)) [
Pero
€Wt _ 1 = cos (whe + w)T + i sen (wpg + w)T — 1
= isen (wp +w)7 — 2sen® (et 1)
= isen (wp, + w)7 + 2i% sen® (Lot 1)
— i [sen (255 1) cos (2 1) 4 cos (245 1) sen (it 1))
+ 2i% sen? (Leate 1)
— 2isen (2 7) [cos (“252 1) + isen (2t 7)]
= 2isen (gt T)Gi(%T)
de manera analoga se calcula

) Whag —W
e~ Wa=w) _ 1 = 9jsen (o= T)e( 2 T)

Entonces
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(e r)e (57)
7 sen (et 1)e
_ _ 2, (0) 2
Cb(T) - 2h<¢b ‘V(F)‘wa > Wha+w
o Whg —W
sen (<2 7) 61( 2 T)
e (2.24)
Entonces se presentaran dos casos de resonancia: cuando w = wp, y cuando w = —wpg.
Caso 1: Emisién estimulada. Cuando wp, = —w, entonces como w > 0, se tiene wy, < 0,
o sea
E” —E©
2 e > O
h
esto significa
E© > EY
en otras palabras
E® — EY
w=—"t—
h

E® — B = hw

Esta es la condicién del segundo postulado de Bohr. En este caso hay emision de un
foton, v (figura 2.10), de energia

E,=AE=E" - E"

si se observa (2.24), en el primer término, cuando 7 — 0

sen (wba2+w 7_) Z,(wba+w 7-)
e 2 — 1
Whgt+w
2

COMO W = —Wp,, entonces 2w = w — wp, O sea que wp, — w = —2w. Por lo tanto el
segundo término se puede escribir como

sen(—wt) s sen(—wr) 0

T ¢ T T oew

cuando t — 0
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E©

E

FIGURA 2.10. Emisién de un fotén

Caso 2: Absorcion resonante. Cuando wp, = w > 0 entonces

EY” — E©
w=——7-"2"->0
h
por lo tanto
E© < B
esto significa que se absorbe un fotén, v (figura 2.11),de energia

E,=AE=E" — E© = hw

Esta vez el segundo término de (2.24)

B

FIGURA 2.11. Emisién de un fotén
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Wha —W Wha —W
sen (77) (bai )
TN 2 TR 2 7
P € — 1

2

cuando 7 — 0.

Como wp, = w, entonces 2w = wy, + w, por consiguiente

Whg —W —

sen (7”“2 T) Gi(L% w T) _senwT
Wha —W - wT
he— we

cuando 7 — 0 O

Ejemplo 2.5. Perturbacién arménica exponencial actuando desde ¢y, = co hasta
t=r.

El Hamiltoniano en este caso es

H'(t) = H cos wt

= ﬁoeet cos wt

— % [eetJriwt + eetfiwt]

Con esto, la amplitud de probabilidad de transicion es

Co(r) = 7 / (g | o |p0)) [et Hilontlt y et Filen =t | gy

Z’ ~
- 2 | B )

ee‘rJri(wba +w)T 66T+i(wba —w)T ]

— + ;
Whg + W — 1€ Whg — W — 1€

la tasa de conteo queda expresada como

dPy(T)
dr

= o | %\¢30)>‘2 [0 (EY — EQ + hw) +6 (E” — B — hw)]

Aqui estan presentes los dos casos de resonancia

Caso 1:

E” —E" +hw=0
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E 0 E 0 h 0
,5 ) IE ) >
entonces

0
E© > B

y se tiene emisién estimulada.

Caso 2:
EY —E® —hw=0
0
EY —EY =hw>0
luego
E” > E©
vy hay absorcion resonante. U

Interaccion de la radiacion electromagnética con la materia

Se estudiara en particular con el atomo hidrogenoide. Pero antes en el apéndice E se
deduce la ecuacién (E.22) para el Hamiltoniano de una particula de masa m y carga g en
presencia de un campo electromagnético, asi como la ecuacién de movimiento (E.24), que se
escribe a continuacién como (2.25).

n? _, ieh e 5.
——V - —A.-V+ CzA (7, t)| ¥(r) = EY(r) (2.25)

2m mc 2m

Por simplicidad se considera el caso estatico. Entonces se considera un campo magnético
uniforme Be,, haciendo la eleccién particular

A=——rxB

1 ~ ~ =
-3 [(sz — 2By)és + (2B, — xB.)é, + (B, — yB.)é.
luego

B=V xA= (3B, + 3B;) €& + Byé, + B.e.
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ahora se estudian los términos de (2.25)

Segundo término.

h eh
S X B VD7) = — o[ B x V()

e . h o
= %B X ;VQ/)(T‘)

e

— ° B Ly("

2me

2me

Tercer término.

e e?
X BPU) = g [PB - ()] ()
= B )
Con esto (2.25) queda
W s e?B® 5 o - -
QmV — ﬁBLZ+ S 5 (27 +y7) | ¥(7) = Ey(7r) (2.26)

Resulta que L,1)(7) es del orden de h)(7) y (22 + y2)1(7) es proporcional a a V(7).
Entonces

8mc2 B2a0 ~ 1 ﬁ E
zeBh 4 he G
1 B
T 548 4.8x10°10
(0,5x10%)2
B
=g x 100 B

Experimentalmente los campos son B < 10 gauss, entonces el término con B? se puede
despreciar, con esto (2.25) queda

(_fﬂv?—’@%( 0 wirn) = ih (1)

2m me ot
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Aqui se utilizé el hecho que la amplitud de la onda electromagnética es muy grande en
comparacién con ag, por lo tanto en esa pequena regién se puede aproximar a B a un campo
uniforme. Esto justifica, fisicamente, la eliminacién del término que contiene a A% en (2.25).

Con la eliminacién del término que contiene ,&2, la ecuacién (E.22) se puede escribir como

~ 1 (5 2e~ _ 1 Ze?
H=— p2—|——A-p — —
2m c dmeg T

Entonces se tiene un Hamiltoniano de la forma
H=H"+ H't)
con

ﬁo _ ﬁQ 1 Z€2

2m dmeg T

e

B(t) = -5 Art) B

El potencial vectorial estd dado por:

1&(1‘, t) = &Oei(k'r*“’t) + &Se*i(k-rfwt)

=)

Oeikre—wt + &Se—ikreiwt

_ I&O(r)efiwt;&g(r)eiwt
Reemplazando (2.31) en (2.30)

77 e Ix —iw N w =
H(t) = — |Aor)e™ + Aj(r)e™| -

Con esto la amplitud de probabilidad de transicion es

;ﬂ@

t
/ w(o) ‘Hl w(o) >€iwbat,dt/
to

con

E® — E©
h

Si la perturbacion actua desde tg hasta t = 7

Wha =

T

Cb(T) /<1/}(0) € (’\O(r)e—iwt +&’§(r)€i“’t> . ﬁ’¢é0)>€iwb“t/dt,

mc
0

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)
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__v° <’¢(0)}A W(o >/ zwba—w) dt’ — % % < (O)‘AO }w >/ z (WpaFw)t’ dt’
0 0
(Woa—w)T _ 1 eilwpatw)T
_ 0 € L y© oy € — 1
h mc <¢ }AO( p’%/) > (Wpa — w) h me < ’AO Pwa > i(Wha + w)
Entonces:
_ e e ) sen( L 7-) (‘“ba*“’ )
Cb(T) h me < ‘AO p‘wa > (wba2—w 7_) €
N sen What+w T WheFw
e B Bl L )
2

En esta expresion estan presentes los dos casos de resonancia

1. wp, = —w emision estimulada.

2. Wpg = w absorcién resonante

E®

E

FIGURA 2.12. Emisién de un fotén de energia AE = E© — E{” = fw.

E(0> —_ EO

Caso a. Cuando % = —w < 0, entonces B > E”.

Se emite un fotén v de energia AE = E© — E” = hw (figura 2.12). Como se vio, el
primer término de (2.33) tiende a cero, y el segundo a 1 cuando 7 — 0. Entonces

Cur) = —1 - (P R 1) B0) 7
Por lo tanto
e2 2
Py(7) = G (D) = sy (047 BG () - B [ul)] 7 (2.34)

h2m?2c?

-1
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E(O) — E©

Caso b. Cuando —* - = w > 0, entonces E” > E©.

E

E©

FIGURA 2.13. Absorcién de un fotén de energia AE = E{* — E© = hw.

Es absorbido un fotén + de energia AE = E{” — E©® = hw (figura 2.13). La amplitud
de probabilidad de esta transicion es, para ™ — 0:
1 e

Co(r) = —1 — (U1 Aj (x) - B |v) 7

h me

y la correspondiente probabilidad es

e2

Py(7) = w75 [0 B ) - B )] 7 (2.35)

‘2
Las probabilidades de transicién se pueden escribir en términos de la aproximacion de dipolo
eléctrico, esto es vélido en los dos casos.

Para el caso de emisién estimulada, en la expresién para Py(7) aparece el elemento ma-
tricial como un producto ,&*(r) = ,&(’36*“"‘". Teniendo en cuenta que las funciones propias de
I:To contienen la funcién radial R,;(r) cuya funcién de distribucién tiene la forma mostrada
en la figura 2.14.

Se pueden despreciar las amplitudes de probabilidad para r # ag y considerar r = ag.

Este valor de r es pequeno, por lo tanto se puede hacer una expansion en serie de Taylor
alrededor de r:
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| Ry (r)[?

FIGURA 2.14. Distribucién de probabilidad de R,;(r).

Esto significa que para distancias muy pequenas se considera A como constante. La amplitud
de la onda electromagnética es casi constante en esa pequena regién. Esta es la aproximacién
de dipolo eléctrico. R

Considérese ahora, un operador z asociado a la coordenada z. Entonces [H,Zz] # 0. Se
puede calcular la representacion matricial de ese operador asi:

(0 0, 2) = (ol [BO2100) — (0 Rl

= (0" B20) - (7B 1)

= (B = B) (v [2]v) (2:36)
Pero
) 2
[H%2] = |12m  4dmeg T z]

[p? Ze? [1
= |,z — = Z
| 2m dmeg | T

P2+ D2+ p? -
2m ’

o -ﬁzf)\z o~
| 2m’ Z}
1

= %(ﬁz [ﬁza Z] + [ﬁza z] ]/7\7;)
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_ %(—mf@ —ihTp)
ih
= — Dz
m
Entonces
I ih, o)~
LR 2 ) = = e l?) (237

Comparando (2.37) con (2.36) se obtiene:

R in .
(B = B9) i ) = - S|l

En general

(B = B) (W T = = (6 Blu®) =z
entonces

th

(B — EO) (% [Zuz + Guz + Zuz|pV) = — — (¥ O [Po + By + B2 [0)

O sea

(B~ B) G e) = ~ 2 (i lul?) 239)

Con la aproximacién de dipolo, la ecuacién (2.34) se escribe:

Br) = s (047 B - Bl
e? NG (0)
= oz B (i Bl (2:39)

reemplazando (2.38) en (2.39)

2 . .
Pb(T):% AS'% (E” — EO) (¢ |r
et m? () 02 | 7* (0) on|? 2
= 553 7 (B — BD)" A6 (8 || >‘ T
2

e

= 71z (B - E")’

By (0 exp™| (2.40)
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Con er = momento de dipolo eléctrico.

Para saber cuales transiciones son posibles y cuales son prohibidas, dentro de esta apro-
ximacion, existen algunas reglas de seleccion.
Reglas para el niimero cuantico m;: Para deducir esta regla se parte del elemento ma-
tricial:

(0| [ Le, 5= ) [50) = (00| L B2 [0 — (w5 L |0 {)
= (") oy B [ = (037 | B o [0 0
= (hmy, — hmua) (7] p= [0 0)
Entonces como [ L, p; | = 0, se tiene:
(' Umy | [ Lo, 5. ]| nlmy ) = Bi(m —m)) (' U'm) | . | nimg) =0
Para m; = m] se cumple lo anterior. Pero si m; # m}, se tiene:

(W] P= [y =0

Ahora, definiendo el operador py = py + i py:

[L..p4] =[Lepo] +i[ L. 5y ]
= ihB, +i(—ihpy) = hps +i P,
= h(pz +ipy) = AP+

Entonces

(W [Leops JJ08) = (0" Vi | [ Lo, e [y )

= <n’l'm2‘E2ﬁ+‘nlml>—<n'l’m”ﬁ+fz|nlml>

= h(mj—my) (0 Ump|py|nim) (2.41)
Por otro lado
(W[ Loy Py ] [00) = B (7 | B [45) (2.42)

Luego, al comparar (2.41) y (2.42):

h(mg—mz)<n/l/m”ﬁ+‘nlml> :h<n/l/m”ﬁ+}nlml>
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luego:

de donde

Aml:1

Si se define p_ = p, — i py, con un célculo similar al anterior se llega a:

~

[Emﬁ—] = [szj\;t] -1 [Ezaﬁy] :ihﬁy_i(_ihﬁz)

=ihpy — hpy = —h(py —ipy) = —hp-

Por tanto
WO [ L2 ] [0@) = (02| L 5 [¢@) — (| p- L. [2)
= h(m) —m) (0] 5 [
= (e - [v”)
Entonces
my —my = —1
de donde
Amy=—1

En resumen, respecto al nimero cudntico, la probabilidad de transicién Py(7) es diferente de
cero si

Am; =0, +1

Esta es la regla de seleccion para el nimero m;.
Regla de selecciéon para el niimero cuantico I:

La expresion para P,(7) dada en (2.40) se puede escribir como

e2 (B — E™)?

Py(r) = )

~ o~ —~ 2
B (002040 + B, (6 T 100 + B3, (w2 [u)

Por tanto la probabilidad Py,(7) estd supeditada a los elementos matriciales <1/11()0) ’/i\’w((lo)> con
1=, %.
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Se calculara uno de estos elementos:

(7 210 = o V2 )

[e'¢) 2w m
= /dr/dqﬁ/d@ @:n;(@ GZ‘,mE(G) R}y (r)rcosf
0 0 0

- R (1) Opy, (0) @y (6) 72 sen? 0

La integral sobre 0 es:

™

I= /Pl, (cos @) cosf P™ (cos®) sen df (2.43)
0

Teniendo en cuenta que los polinomios asociados de Legendre satisfacen

™

/Pl' / (cosf) P (cosf) senfdf = &
0

2(l + ml)!
20+ 1)1 — my)!

y haciendo uso de la identidad:

l+|ml\ P l—\ml|+1
2041 "1 20+ 1 I+1

cosf P/ =

Reemplazando en (2.43)

il [ il = Il
I—/Pl P™ n0d9+/ l21+ P senfdo
0
- L+ [myl Ptn; pP™ sen9d€+l_ aall PmlP sen 6 df
1 =1 20+ 1 i+1
0 0
(1) o<y (141)

Luego I # 0sil’ =1—101' =1+ 1. Luego, las transiciones posibles son aquellas que
satisfacen

Al=0-1=%+1 (2.44)

Considerando otro de los elementos matriciales
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0 T 27
(Y] 7 D) = /7"2 dr/sen@d@/dqﬁfb*mg(@ Oy (0) Ry (r) 7 sem 6 cos ¢
0 0 0

Rnl (’I”) @lml (9) o

la integral sobre 6 es

L= /P;/n; (cos @) sen® P™ (cos @) sen df
0

Teniendo en cuenta que:

p™ — pm™
pru—1 _ 1+l -1
sen 01 Tl
entonces
= , Pml _Pml
I = /P;/nl % sen 0 d6
0
17 17
m/ m)
=351 P, ’Plrfl senf df — 2l—|—1/P' ' P™ senf db
0 0
o< Oy 141 <&y gy
Luego
l'=1+1
Il 75 0 si
'=1-1

Las transiciones posibles son aquellas en las que
Al=0'-1=+1

Considerando el ultimo de los elementos matriciales

oo m 27
<¢é°)‘gj‘¢£0)> = /r2 dr/sen@d@/d¢<1>:’;l;(d>) Oy (0) Ry (1) 7561 6 sen ¢
0 0 0

m, (9)

(2.45)

Ry (T)@lml (9) (I)ml (¢)
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la integral sobre 6 es la misma que en el caso anterior

L = /P;,n; (cos @) sen® P (cosf) sen df
0

por tanto el resultado es el mismo

I'=1+1
Il 75 0 si
I'=1-1
Las transiciones posibles son aquellas en las que

Al=1—-1=%1

Reglas de selecciéon para m;

Cuando se trabaja con situaciones que incluyen al espin del electrén

~ ~

0 0

en la base acoplada, luego:
<n/l/s/j/m;» } [jz,]/o\z} ’nlsjmj > =0
esto es:
<n/l/s/j/m; | jzﬁz ‘ nlsjm; > — <n’l/8'j’m; ’ﬁz J. | nlsjm; > =0
Teniendo en cuenta la ecuacién de valores propios de jz
a(m’; —my) (n/lU's'j'm’; | p. | nlsjm; ) =0

Por lo tanto, si m;- # my, entonces
<n/l's/j/m; |ﬁz | nlsjm; > =0
Siguiendo el mismo procedimiento que se empleo para las reglas de m; resulta:
Am; =0,%1

Reglas de seleccion para j

Para hallar las reglas de seleccién para j no se puede emplear el método seguido para las
de [ ya que no se conocen explicitamente las funciones en la base acoplada {‘ nlsjm; >} Para
conocerlas se usan dos métodos
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1. Por medio de los coeficientes de Clebsch-Gordan.
2. Aprovechando algunos resultados experimentales.

Se hara uso del segundo método. Un hecho experimental es la conservacién de la cantidad de
movimiento angular total J.

En la emisién estimulada (figura 2.10) se emite un fotén. En la absorcién resonante se
absorbe un fotén (figura 2.11). En los dos casos

J =J+Jr
Donde
J = Cantidad de movimiento angular total inicial del atomo
J; r = Cantidad de movimiento angular asociada al fotén
J = Cantidad de movimiento angular total final del atomo
Por la desigualdad triangular j y j’ estdn relacionadas por
i = del <5 <5+

Teniendo en cuenta que el momento angular del fotén, o sea su espin es 1, entonces Jp = S,
luego j,. =1

lj—1<j <j+1
Aj=i'-
Para el caso j' > 1, 7/ = j + 1, se cumple Aj =1
j-1<j <j+1
Para el caso j' = j
j—1<j<ji+1 entonces Aj =0
Para el caso j' < 1, j/ = j — 1, se cumple
j-1<5<j+1
Por lo tanto la regla de seleccién para j es:
Aj=0,+1
ya que J = j+ fp entonces

[

m, =m; +mg
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como j, =1
»=0,%£1
ya que m; —m; =m, =0, £1, entonces
Am; =0, £1

Transiciones prohibidas. Si no se considera la aproximacién de dipolo eléctrico, la proba-
bilidad de transicion es proporcional a

Py(r) oc (¢y"] €M A5 - B |4)
Si la onda se propaga a lo largo de x
k -r=kx
ya que la onda electromagnética es transversal
Ab Lk

3 A* /\*
solo sobreviven Ag, y A,

il By Blu®) = [ o [ay [z () e (A, B, + A 5) wl

= / /Aoy ’kxd:cdz/w T <— )T/Jnlml dy

—00 —O0

//AmlMM@/¢W G >Wmm

—00 —O0

) 0 . .,
Si Ynim, fuese par entonces a—wnlml es impar con relacién a z.
z

Si ¢n’l’m; fuese impar con relacion a z, entonces la integral

/ Gt ( )wnlmldz
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. 0 . . . .
Si Ypim, fuese par entonces Kw"lml es impar con relacién a y. Si ¢n'l'mg fuese impar con

relacién a y, entonces la integral

/ wn’l’m; <_7/ h 8y> ¢nlml dy =0

En conclusion, si ¥pim, v @Z)n/l/m; tienen la misma paridad (ambas pares o ambas impares),
entonces la transicién es absolutamente prohibida, puesto que la integral es cero.

Emisién espontinea

Es un fenémeno que se presenta cuando un dtomo aislado con un electrén, emite esponté-
neamente un fotén. Para explicarlo hay que tener en cuenta que el campo electromagnético
es un sistema cuantico formado por una superposicién de osciladores arménicos. Su energia
sera

E=) hw(N;+3)
=1

el estado de minima energia Ey del campo electromagnético es diferente de cero y se tiene
para N; =0

(o)
Ey ~ E hw; = oo
i=1

Debido a fluctuaciones cudnticas se puede crear un par electrén positréon, esto proporciona
energia al electrén que salta entonces a un estado excitado y al regresar emite. Esta emision
ocurre sin que intervenga ninguna fuerza externa. Por esto se llama espontédnea.

Considérese una cavidad con un agujero (un cuerpo negro). La cavidad se encuentra a
cierta temperatura. Dentro de la cavidad hay ondas electromagnéticas chocando contra las
paredes, estas absorben energia de las ondas y luego emiten. Continuamente estén ocurriendo
los dos fenémenos de emision estimulada y absorcion resonante. Para estudiar el fenémeno
se puede seguir el método de Einstein que se basa en algunas suposiciones.

1. La distribucién espectral de la energia de la cavidad es la de un cuerpo negro.

2. El nimero de atomos, Nj, de cada nivel obedece la distribuciéon de Boltzmann a una
temperatura 1" de equilibrio

Ey
N = Nye kT

3. Como T es constante, el nimero de dtomos promedio permanece constante.

Sea Ny el nimero de transiciones por unidad de tiempo del estado k al estado [. Ni es la
poblaciéon del nivel k; Ry es la tasa de probabilidad de transiciones del estado k al estado [
por unidad de tiempo.
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E°

E. espontanea E® > EY

E

FIGURA 2.15. Emision espontanea de un fotén

EY

0) 0
7 Abs. resonante El< > E;i )

E{

FIGURA 2.16. Absorcién de un fotén.

4. El nimero de atomos que emiten es igual al nimero de d4tomos que absorben:
Ny = Ny
Einstein supuso que

Rix = B p(vir)
donde By es el coeficiente de Einstein de absorcién resonante, y p(vx) es la densi-

dad monocromética de energia, o sea energia por unidad de volumen y por unidad de
intervalo de frecuencia.

Entonces para absorcion resonante se tiene

N, = Ny, Ry, = N By p(vi,)
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Para la emision estimulada
N, = NiRy = NiBy p(vii)
Pero como fotén emitido = fotén absorbido
NiBiep(vie) = NiBri p(vii)
Para la emision espontdnea
N}, = NSk

donde Si; es la tasa de probabilidad de transiciones o emisién espontdnea, es igual a la de
emisién estimulada

Sk = Apl

Ny, es el nimero de transiciones de [ a k por unidad de tiempo, tanto de emisién estimulada
como espontanea, esto es:

Ny = N + N
= Ny By p(vir) + N Agg
= Ni(Bpi p(via) + Art)
Usando la hipétesis (4), Nix = Ny
Ni By, p(vir) = Ni(Br p(vi) + Aga)
O Sea

N Bu p(vgt) + Aw

= 2.46
N, Bup(vi) (2.46)
de la hipdtesis(2)
— E-E
Mo _ €M _ o5 = ehvn/ir (2.47)
N, _E
e~ kT

Comparando (2.46) con(2.47)

Bip(vik,)
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entonces
_ A
p(vi) = By €in/AT — By, (2.48)
De la hipétesis (1)
_ 8 hv’ 1
En la figura 77 se muestra la grafica de (2.49). igualando (2.48) con (2.49)
p
Vik

FicURrA 2.17. Densidad monocromética de energia

Ay B 8n3h 1
Blkthlk/kT _ Bkl - C3 thlk/kT -1
Entonces By = Bip v
@ _ 8mh V3
Blk o C3
de donde:
8t hv?
Ap = —5— B
c
luego
Ay < By

Pero es diferente de cero. Por lo tanto, existe una pequena probabilidad de presentarse la
emision espontanea.
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EJERCICIOS 2.1.

1. Una particula de carga ¢ y masa m se halla, para el tiempo ¢t = —oo en el nivel fun-
damental de un oscilador lineal arménico. Sobre ella actiia un campo eléctrico variable
que viene dado en funcién del tiempo por la expresién:

A 2
Et) = — e~
®) T
Encuéntrese a primer orden de perturbaciones dependientes del tiempo la probabilidad
de que dicha particula “salte”” al primer nivel excitado del oscilador para t — oc.
Discutase el resultado en los limites adiabatico (7 > 1/w) e instantdneo (7 < 1/w).

2. Un sistema de atomos de hidrogeno en el estado base se encuentra contenido entre las
placas de un capacitor de placas paralelas. Un voltaje tipo pulso se aplica al capacitor
en el tiempo ty = 0 para producir entre las placas un campo eléctrico homogéneo de la

forma E = Ege™7 &, (t > 0). Después de haber transcurrido un tiempo suficientemente
largo (t — o0):
a) Cuadl es la fraccién de dtomos en el estado 2p a primer orden?

b) Cuaél es la fraccién en el estado 2s?

3. Un oscilador arménico unidimensional tiene masa m y frecuencia angular w. Un estado
dependiente del tiempo 1 (t) del oscilador estd dado en ¢t = 0 por:

1
W(OWZEZ\W

donde ‘ n> es un estado propio del Hamiltoniano correspondiente al niimero cuantico
nylasumacorreden=N—-san=N+s,con N >s>1

a) Muestre que el valor de expectacién del desplazamiento varia sinusoidalmente con
2AN

mw °

la amplitud

b) Relacione este resultado con la variacién en el tiempo de un oscilador arménico
clasico.
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Capitulo 3

Método de Aproximacion
Variacional

3.1. Sistema de N Particulas Idénticas e Indistinguibles

3.1.1. Mecanica Cuantica de una Particula

La particula de masa m en un potencial V(7), estd descrita por el hamiltoniano:

H:H(F,ﬁ)
~ ﬁz
H=_ T 1
5 + V(r) (3.1)

La ecuacion de Schrédinger independiente del tiempo es:

ﬁ‘¢n>:En|wn> (3.2)

donde el conjunto {‘ U, >} forma una base completa ortonormal de estados propios, base del
espacio de Hilbert H del sistema. En representacién de coordenadas, v, (7) = <F ’ U >, la
ecuacién (3.2), se convierte en:

h2
_% V% + V(F) an(f") =E, %(F) (3'3)

Los observables fisicos posiciéon T y momento p satisfacen las siguientes ecuaciones de valores
propios:
?’F>:F’F> (3.4a)
p[p)=7]p) (3.4b)

donde ‘ T > y ‘ 19 > no son la base de H (ya que su norma no es finita), ‘ T > representa el estado
de una particula localizada en 7'y ! 7 > representa el estado de una particula con momento p.

97
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Estos estados satisfacen las siguientes relaciones de completez:

/mﬂfﬂfﬁi/fMFXF\:l (3.50)

/@wxm:/&Mxmzl (3.5b)

(donde 1 denota el operador identidad de H), y de ortogonalidad:

(7|7 ) = 6@ ) (3.68)

(7 ]5") =P -7 (3.6b)
32 5.7

(7 |7) = <271rh> e (3.6¢)

Particula con un grado de libertad interna (espin &)
El hamiltoniano de la particula es el mismo que en (3.1). La ecuacién de valores propios para
H es:

H‘ wnvo—z > = En| wn,az >
lo cual indica que el grado de libertad interno introduce una degeneracion g = 20 + 1 en los
estados propios, ya que
o,=0—1,...,0,...,0+1

Ejemplo 3.1. Fermién o = %
Lo anterior en este caso se convierte en:

D=

)

D=

0y = —

Lo cual significa que hay degeneramiento de orden 2, ya que para el valor E,, de energia se
tienen:

ﬁ‘ Un1/2) = En|thni/2)

ﬁ‘ 1/%,4/2 > = En| wn,fl/Z >
Bosén o0 =1
o,=1,0,—1

Ahora hay tres ecuaciones de valores propios asociadas a E,,:

fl‘ wn,1> = En‘ wn,1>
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ﬁ[‘ ¢n,0> = En‘ ¢n,0>

ﬁ‘ %,—1 > = En‘ wn,—l >

La funcién de onda este caso (estado en representacién de coordenadas) es:

@bn,az = <F0'z ‘ '(/)n,oz > = ¢n(F)XUZ

o)

donde en analogia a la definicién de 7, o sea (3.4a), se puede definir un estado ‘ ro, > Como:
?|7‘"UZ> :F}FUZ>
0, ‘ Faz> = O’x‘ T_"UZ>

el cual es un estado de particula localizada en el punto 7 con una proyeccién de espin o,. La
condicién de completez es ahora:

Z /d?’r’ 7o, ><F0z } =1
o,=%1/2
v la de ortogonalidad:

(7o, | 700 ) = 65,0003 (7 — )

3.1.2. Mecanica cuantica de 2 particulas

La funcién de onda del sistema de 2 particulas es una funcién de las coordenadas de la
particula 1 (7) y de las coordenadas de la particula 2 (73), 1(7,72). El hamiltoniano del
sistema es:

5 _ PP P
H = V(7. 3.7
2my 2ms + V() (3.7)
La ecuacion de valores propios es:
WG I V3 + V(7,7) | ¥(F1,72) = By, ) (3.8)
-——Vi—— 7,7 7,7) = ™, T .
2m1 1 2m2 2 1,72 1,72 1,72

Estadisticamente la norma al cuadrado de (71, 72)
(71, 72) [ diy iy

se interpreta como la probabilidad de encontrar la particula 1 en el volumen dr} y la particula
2 en el volumen dry. La funcion debe estar normalizada

/ (71, ) |* dFfy diy = 1
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Pp(72)

FIGURA 3.1. Sistema de dos particulas

Supéngase que la particula 1 esta en el estado 9,(71) y la particula 2 esta en el estado 1y (7).
En este caso:

Y(, 72) = Ya (1) (72)
Pero la mecanica cuéntica no distingue la particula 1 y la particula 2, pues son idénticas. Des-
de el punto de vista de los observables fisicos del sistema, estos no cambian si se intercambian
las particulas:

(71, 72) = ha(T2)Yp(71) (3.9)

Es decir si las particulas son idénticas mi; = mo = m el sistema posee un grado de libertad

Ficura 3.2. Sistema de dos particulas.Particulas intercambiadas

interno y (3.7) se convierte en:
2
H=—+"—+V(",7) (3.10)

y ya que V(7,7) = V (7%, 71), entonces:

o~ o~

H(1,2) = H(2,1) (3.11)
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la ecuacién de valores propios (3.8) sera:

H(1,2)¢5010,(1,2) = E¢0105(1,2) (3.12)
intercambiando “lz “2”

H2, )Y ,000,(2,1) = EYp0y0,(2,1) (3.13)
utilizando (3.11):

H(1,2)¢ 0001 (2,1) = EYpoy0, (2, 1) (3.14)
introduciendo el operador intercambio Pjq

P1ov0105(1,2) = Y000, (2, 1) (3.15)
con esto (3.14) puede escribirse
H(1,2) Piotyor00(1,2) = EY 600, (2,1) = E Pi1o%6,0,(1,2)
= P1a¥0,05(1,2)

= Prp H(la 2)7/)E0102(1’ 2)

entonces
[H(1,2) Pio — P12 H(1,2)|3010,(1,2) = 0
luego
[H, Plz] =0

Asi Pyo, cero paridad, es una constante de movimiento, puesto que a partir de dos intercambios
1 — 2,2 —1, se tiene el estado original

(Pp)? =1

con valores propios Pj2 = +1 (funcién simétrica) y Pjg = —1 (funcién antisimétrica).

3.1.3. El principio de Pauli

Es una ley de la naturaleza que la simetria o antisimetria bajo el intercambio de 2 particu-
las es una caracteristica de estas y no es algo que se pueda arreglar en la preparacion del
estado inicial.

La ley que fue descubierta por Pauli, establece:
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1. Sistemas constituidos por particulas idénticas de espin semi-entero (espin 1/2,3/2,...)
estan descritos por funciones de onda antisimétricas. Tales particulas son llamadas
fermiones y obedecen la estadistica de Fermi-Dirac.

2. Sistemas constituidos por particulas idénticas de espin entero (espin 0,1,2,...) estin
descritos por funciones de onda simétricas. Tales particulas son llamadas bosones y
obedecen la estadistica de Bose-Einstein.

Para dos particulas la funcién de onda simétrica, se puede construir como:

PO1,2) = 2 [9(1,2) + 92 1)

28

y la funcién de onda antisimétrica:

YAL2) = £ [B(L,2) - ¥(2 )

Para tres particulas:

P(1,2,3) = ngSW(L 2,3) +9(2,1,3) +9(2,3,1) +9(3,2,1) + ¢(3,1,2) + 9(1, 3, 2)]

WWL%@ZN;WO%@—¢QL®+¢@&D—¢@ZU+w@L®—¢@&%]

Ejemplo 3.2. N fermiones en un pozo de potencial unidimensional. El hamiltoniano
del sistema es

H =) H, (3.16)

donde (suponiendo que no interactian entre ellos):

_ v
2m

H;

La ecuacion de valores propios de la particula k-ésima es:

Hy¥nyo, (Ths 0k) = EnyUnyoy, (T, o)
una solucion de
Hyp,(1,2,...,N) = E¢p,(1,2,--- /N)
es:

wE,a(]-u 27 ... 7N) = 1/}7110'1 (7?1,01)1/1n252(F2, 02) Tt wnNUN (’FNa UN)
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VYe(1,2,..., N) = P, (71)hn, (72) - - 'd}nN (FN)
con
E=FE+FEy+ -+ En

Antisimetrizando v¢5(1,2,..., N) para dos particulas
1 S S S S
1/1(A)(1, 2) = 72[1/]711 (7‘1)1/%2 (7‘2) — Uny (7”2)%2 (Tl)]

con 3 fermiones
1
V6

+ Py (72) Vs (73)ns (T1) — Uy (73)1ny (72) Py (71)

Y (1,2,3) = < [y (71 (P2 by (75) = oy ()b (7)o (75)

+ Py (73) Vs (71)Yng (T2) — Yy (71)1ny (73) P, (72)

Esto tiene forma de determinante, el determinante de Slater. Para un sistema de IV fermiones
el determinante de Slater, sin considerar grados de libertad internos para los fermiones, es:

¢n1 (’Fl) '¢n1 (FQ) wm (’FN)
() oL . 1| (1) Yny(72) - Wy (Ty)
(7“1,7’2,...,7’]\7) = ——

n1,n2,nN \/N|
wnN (Fl) wnN(FQ) T wnN(FN)

3.1.4. Espacio de Hilbert del Sistema de N particulas idénticas no inter-
actuantes (sin grado de libertad interno)

El espacio de Hilbert de estados para un sistema de N particulas idénticas es el espacio
‘Hn de funciones integrables cuadradas complejas de norma finita, definidas en el espacio de
configuraciéon de las N particulas.

La funcién de onda ¥y (71, 72,...,7n) que representa la amplitud de probabilidad de

—

encontrar las N particulas en las posiciones 77,73, . .., 7, satisface la condicién

<¢N‘1/JN>:/dfl...dFN‘IbN(Fl,FQ,...FN’Z < 400
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y esta definida como:

ON (T, oy Ty) = (T, oy Py [N )

Por definicién el espacio de Hilbert H es el producto tensorial de los N espacios de Hilbert
‘H de particula simple

HN=HOHOIH® --QH

N veces

La particula simple i-ésima tiene asociado un espacio de Hilbert H definido por una base
completa ortonormal de estados propios de particula simple {} n; >} La base ortonormal
canonica de Hy es construida a partir del producto tensorial

‘nl...nN)E‘n1>®‘n2>®'~®‘n]\,>

Los estados definidos de N particulas por el momento se escriben usando un corchete curvo
para hacer notar que se trata de estados que no estdn simetrizados ni antisimetrizados. Estos
estados en la representacién de coordenadas, son las funciones de onda de Estados de N
particulas:

— —

wn1n2...nN(rla'°'a’rN):<Fl---FN’nl---nN>
= (Al (r]e-o () (Im)eln)e o))

= (71 ) (72 [na ) - (P [y )
:wn1<_’1)wn2<f’2) wnN (FN>

La relacién de ortonormalidad de dos estados de la base es:

(an...nN‘n’ln’Q...ngV):(<n1‘®<n2‘®...®<n1\f \)(|n3>®‘né>®...®‘n;>>

= (mu[ny){nz|no) - (ny [n) )

y la relacion de completez de los estados de IV particulas de la base es:

Z |n1n2...nn)(n1n2...nn‘:/l\

n1,M2,.. M

S ()@ lny Y@@ ln) ((ny @ (ng, |2 @ (m])

n1,mn2,...,Ny
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= o Y| ) 5 g Y|

=1...1...,1
———
N
=1

Es decir, es claro fisicamente que el espacio Hy es generado por combinaciones lineales del
producto de funciones de onda de particula simple.

Hasta el momento no se ha tenido en cuenta la propiedad de simetria de las funciones de
onda.

Como lo establece el principio de Pauli, un sistema de fermiones esta descrito por una
funcién de onda antisimétrica bajo el intercambio de un par de fermiones y, un sistema de
bosones esta descrito por una funcién de onda simétrica bajo el intercambio de un par de
bosones.

La funcién de onda de N bosones es totalmente simétrica y satisface:

U(Fpys Ty oo T ) = 1P(F1, oy, )

donde (p1,p2,...,p, ) representa alguna permutacién p del conjunto (1,2,...,N) de particulas
idénticas e indistinguibles.
La funcion de onda de N fermiones es totalmente antisimétrica y satisface:

Y(Tp1s Tpos -+ -5 Tpy ) = (= 1)P(F1, T2, ., Ty)

donde (—1)? denota el signo o paridad de la permutacién y esta definida como la paridad
del nimero de transposiciones de 2 particulas que pasa la permutacién (p1,p2,...,p,) a su
forma original (1,2,...,N).

Ejemplo 3.3. Permutaciéon de 2 particulas en un sistema de dos particulas idénti-
cas e indistinguibles

Protnin, (11, 72) = Prothn, (71)¥n, (72) = tn, (72)Un, (1) (bosones)
Prothnyng (71, 72) = Protn, (71)thny (F2) = —tn, (72)n, (71)  (fermiones)
Po1(P1a¥niny (71, 72)) = Po1(¢n, (72)Pn, (71))
= 125, (F1 )0y (72) = Yy (7180, (F2)  (bosones)
Po1(P12¥niny (71, 72)) = Po1(=4n, (72) ¢, (71))

= (_ 1)2¢n1 (Fl )%2 (FQ) = Yn, (’Fl )1/}712 (’FQ) (fermiones)
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Permutacién de 2 particulas en un sistema de tres particulas
P23wn1n2n3 (771, 2, 7:’3) = P23'¢n1 (F1)¢n2 (F2)¢n3 (F3) = ¢n1 (771)1%2 (773)1%3 (772) (bosones)

Postningng (1,72, 73) = Pagtn, (71)ny (72)ng (73) = —9n, (71)1ny (73)n, (72) (fermiones)

Dos permutaciones de 2 particulas en un sistema de tres particulas
Pra(Pa3tnyngns (71,72, 73)) = Pr2(¥n, (71)%ny (73)Pns (72))

= Y, (73)Yn,y (71) ¥y (72)  (bosones)
Pro(P23thnyngns (71,72, 73)) = Pra(—n, (71)Vn, (73)Un, (72))

= (_ 1)21/%1 (773)7/%2 (771)77/)%3 (772) = Un, ("73)1%2 (771 )wng (772) (fermiones)

En general, adoptando una notacién unificada para bosones y fermiones

w(Fpl ’ FPQ ) FPN) = §P¢(F1a T2y . 7FN)

donde P es la paridad de la permutacion y £ es +1 para bosones y £ es —1 para fermiones. []

3.1.5. Estados simetrizados o antisimetrizados de N particulas (Indistin-
guibilidad de particulas idénticas)

Los estados ortogonales de N particulas simetrizadas o antisimetrizadas (o sea describi-
endo bosones y fermiones) son:!

‘m...nN}E\/‘lNi!zp:ﬁﬂm...nN}

o en términos de funciones de onda:

(—» — —

1
s.A _ P -
@b;m;mnN T1,7 .. Ty ) = N g § VYning..my (F1,72 ...
P

=3

con £ = 1 para bosones y £ = —1 para fermiones.
Para 1 particula

s = % ()%, (71) = thuy (71)  (bosones)
1

Yy = —= (=1)"n, (71) = ¥n, (71)  (fermiones)

=

!Se usa la notacién | } para hacer notar que se trata de estados no normalizados.
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Para dos particulas

ﬁLSPTLQ (Fl? F2) =

(D)%% (71, 72) + (1) g (71, 72)]

E\H

W)m ( 1)¢n2 (FZ) + wm (F2Wn2 (’Fl)] (bosones)

@Z);z?)’ru(_' ) = —1)0¢n1n2 (771, 772) + (—1)11/)n1n2 (7717 FQ)]

@; -

[wm (F )wnz ( ) d’m (FQ)wnz (771)}

%\

1 %1( )¢n1( )
2 | (71) s (72)

(fermiones)

g

Plzw,%m,fg):ji[wmz)wm(ﬂ)+wm<mwm<fz>] B, (71, 7)

memm(mz):ji[wm( s (71) = W (7 )t (72)] = —, (71, 72)

3.1.6. Principio de Exclusiéon de Pauli

Dos fermiones, uno localizado por el vector 7 y otro por 75, en el mismo estado cuantico
de particula simple ’ e >, 0 Ve (1) e (T2)

bonlFr. ) 1 |Ye(T1) Ye(2)
ee\T1,72) = —F=
V2o (71) ()

f[we( 1)e(72) = Ye(72) e (7)] =

La funcién de onda es cero, luego la probabilidad de que esto ocurra es cero; esto quiere decir
que este estado de dos particulas esta completamente excluido.
Para tres fermiones

Uy (T1) ¥, (72) U, (73)
wgi)nzng(rlvr%ri%) T ¢n2( ) %2( ) ¢n2( )
Uy (T1) Yny(72) Pns (73)

ﬁl
%l
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Si de los tres fermiones, por ejemplo las particulas 2 y 3 se encuentran en el mismo estado
de particula simple ‘ e >, 0 sea 1.(T2) y ¥(73) entonces

¢ (F) ¢n1(r2) wm("??»)
(72)  te(3)
) )

7 =0
('F @be ('F3

Ui 75) = 2 | (1) v
Gel) e

Para 3 particulas

—

S — —
¢;Ll)ngn3 (7" 2,73

ﬁ\

Z ¢n1n2n3 (7“1, 7"2,7“3)
P

[(1)0¢n1n2n3 (F].u FQ? F3) + (1)11/}11177,277,3 (7?17 FS) ’FQ)

5l

- =

+ (1)2wn1n2n3(_’3a _’la 772) + (1)1wn1n2n3(_,37 2 1)

17773)

=

+ (1)2¢n1n2n3 (7727 F3a 771) + (1)1wn1n2n3 (F%
= \}6 |:¢n1 (Fl)wnz (FQ)wn:; (F3) + wm (Fl)wng (F3)wn3 (7?2)
+ d’m (F?))wnz (Fl)wns (FQ) + w”l (F?))wm (FQ)wm (771)

+ Vg (72) Py (73)Uns (1) + Uny (72)Uny (71) Vg (773)} (bosones)

iLfi)nz'rLg (’F = \/* Z 1/)711TL27I3 ’Fl F27F3)

(1) s (72, 7, 75) + (= 1) ynan (73 73, 75)

Sl

+ (_1)2¢n1n2n3 (F?)u Fly FQ) + (_1)1wn1n2n3 (F?)u FQ; Fl)

- = =

+ (_1)2¢n1n2n3 (FZa 7?37 Fl) + (_1)1wn1n2n3 (T2a 1, T3):|

:jé[wmw )y (75) — Uy (71 )ty (7)o ()

+wru (Fg)¢n2( )wns( ) d}nl( 3)7!1712(7?2)1[1713(7?1)

o i (72) U (7)o (1) = Yo (72 (7)o (75)|
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Yy (1) Py (72) P,y (73)

= = [Vnal1) na2) o (75)| (ermiones)
Uns(T1) Uns(T2) Yy (73)

Se observa que si se hace una permutacién de dos particulas, por ejemplo la siguiente

P131/J1<1?)ngn3 (Fh 2, FS) = \}6 wm (F3)1/)n2 (F2)1/’n3 (Fl) - %1 (F?))wnz (Fl)wng (FQ)

+ ¢n1 (771 )wnz (773)1%3 (772) - ¢n1 (F1)¢n2 (F2>¢n3 (F3)

+ ¢n1 (772)%12 (Fl)wn:a (773) - ¢n1 (F2)¢n2 (7?3)¢n3 (Fl)
- —;6 U (P2 (7)o (75) — s (72 ) oy () (72)

+ wnl (7?3)¢n2 (Fl)wm (7?2) - wnl (F3)1/}n2 (FQ)wns (Fl)
+ wm (FQ)wnz (7?3)¢n3 (7?1) - wm (772)1/1”2 (771)1/1”3 (F3)

- _’(/J;L??I’LG3 (7717 FQ; 773)

Si de los tres fermiones, por ejemplo las particulas 2 y 3 se encuentran en el mismo estado
de particula simple ‘ e >, 0 sea () v 1.(73) entonces:

Principio de Exclusion de Pauli

3.1.7. Sistema de N particulas idénticas e indistinguibles no interactuantes
(con grado de libertad interno)

El hamiltoniano del sistema es:

donde

Hi(i) = H(7;,0;)  parai=1,2,...,N
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El hamiltoniano de cada particula satisface

Hi(i)ta, (1) = Eitpa, (1)

H; (FM O'i)wniai (7:;7 Ui) = Eﬂbniai (7_';; Ui)
El hamiltoniano del sistema satisface

H(1,2,...,N)Yaja9..an(1,2,...N) = Evgra9..an (1,2,... N)

con
N
E = Z E;
=1
y

7v/}¢11(12~~~l1N(1> 2,... 7N) = ¢a1(1)'¢a2 (2) ce waN (N)

Operador Permutacién Para Particulas idénticas e indistinguibles se introduce el operador
permutacion entre dos particulas como:

Pj;, — operador permutacién

Pirtharas..an (1,2, 3Gy by s N) = Yaran.an (1,2, Ky oGy, N)

Intercambia coordenadas de posicién y espin de la particula j con las coordenadas de posicién
y espin de la particula k. Abreviadamente:

Piap(... .k, ...)=(.. k. j,...)
propiedades del operador permutaciéon
(i)

ﬁjzk =1 es decir ﬁjzkw =1

(i)
Pyp=p;  Ph=pPuy

P2ap = ppip = p*o
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¥y ya que

tenemos

Entonces p = &1 son los valores propios del operador paridad
Para sistema de bosones (funcién de onda simétrica)

ﬁjkﬂ)(. e gk )= kg, ) Funcién de paridad par (p = 1)
Para sistema de fermiones (funcién antisimétrica)
ﬁjkw(. ek, =—=0( . kg, Funcién de paridad impar (p = —1)
(iii)
H(1,2,...,5,k,...,N) = Hy(1) + Ho(2) +--- + H;(j) + Hp(k) + - - - + Hx(N)
con el intercambio de j con k:

H(1,2,...,kj,...,N) = Hy(1) + Ho(2) + - - - + Hy(k) + Hj(j) + - -- + Hx(N)

O sea
H(1,2,....5.k,...,N)=H(1,2,...,k,j,...,N)

H(ooo kg (ko) = BY( k)

H(. gk, (. kg, ) =B kj,...)

H(..o gk )Pb (o gk, .. ) = EPpab (.. 4k, .. )
H(..oogoky o YPub (oo goky ) = PpBE(.. . gk, )
H(.oogoky . YPuab (ks ) = PpH (o gk JO( G ks )

(H Py, — PyH)p = 0
entonces

[H,Pj] =0
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Por lo tanto, el cardcter simétrico o antisimétrico (paridad) de la funcién de onda se conserva

en el tiempo. en general:
A7) ~ 0x

./ 0% ~ o~
Si <(9t> =0y [H,a:] = 0, entonces

Por lo tanto (Z) es constante en el tiempo. En nuestro caso:

dpjk ~ ~
< di >_0 [H,pjr] =0

luego

. d(Djk)
AL
1 7 0

Entonces

(Djr ) = Constante

Luego, la paridad de la funcién de onda se conserva en el transcurso del tiempo.
Para un sistema de dos particulas idénticas e indistinguibles, con grado de libertad interno,
sin interaccion, se tiene:

~

H(1,2) = Hi(1) + H(2)
Hi(1) ¢a(1) = E1 (1)

H(2) $(2) = Ea(2)
En este caso el hamiltoniano del sistema satisface:
H(1,2) $u(1,2) = Bty
E=FE+EF
Yap(1,2) = tha(1) ¥u(2)
Por ejemplo, para dos electrones no interactuantes

~9 ~9
o> P V%)
H=—4+-—=
2m + 2m



3.1. SISTEMA DE N PARTICULAS IDENTICAS E INDISTINGUIBLES 113

Cuando los dos electrones interactian:

~

H(1,2) = Hi(1) + Ha(2) + Hia(1,2)
la ecuacion de valores propios es:

H(l’ 2)¢ab(1v 2) = Ewab(lv 2)
con

E=FE +Ey+ Ep
wab(L 2) = anb %(1) zbb(2)
a,b

Por ejemplo para el dtomo de helio:

2 2 2 2 2
~ 1 2 1 2 1
D7 D5 e e e

2m  2m  4dmweg M dmeg 19 dmeg |1 — 15

Las funciones de onda simétricas o antisimétricas son:
Yap(1,2) = Afha (1) PYp(2) + € a(2) (1))

cuando no hay interaccién, siendo & = 1 para bosones, y & = —1 para fermiones. Mientras
que cuando hay interaccion:

Yan(1,2) = A Cap [tha(1) ¥6(2) + € 1ha(2) (1))
a,b

El principio de exclusién de Pauli se verifica tanto en el caso de interaccién como en el caso
sin interaccién. Si el estado cudntico del fermién 1 es igual al del fermién 2 entonces:

1/}aa(1a 2) =0
Por lo tanto la probabilidad de tener el sistema en ese estado es:

F=0

Paa:‘waa

Evaluacion del factor de normalizacion. Los estados propios del sistema de dos particu-
las son ortogonales y normalizados a 1. Por facilidad se considera el caso de particulas no
interactuantes.

1:<¢ab’¢ab>
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En representacion de coordenadas:

1= /// A* [p(2) (1) + (1) YE(2)] A [ha(1) Pp(2) + Eba(2) (1)) dri drs dFy doa

= 1AP [[[[ [ P [@ P + 00 P |va2)

FEUL) (1) U7 (2) Val2) + €U (1) 6al1) U3(2) n(2)] dri dr oy o
//!%(1)!2 dr d, //wb@)f 0 4y
Y i 1

+//\wb(1)}2 dﬁdcﬂ/ Wa(2)|2 dr% déy
1

1

=|Af

+ E//wé(lwb(ol)dﬁ da?/ Vi (2) wa(o2) dr do

s [ vanarias [[ v ne s ]
0 0

= |AP141+04+0]=2|A

entonces

1
Al=—
H\@

Sistemas con coordenadas de posicién y espin independientes. (Con interaccién espin
6rbita despreciables.) En este caso:

~ ~ ~

H(1,2) = H(ri, r3) + H(o1, 02)
cuya ecuacién de valores propios, en coordenadas, es:

H(1,2)412(1,2) = E12(1,2)

con

¢12(172) == 1/)(7"?_,7'3,0’1,0’2) = QZS(T_i,T_é) X(UluaZ)
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Si las dos particulas son fermiones (electrones en particular), sus espines son s; = %; So = %,

entonces mg, = =+ %; mg, =+ % El espin del sistema de dos electrones se nota s, y sus valores
estan dados por:
|51 — 82| <8< 81+ 82

o sea que en este caso 0 < s < 1. Como my = ms, +Ms,, Se tiene entonces respecto al numero
M:

0 entonces ms =0

Para s =
1 entonces mgs = —1,0,1
Es decir hay cuatro estados de espin.
Adoptando la notacion:
a,; = Proyeccién del espin sobre z hacia arriba = ‘ %, % >
0B; = Proyeccién del espin sobre z hacia abajo = ! %, —% >

Se tendran las funciones y, siguientes:
= Cuando los dos electrones tienen espin hacia arriba:
_JL 1N[1 1y _
X =l23)53) =0

Enestecasos=1yms;=1

= Cuando los dos electrones tienen espin hacia abajo:
|1 _1N|[1 1N
X)) =13-3)3.-3) =55

En estecaso s=1y ms=—1

s Cuando el electrén 1 tiene espin hacia arriba y el 2 tiene espin hacia abajo:

(15:3)13.- IER)

)+ 13-

N[
D[ +—
N[ +—
N[

Sl

|X: ) =

(al 52 + a, 61)

Sl

En este caso s =1y mg; =0

s Cuando el electrén 1 tiene espin hacia abajo y el 2 tiene espin hacia arriba:
1
=5 (130155 - 15-D11D)

o
V2

Fn este caso s =0y ms =0

(al Ba — ﬂl)
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Para verificar que en efecto los nimeros s y ms son los que se han dado, se comienza por
averiguar cuales son los valores propios de ‘ X, >, | Xo >, Xs >, } X4 > bajo la accién de los

operadores 52 y §Z. Primero se define el operador S:
S=Si+8S,
de modo que
S?=352=(5;+85,)(S: +8Sy)
=52+53+28,-8,
De donde:

~ 1 ~ ~
S+ 8y =5 [5% - 5F - 53]

= §1x§21 + §1y§2y + §1z§22

esta expresién se puede modificar con el uso de los operadores escalera que se definen a
continuacién:

§1:|: = §1x + iS5y

§2:|: = Sop £ i§2y

Entonces
5, - Siy ;r S
5, - Soy —; S _
g - o5
g - oS
Con esto:

~

1 N . 1 ~ R . o
S1- Sy = Z(Sl++51_)(52++52_) - Z(S“ — 83 )(S24 — S2-) + 512 S2.

1 -~ R R ~ ~ A~
— §(Sl+52_+51_52+)+51z52z
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Luego:
52 = :9? +§§ +§1+§27 +§17§2+ +2§1z§22
S. =51+ 8.
Aplicando en primer lugar 52 a } X > =y Qi
§2|X1 )= (§% + 9245148 +8 -5 +2§1z§2z)|><1 )
Desarrollando por separado cada uno de los términos:
§%|X1 > ::S?alo@ :ﬁ2%(%+1)a10z2 = %hgalag = %h2‘xl>
§§|X1>:§%a1a2:%h2ala2: %hz‘x1>

Sl+527 |X1 > = Sl+827a1a2 251+041 527042 =0
~——

0
ya que S7 4+ o; = 0. de manera similar:

§1_§2+|X1>:§1_§2+a1a2 =§1_041 §2+042 =0
——

0
251, 5. |x,) =2 S1z 8o, 000 =281, 04 oz
:2%h%ha1a2 = %hQalaQ = %h2|xl>

Reemplazando los anteriores términos:

§2|X1>: (FR°+ 30+ 51 [x) =21 x,)
Por otra parte, la ecuacién de valores propios de 52 es:

§2|X1>:h25(5+1)}xl>
de modo que s(s + 1) = 2 k2. La tinica solucién aceptable de esta ecuacién es:

s=1

Aplicando ahora S, a ‘ X )

Sox ) = (Siz 4+ 82.) an s = (S1z ) s + v (So: )

:%halcm—l—al%haz:ha1a2:h|xl>
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Pero la ecuacién de valores propios de §Z es:
So|x. ) =hms|x, )
Entonces:
ms =1
Procediendo de manera analoga con ! Xz >:
52 ‘X2 > = (§% +§§ +§1+ §2— +§1— §2+ +2§1z§2z)‘X2>
Desarrollando por separado cada uno de los términos:
StA B =15 (3 +1)0 8, = 115 5, = 12 . )
S’\% By Bz = %hQ‘X2>
S118_ B B.=0
ya que §2 _ B, = 0. De manera similar:
So0 81 BB =0
251,80, 81 8: =251, 8, 52 o =2 (= 28) (- 28) = 172 | x,)
Reemplazando los anteriores términos:
§2‘X2>: G +307+50°) |x.) =21 |x,)
Al comparar con la ecuacién de valores propios:
s=1
Ahora con §z:
Se|xa) = (Siz + 822) B B = (12 81) B + By (S2z )
:_%h|X2>_%h‘X2>:_h’X1>
entonces
mg = —1
Ahora, al aplicar 52 a ’ Xs > = % (o By + o By):

§2}X3>: (S?+§22+§1+§2_+§2+§1_+2§12§22) ‘X3>
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Desarrollando los términos anteriores:

:S’\% } X3 > = */9? % (014 an By) = % [(gf al) B2 + (§% ﬂl) 042}

!

$xa) = S J5 (B + . B) = I3 [0 (S38) + B (SF )| = 312 |, )

W (on ) + 302 (Brew) | = 32| x, )

[0

Ahora, recordando que

§i}s,m3>:h\/(5$ms)(s:l:ms+1)}s,ms + 1>

Sicb =51l 3, ) =/ G- )G+ 5 -3+ 1)
=hV1-1|3,3)=ha

§1+O[1 :0

S\l—ﬁlzo
Sioar=8i- 4, 1) =m/(E+ )

— hVTTT|}.—3) = 15,

[N

se tiene:

§1+ §2_ } X3 > = §1+ §2— % (a1 Bz + B )

Sl

[(§1+ 1) (Sa— 3) + (S14 31)(Sa— )]

Sl

12 [hOé1 hﬂQ] = %0[1 /82
§2+ §1_ } X3 > = §2+ §1— % (a1 B2 + B )

[(§2+ ﬁ2)(§17 o) + (§2+ 0‘2)(3\17 51)]

Sl

S

2
12 [hOQ hﬂl] = %az B

Por lo tanto:
2 2

(S14 52—+ 524 S1-) | x5 ) = ﬁalﬁQ + ﬁOQBl
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Por otra parte:

2

h
:ﬁ(a1ﬁ2+ﬁ1a2):h2’X3>

2§12 §22 ‘ X3 > = 2§12 §22 % (041 Bs +a261)

De manera que:

y como

Entonces:

Aplicando ahora S .

entonces:

=2 (§1z ay §2z B + §1z B §2z 012)

=5 (Be)(=58) + (= 56) ()]

:_7;2|X3>

S ) = @R+ 4R+ 1 = 50) [xy ) =207 |, )

§2‘X3>:h23(3+1)‘>{3>

gz ‘ Xs > = (S’\lz + §2z) % (a1 Bo + Br o)

= L [(S1: )8 + (51 B)es + (822 B2) + 51(Saz )|

S

o {gOJlﬁQ_%ﬁlob_galﬁz"'gﬂloé} =0

ms =0

Efectuando un procedimiento similar para ‘ X, >, se llega a

S |xi) =5 J5 (a1 B, = Bran) =0
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luego

mientras que

§z ‘ X4 > = (§1z + §2z) \% (a1 Bo — Br o)

S

[(glz 051)52 - (§1z 51)042 + a1(§2z ﬂz) - 51(3\22 042)]

-

[galﬁz‘i‘ %51042 - ga1ﬁ2 - g/@1a2} =0
entonces:
mg =10

Ejemplo 3.4. Dos particulas idénticas de masa m y espin nulo se encuentran sometidas a
la accion de un potencial arménico lineal

V(ry,z2) = %k: (27 + 23)
Ademads interactian por medio de un potencial
! _ 1 2
\% (xl ,xg) = §]€($1 —1‘2)

Tomando este potencial como perturbacién calcilense las energias de los dos primeros niveles
del sistema en teoria de perturbaciones a primer orden.

Solucion: El hamiltoniano del sistema es

2 2
7 I B R R
o T R 5 Sk ok (@ m),
Ho a

Estas particulas son bosones de espin cero s; = 0, so = 0, entonces mgs = 0, mgo = 0. Los
estados del sistema estdn descritos por funciones de onda completamente simétricas.

A orden cero (sistema no perturbado) se tiene, con w = \/% para la energia:

(O— 2{(0)} (0)
E® =EY 4 EC

Para el estado base, con ny + no =0+ 0 =0:

E® =E" +E? =ihw+ihw=hw

1) 0(2)
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La funcién de onda ya simetrizada es:

$ (21, m2) = 7 (1) 3 (2)

3

_ e‘mTzw (‘”%”3)
mh

Para el primer estado excitado se tiene para la energia

Eio) = EO© + EO©

O(1) L(2)
=hw(0+3)+hw(l+1)=2hw

_ (0 (0)
o El(l) T E°<2)

y para la funcién de onda completamente simétrica bajo el intercambio de dos bosones es-
calares:

O (21, 22) =

[V (1) ¥ (22) + 91 (21) ¥ (2)]

Sl

con

mw\1/4 _mw o
) e

P (i) = (ﬁ 2h %

3/4 mw
O ) = Vam (Z2) T aem o

T
La correccién a primer orden para la energia es:
0 0 / 0
EY =PV )

donde
/ 1 2 1 2
\% (1'1,1'2) = 5 k‘l’l + 5 k‘ZL'Q — ]{31‘12172

A partir de las expresiones para Z y Z2 en términos de @ y af, (Apéndice ??), se puede
demostrar que:

(o]#[0) = (1]7[1) =0

(0]#]1)=(1]7[0) =4/ 5—

2mw
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9 _h
o\ 3h
<1“T‘1>_2mw

(0]2*[1) =(1]2*]0) =
Asi, para este sistema, la correccin a primer orden para el nivel fundamental es:
EV = <¢(()0)(x1,:c2) | (% kxi+ % kZ3 — kT fg) | PO (21, x9) >

= (P (1) (o) | (3kZT+ 5 kT3 — kT1 T) |00 (1) (2) )
= B o) |3 00 () [0 2)

+ g k() (22) |23 [0 () ) (987 (1) | 98 (1) )

— k(08 (@) |21 [P (1) ) (95 (x2) | T | 00 (22) )

— 1k

+ 3 Lk

2mw Qmw

kh

2mw

Ahora, para el siguiente nivel de energia:
EY = (@1, 22) | (3677 + 3 k75 — kT1Z2) [ (21, 2) )
= 5 (U (1) ¥ (22) + ¥ (1) ¥ (22) | (3571 + 5 kT3 — kT1T2) -

75 [0 (@) U7 (w2) + 9" (1) 9 (w2) )

:%[ék%nw—i_ kQZ:r’Liw—i_ kaw 1k2§fw
—k <\/2mw \/2mw+\/2mw \/2mw>]

=5 [kas thas — ko — kg

1 kh

T2 mw

Por lo tanto:

hk
Ey=E”+E} =hw+ —

hk
By =B + B = 2hw+ 5
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son las energias de los dos primeros niveles con correccién de primer orden. O
EJERCICIOS 3.1.

1. Dos particulas idénticas de masa m y espin % h se encuentran sometidas a la accion de
un potencial arménico lineal

1
V(x1,x2) = 3 k(2% 4 x2)
Ademds, dichas particulas interactian via el potencial
! 1 2
1% (371,1132) = 5 k ($1 — IL’Q)

Tomando este potencial como perturbacién, calcilense las energias de los dos primeros
niveles del sistema en perturbaciones de primer orden.

2. En el ejercicio anterior calcule las energias de los dos primeros niveles del sistema en
perturbaciones de primer orden, pero para la situacién en tres dimensiones.

3.2. Principio variacional

Si se tiene un sistema mecano cuantico para el cual la solucién de la ecuacién de valores
propios de H no es conocida, es posible conocer la energia del estado fundamental Fy usando
un principio variacional.

Para calcular Ej se elige una funcién integrable cuadrada, 1, normalizada a la unidad,
<1/J | w> = 1, conocida como funcién de prueba. Para ello se utilizara el siguiente teorema.

Teorema 2. Existe un minimo valor esperado de H que se aproxima a Fj
Eo <(y¢|H|¢)=(H)

Es decir, el valor de espectacion de H en el estado ‘ ¢> (presumiblemente incorrecto) es un
sobre-estimado de la energia del estado base. De hecho, si sucediera que ’w> fuera uno de
los estados excitados, entonces obviamente ( H ) excederia Ep; pero el teorema establece lo
mismo para cualquier funcién arbitraria ).

Demostracion. Las funciones propias de H no son conocidas. Sin embargo ellas forman un
conjunto completo ortonormal {‘ U >} y definen el espacio de Hilbert. Por lo tanto la funcién
de prueba se puede expandir en esta base:

[4) =D Cal¥n)
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con ‘@ZJ >, tal que

ﬁ‘¢n>:En|wn> (3'17)

Como

(w]v)=1
= {2 G| 2 Cutin)
=Y S Cubn
-y ce,

Nl

Entonces

St =1 (3.18)
Calculando el valor esperado de H

(V1|0 ) = (3 Cutom | H| 32 Cutm )

(S A

usando (3.17)

(S n|Seumion)
= ;Zﬂ:c:nannwm | )
=3 CrCuEnbmn

= Ea|Cyf?
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La energia del estado base es la menor, entonces utilizando (3.18):
(w[H|Y) =Y BalCal? > Eo Y |Cnl? = Eo
n n

luego

O]

La funcién de prueba se elige de tal manera que dependa de un pardmetro de prueba ajustable
b; o sea ¢ = 1 (b). Por lo tanto el valor esperado de H sera funcién de b, (H) = (H ) (b).
Esto permite ajustar el valor esperado de H, en particular se puede minimizar, esto es:

d(H)

ob
El valor minimo de ( H ) serd cuando § (H ) =0, alli ( H)

§(H) = 5b=0

min €S cercano a Fy:

En general estamos interesados en conocer la energia E; de un estado excitado j-ésimo, del
sistema. Entonces se parte de una funcién de prueba 1)’ de tal forma que

Ej <(H)=(y'|H|¢)

Ejemplo 3.5. Encontrar por el método variacional la energia fundamental del oscilador
armonico unidimensional partiendo de la funcién de prueba:

P(z) = Ae "’
donde b es una constante o pardmetro ajustable, y A una constante de normalizacién.

Solucion: El hamiltoniano del sistema es

~ 2 1
H = %n + B mw?7?
A se obtiene normalizando la funcién:
x
L= {(3|y)= / Areb7" pe~bn® gy
—0Q

oo
= / |APe2" dy
—00
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oo
=4 / e~ dy

— 00

_ 112 | T
= |4 \ 26

de modo que

=2

luego

de lo anterior se puede obtener
o0
1
/ e 27" gy = TP (3.19)

—00

Ahora se calculard ( H) = (T') + (V'), calculando primero (7') tenemos:
ﬁ2
Ty = (| 2
(T)=(v]5-|v)

h2 200 b2d2 b2
:—2—\A| /e‘“’e‘”dx
m

dx?
hg 7 b 2 d b 2

9 oo
= _l ‘A|2 / e—bx2 |:_2b6—bac2 +4b2$2€_b$2} dx
2m

2 i o0
m

—o0 —00
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usando (3.19)

[e.e]

h? 2b >
T)=—-—|AP |-z + 40 / e d
(T) = g AP |~ + 0 [ 2 a
—0o0
la dltima integral se evalia por partes:
u=2x dv = ze207" gy
1 2
du =d = ——e
U x v I
Con esto
o oo
/ z2e 207" gp — / rre~ 2 gy
—00 —00
o0
T opg? |*° 1 —2bx?
= — [ ey
1b T B
—o0
1
C4b| A2

de modo que

K2 —2b 4>
TY= " A2 0
(T)=-5, |[[A\2+46A\2]
h?
SENLLTN )
5, [~20+1]
i
 2m

Ahora para el valor esperado de v
(V)= (¢|zmw’2*|v)

o0

1
=5 mw? | A2 / et 26" 4y

—00

o0

1

—0o0
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Por lo tanto el valor esperado de la energia es:

B2b mw?
H)=—+ —
(H) 2m+ 8b
luego

d{H) h72 B mw?
db 2m  8b?

para que ( H ) sea minimo

72 m2w?
2m ~ 8b?
de donde
B2 m2w?
4h?
por lo tanto
mw
bcrit == ﬁ
la segunda derivada es:
?(H) mw?
a2 4b3

para que sea mayor que cero se debe tomar

mw
b fy T ———
min 2h

Entonces el minimo valor esperado de la energia es:

B2 mw  mw? 2k

<H>mm:<H>(bmm):%27h+ 8 mw

Ll
TR
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Para el oscilador armoénico

luego
hw
EO — ?
en este caso
. 2\ 1/4 mw
la funcién de prueba con A = (?) yb="5¢ es

Ejemplo 3.6. Encontrar la energia del estado fundamental para el atomo de hidrégeno
eligiendo como funcién de prueba:

bir) = Aear

con a el radio de Bohr y b un parametro ajustable.

Solucion: El hamiltoniano del sistema es:

~9 2
N 1
=2 ¢

T 2m Ao 1

Como la parte angular de la funciéon de onda del atomo de hidrégeno ya esta normalizada, se

tiene:
b
e‘a]
oo

2b
= |A|2/d7“r2€_ar
0

ISEIS

1:(¢]¢>:|A|2/df[e_
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__‘A¢2 2

)y

entonces

453

2 _
4=

en lo anterior se utilizé dif = r?senfdrdf d¢ y para realizar la integral se tuvo en cuenta
que:

[e.9]

_ n!
ety = —=
Cn+1

0

El valor esperado para T seré:

B2 T b b
(T) = —21A12/6a”vfea”r2dr
m

con
1 d d
2_ - % 2 2
Vi r2dr<r dr)
luego:
, b, 1 b\ _br L [b\? _br
Viea" =5 |12r(— )€ a +r°(=) € a
r a a
entonces
2 o [ 2 N2 [, 2
(T)=——]A)? —/r@a’dr%—() /r26ardr
2m a a
0 0

v para el valor esperado de V tenemos

oo
€2 b1 _b
V)=— AP [ e a"=e a"r?d
<> 47r50| ’/ ar erar

0

o0

2 2br
= —e|A|2/r€_adT
4%50
0
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utilizando

se tiene

=gl (6 () 56 e

__MAP 2 a4 a?
- 2m a3 4b  4b Areg a3 \ 4b2

R2b? e? b

© 2ma?  Ameg a

ahora si se minimiza este valor esperado

d(H) h% ¢

db ma? 4rmega
o0 sea
Kb e?
ma? 4rmega
entonces

maeQ

bcrl’tico = Are B2
0

. 2
Teniendo en cuenta que a = 4mwey %, entonces beritico = 1.

Como la segunda derivada de ( H) es

d2(H) h?
a2 ma? >0

entonces

<H> (bcri) = <H>mm
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2 m2a%et €2 mae?

min = 92 (4megh)?  dnega Amegh?

i me4 62 2 E
N 2h2(47r50)2 47T€0 h2

_ me 1
- h2(4meg)? (2 1)

B 1 2 met
- ey ) 2h2

(H)

B o_ 1 2 me* 1
" dmeg ) 2R2 n2

por lo tanto en este caso se tiene
Ey=(H >0

La igualdad, como en el ejemplo anterior, se tiene debido a la escogencia particular que se
hizo de la funcién de prueba. a

El método es realmente ttil cuando se aplica a problemas de més de una particula.

3.2.1. Atomo de dos electrones

Se encontraran las energias del estado fundamental y el primer nivel excitado del dtomo
de dos electrones, resolviendo el problema usando el método de teoria de perturbaciones y
comparando los resultados con los obtenidos usando el método variacional.

El hamiltoniano del atomo de dos electrones es:

~ pi . D Z e? Z e? 1 e?

2m  2m  4meg . Admeg ro 4Ameg |71 — T
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€1
1 — T2

€2

Z
zZ

FIGURA 3.3. Atomo de dos electrones

3.2.1.1. Tratamiento perturbativo

El hamiltoniano se puede escribir como:

H=H'+H
donde
~ ~ h? 1 Ze* R? 1 Ze?
H=H+H)=-—"—V?_- — =~ " V2_ il
Lt om ! dmeg T om 2 4mey 19
Yy
~, 1 e?

:471'80 |F1—F2’

El hamiltoniano sin perturbar HO del sistema se ha definido como la suma de dos hamiltoni-
anos tipo atomo hidrogenoide, de la forma:
ﬁo o h2 v2 1 Z€2

)

C2m Y dweg 7

con i=1,2.
Para usar el método se parte de la solucion de la ecuacion de valores propios:
HOp© = E©))©

Sin considerar inicialmente los grados de libertad internos, las funciones propias toman la
forma:

(0) > o\ 1(0) - (0) -
wn1l1m1’rb2l2m2 ( r1,72 ) - wnlllrm ( r1 )wnglgmg ( T2 )
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y los valores propios de energia son:

EO® = g© _— p© + E©
ny n2

nln2

Siendo ¥ (), ¢;0;l2m2(772 ), B y EY) los estados propios y los valores propios de las

nilima
ecuaciones de valores propios:

0 N N
HO9O, (7)) = EO9O, . (7)
con i=1,2.

donde:

conn; =1,2,...

El estado fundamental del 4tomo de dos electrones corresponde al estado de menor energia,
0 sea para ni; = no = 1, es decir:

= —27%(13,6¢eV)

1 2 2264m,
E(@Eﬁ’) =E9+E® = — ( ) 2

47T€()

para el atomo de Helio Z = 2
E" = B9 =2(2)%(=13,6eV) = —108,8¢V
y la funcién de onda que describe este estado es:

vy (71,72 ) = Piop(71) Yoo (72)

siendo
17/}(0)( )_<Z>3/2 26 ai
100 - a \/E
con
471'80712
me2
Es decir
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Puesto que los dos electrones son idénticos, la funcién de onda que describa los dos electrones
debe ser una funcién de onda antisimétrica bajo el intercambio de coordenadas espaciales y
de espin de los electrones. Luego una descripcién adecuada del estado fundamental es:

(O)(r170-17r270-2) — %o (7?1;7_‘)2 )X(UlaUQ)

Donde 8" (71,7 ) = ion (71 ) ¥ios (7 ) es funcién par y simétrica bajo el intercambio de los
dos electrones y, x(01,0,) = x4(01,0,) = %(alﬁ2 — B,ay) es impar y antisimétrica bajo el
intercambio de los dos electrones. Como consecuencia la funcién wéo)(f’l, 01;T2,0,) es impar
y antisimétrica.

Para el primer estado excitado, se tienen dos posibilidades ya que sin perturbacién los
estados son degenerados en energia. Las dos posibilidades son:

n=2;ns=1 6 ng=1;ne=2

de modo que

13,6
ED =EP + E® =E" + E =4(-13,6eV) +4 (— 4’ ev>

= —68eV

La funcién de onda para el primer estado excitado (antisimétrica) se puede tomar de cuatro
maneras:

(0)+smglete( 71,071, T'Q, o ) — w(s) ( 1, T2 )X4 (017 0_2)

XSS) (Ul 9 0-2)
wig)itriplem( Fl? 01, FQ? 02 ) - (A) ( 71, D) ) ng>(0'17 02)
X5 (01, 02)

La funcion de onda simétrica respecto a la coordenada de posicién es:

12 (71,7) = f[wloo( 1 )Wsn (72 ) + g (72 ) (71))]

Esto es sin perturbacién, pero existe un término perturbativo

~r 1 e?
_47['60 ’Fl—Fz‘

Correccion de primer orden a la energia del nivel fundamental

EY = (47 H WH ) (3.20)

://Xj<0—1702)x4(01702)d01 do,
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_Zr _Zry
€ a € a
™

donde

dQ) = senf df do

Usando el teorema de adicion de los armonicos esféricos:

S, 1 . .
471‘50 // dry draipg (71 )iee(72) m U100( 71 )100(72)

SO

-4 <Z>3
’771—772’ a

7 7 diy diy dSY, dSY, (3.21)

2

|7: WZ Z 2l+1 l+1 im (01, 01) Y5, (02, ¢2)

=0 m=-—1

Teniendo en cuenta que

/mma@%ww@M—%@m

/ lem }/00

1 .
con Yy = e se tiene
as

l/nme
T

por lo tanto

/nm

con esto

¢>)dQ - 6l05m0
Cb)dQ = 5105mo
$)dSY = V476160,

/ Vit (01, 61) Yo (0, 62)d, 0, = / Y (61, 61)dY, / Y7o (0, 62)d9,

= \/4?5[057,“) \/Eéloémo

Zen el apéndice F se explica otro método para el calculo de la integral (3.21).
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Usando todo lo anterior:

EM =
1 471'80

471'80

1
- 471'80

e}

0

Evaluacion de las integrales:

/7“26

2Zr
a dr =

27r

a dr =

[re

rle”

St~

a
=

5 =

2

—477
2

= 47751057”0

2ZT1 2771y 740

T1

7 1 _2Zr1 22rg
> 422 dTl[/TSdTQT%G a € a
a (&
0
27r1 2712
e a € a

7 6
> 422[/dT17“16 a
a

0

9 27r
+/dT1T16_ a

e’} T1

9 271y
drory € a

0

27711

o0
1 _ 2Z7"2
drorg € a

1

r’a 9 a \2 9 a \3| _2Zr
—— - -2(—]) |e
[ 27 T(zz) <2Z>] ‘
(@)3 271 2+47~Z+2 s
— | — _— R a
27 a a
ra a \2| _2zr
()] e
[ 27 27 }
a\2|2rZ 1 _2Zr
— (= e
(32) [ * ] ’

a 73 — dridry
T>
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Reemplazando:

1 [(2z\°
B = dren () 4%¢?
TEN a

7 Z 7 4z
a 3 _4Zn a \2 9 _4Zr
—2/r16 a dr1—2<ﬁ> /7"16 a drq
0 0

(%) 0o
a \3 A4Zr1 3 27711
— <ﬁ> /Tl e a drl + 2 (ﬁ) /7'1 € a dTl
0 0

2
_ 1 o2 Z\ 5 _ §62 1 5 _me
471'80 a 8 8 47‘(’80 47T60h2
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1 \?e'Zm5 5
_<4mo> 33 4(13,6€V)

EY =34eV
Entonces la energia del estado fundamental corregida a primer orden es:
E, =E9 + E®
= —108,8eV + 34eV
E®) = —748 eV

experimentalmente el valor de esta energia es

B = —78 975V

Se observa una discrepancia entre los dos valores. Fisicamente se puede atribuir esta diferen-
cia al hecho que la perturbacién no es pequeiia, se observa que E\” ~ E{", lo cual hace que
la teoria de perturbaciones no trabaje muy bien.

Correccion de primer orden al primer nivel de energia excitado
25110
B = (w3 B |v1y)

El hamiltoniano de perturbacién conmuta con EZ

[H',L.,]=0

por lo tanto el problema es independiente del niimero cuantico m. Entonces basta considerar
la funcién de onda como:

oL 1 . .
Q=(7,7) = —= [V (7 )5 (72 ) £ YO (72 )i (71)]

V2

donde los supraindices + notan singlete o triplete. Entonces la correccién de primer orden es:

1 €2 o
B =5 o [ [ an [ (ruim) £ e ()]
1 ) [ = (0) (0) 0) ( =
4| = = | [ 100( 1) 210( ) + 7vz)2zo( ) 100( 2 )]

rn —"r2

d’l“l
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2
+ 47?’60 /dT_‘i /dFQQ/)Ioo(Fl )¢;zo( ) 7 Yoo (71 )100( T2 )

1
™ — T2 |

El primer término tiene la forma de una interaccion electrostatica entre dos electrones in-
dependientes. El segundo término tiene su origen en el principio de exclusién de Pauli y su
signo depende de si el estado tiene espin s = 0 0 s = 1. Asi, debido a la contribucién de
intercambio, los términos singlete y triplete ya no son degenerados. En general:

EY = Ju+ Ky

1 o
= Jnl - 5(1 + oy 02)Knl

El efecto de las integrales J,,; serd desdoblar el primer nivel excitado, y luego las K,,; desdoblan
a cada uno de los anteriores.

La notacién para los estados asociados a cada nivel, corregidos es 25+1Lj, donde 2s+1 es
la multiplicidad del estado, L el momento angular orbital, j el momento angular total.

Por ejemplo para el estado fundamental:
ny = 1 ng = 1
lh=0 lo=0

mg, = —

como

—s<Mmg < S
y

33l <s<|z+3l
entonces
s=0

y

L=U1+10=0

|L—s| <j<|L+s|
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o
N
<.
N
)

entonces j = 0, luego
2s+1=1 L=0=S ji=0

por lo tanto el estado asociado al nivel fundamental se nota 1.Sy. En otras palabras para el
primer nivel de energia corregido a primer orden se tiene el estado 'Sp; sin corregir era 1s2s.
La funcion de onda antisimétrica se forma con x4 que es la tnica antisimétrica.

Para el primer nivel excitado se tiene

o

para n = 2, se tienen [ = 0, 1.

Por lo tanto sin perturbacién se nota este estado

1828—>l1=0 12:0
1$2p—>l1:0 12:1

para el primer caso

ny =1 ng = 2
l1=0 lo=0
my, =0 my, =0
1 1
31—5 32—5

entonces

s puede tomar los dos valores pues

ms = Mg +ms, =0,£1
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sis=0
2s+1=1
como
L=L1+1=0
entonces
j=L+S5=0

Luego la notacién para el estado asociado es 1Sj.
Cuandos =1, 2s4+1=3, j=L+s=0+1=1 entonces la notacién es 35.

Para el segundo caso

si

lh=0
entonces
my, =0
y si
lb=1
entonces
m;, =—1,0,1

1

también hay dos posibilidades para s = 0,1

Para s =0
2s+1=1
L=1=P
j=L+s=1

IL—s|<j<l+s
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+K
1P1
K ‘
SPOaS P173 P2
(15)(2p) K
SSO
(1s)(2s) K
150
-68 eV
-74.4 eV 1S,
-108.8 eV

(1s)(2s)

Ficura 3.4. Diagrama de energia para el atomo de dos electrones, segiin el método de perturbaciones.

1<j<1
entonces la notacién es ' Pj.
Para s =1

2s4+1=3

|IL—s|<j<L+s

0<j<2
luego

j=0,1,2

por lo tanto la notacién es 3Py 2 Py 3 Ps.

Teniendo en cuenta todo lo anterior, el diagrama de energia serd entonces el mostrado en la
figura 3.4.
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3.2.1.2. Tratamiento variacional (para el estado fundamental)

Se toma como funcién de prueba

77/}( 771) 2 ) = 77/1100 (Fl)wloo (772)

El sistema estd descrito de modo que la ecuacién de valores propios que describe a cada
electrén esté dada por:

]/)\2 1 Z*62
2m  4dmeg T

) Voo (7) = 1tPr0 (7)

O sea, se considera qué hay un Z* efectivo debido al apantallamiento ocasionado por la
repulsién entre los electrones. Este apantallamiento surge debido a la densidad de probabilidad
del otro electrén. Z* sera el pardmetro de ajuste. La situacion se ilustra en la figura 3.5.

€1
€2

FIGURA 3.5. Atomo de dos electrones

Se reemplaza por un ntcleo de carga efectiva Z* con un electrén alrededor de él (figura
3.6).

€1

FI1GURA 3.6. Nicleo de carga efectiva Z*

€, es la energia fundamental de un dtomo hidrogenoide

1 Z*QeZ
dreg  2a

€ = —
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donde a es el radio de Bohr. 1,4, (7) sera

. Z*3 1/2 . Z*T’
1/}100 (7") = ( ) € a

Tas

100 (T) estd normalizada a 1y por lo tanto la funcién de prueba también:

//w*(ﬂfg V(71,7 )dr diy =1

El valor esperado de la energia sera:

> = <¢ ‘ﬁ’ ¢> = <¢100¢)100 ’ﬁl ¢100¢100>

2
/wloo ¢100 )[ & - ! Zi

2m  dweg 1

1 Ze? 1 e2 N N o L
— - = s ]¢100 (Tl)wmo (7"2)d7”1d7“2

47‘(’60 T2 47‘&'80 |’I”1—T2|

=L+L+13

p2 Ze
I = /1/);(00(7‘ ) [pl - ! } %Z)wo dTl /¢1oo 77Z)100 (7"2)d7“2

2m 471'50 T1

. . .| DP? 1 Ze? 1 . 1 . L
:/wmo( 1) |:p1_ - Z 62+7Z 92:| Y100 (Tl)dY’1

2m  Ameg 71 dmegry 4dmeory
Jom) [B - Lzey Lz 2] v ()07
p— —_— 6 —_
100\ 71 om  Areor Areor, € 100 \T'1)aT71

= /@Z’Too(f)l)eﬂﬁloo (71)dr + 4775—:0 /7/)100 1/’100( 1)dr

(Z*—Z)e2< 1 >
= 61 —|— _— R
4meg 1
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luego

ARSALEY /A
I1:€1+¥7
4dmeg a

2m 471'50 T2

=2 2
b= [ vl ["2— ! Z} Ay RO

~9
= /wfoo( _'2) |:p2 — 1 Z*e? + 1 (Z* — Z)€2] Y100 (’FQ)dFQ

2m  4dmwegro 4megrs

2m  4dmeg 1o

. . [ D2 1 Zxe? e 7% — 7)e? L 1 o
= /1/}100( 2) [p2 - } Y100 (TQ)dTQ + ( 4 ) /wwo@/)loo <T2>d7”2
TEN 2

2
I3 = // Voo (71 ) %100 (72) ! S - U100 (T1) U100 (F2) A1 dT

47T€() |F1 —Fg’

5 1 &z
84wy a
Luego
(Z* — Z)e? Z* (Z* — Z)e2 Z* 5 1 €e*z*
H) = ~ A T 7 4 2
(H) =t 4meg a tat dmeg a + 84dmey a
PN 2(Z* — Z)e? Z* N 5 1 e27*
e 4meg a 8 dmeg  a
2 Z*e?  2e? 5 1 e2z¢
= — Z* —Z27%) + =
dmey 2a + 47r50a( )+ 8 dmeg  a
1 e?

= — (=22 4222 —2727* + §Z*
4meg a 8

1 e 5
(H) = C (22 —2zz" 4+ 2z*
4meg a 8
Esta es la expresion a minimizar, por lo tanto:

d{H) 1 e? 5
= — (227 —2Z24+Z) =0
dz* dmeg a < +8)




148 CAPITULO 3. METODO DE APROXIMACION VARIACIONAL

Entonces
. 5
277 -2 +-=0
8
luego
7 =7 — 3
16

Significa esto que:

1 o 2 2
4meg a 16 16
1 €2 5\ 2
Fy=— Clz_2
0 dmeg a < 16)

Para el atomo de Helio Z = 2
1 €2 52
Ey=— — (2 - —
0 dmeg a ( 16>

Eyeriac — _77 38 eV

Comparando con

ES™ = —78,975¢eV
EPt = 748V

la energia obtenida con el método variacional resulta mejor aproximacién, respecto a los re-
sultados experimentales.

Primeros estados excitados

Para el primer estado excitado ny =1;no =2 é ny = 2; ny = 1 la energia es:

BY = B = B9 + B = B + B

= 7%(—13,6€V) + 22 <_1?’fev)
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= —68¢eV
Para el estado singlete, la funcién de onda se escribird
singlete [ = fong ]' g g
1 (7'17 01,72, 02) = E [wloo (rl)w%m ("”2) + ¢2lm ( 1)1/1100 ( )] Xslnglete(GIUQ)
Estéd funcién se llama parahelio. La funcién de onda triplete se escribe

¢;rip16te(7?17 01, FQ; 0'2) = \}5 [¢100 ( 1)1/}21m ( ) T/’le ( 1)w100 ( )] Xtrlplete(GIUQ)

Esta funcién se llama ortohelio.
La correccién de primer orden al primer nivel excitado de energia es

stmg
/lz)rlp>
|7“1 —7‘2’ ‘

Como en el nivel fundamental [f[ , Ez] = 6, E) no depende del nimero m. Entonces

=, W> e  sine
H‘¢tr2p — <,¢) rip

& (S
E,) = <¢ Areo

dTl dr2 |¢100 1 | |w210( )|
dry d7"2¢100 1 ¢210( ) ’ o — ’ lbzzo( l)wmo (772)
EY* = Tt K
——— ————

Integral de Coulomb  Integral de intercambio

La energia del primer estado excitado corregida a primer orden es
By = B + By = B + Ju + Kuy

En la figura 3.7 se muestra el aspecto del diagrama de energias.
En los diagramas de energia se ha hecho uso de la notacién espectroscépica. Esta notacién
depende de la base que se use.

a) Base no acoplada. o acoplamiento L — S (momento angular-espin, por ejemplo espin-
érbita)

Valor de L | Letra
0 S

1
2
3

m g
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s=81+8 =0 LJ=1j=1
l=l+Ilh=1

1P1
Koi{ {s:sl+32:1 2210

I=li+lh=1
3Py10
s=58+8 =0 .
(1s)(2p) {l—lﬁtlg—? = J=04=0
Jo1 So
EV = —34eV Kot
39
J. 1
0 (1s)(2s) {s:'““’z:l —J=1j=1
EO — _68¢V I=hrh =0
(1s)(2s){m=1 =0 m=2 L=0
(1s)(2p){m =1 =0 m=2 b=0
FEy =744V IS()
{s—s1+52—0 S J=0,j=0
I=11+1=0

. AE = E} = 34eV
E{” = -108,8¢eV

77,2:1 12:0

(18)(23){”1 =1 =0

FiGurA 3.7. Diagrama de energia para el &tomo de dos electrones, segtin el método variacional.

Se nota el estado con 2SHLJ de acuerdo a lo siguiente:

IL-S|<J<L+S
si
L>S
entonces
L-S<JLKL+S
luego la multiplicidad de J es
L+S—(L-S)+1=25+1

si
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entonces
S—LLJ<SL+S
luego la multiplicidad de J es
L+S—-(S—-L)+1=2L+1
En este acoplamiento

f11+£2+£3+"'

=

T
§T:§1+§2+§3+"'
j:iT+§T

b) Acoplamiento J — J

j1=£1+§1

32:i2+§2

jT:jl+32+"'
La notacién espectroscépica que se ha usado es la de acoplamiento L — §
Energia de Ionizacion

Es la energia requerida para remover un electréon del estado base al infinito. La energia
del estado base, a orden cero es

B = B + B = —514¢V — 54,4eV
= —108,8¢eV

Experimentalmente se encuentra que la energia del estado base es
E® = —544eV
Con correccion de primer orden, la energia del estado base es:
FEiy=-544eV —24,4eV = —T78,8eV
Por lo tanto la energia de ionizacién es

EP) = 24 6eV

ion
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eo ~ —bd deV

e1 ~ —24,6eV

Z =2

FIGURA 3.8. Primer estado excitado del atomo de Helio. Con correccién

Segundo estado excitado del atomo de Helio: Los dos electrones en el primer estado
excitado ny; = 2, ng = 2. La energia de este estado a orden cero es:

13,6 eV 13,6eV
=y ey = 2 (R ) w2 (B5)

= —27%6,8¢eV
en particular para Z=2

EY = —272¢eV

La funcién de onda es:

sing

29 (771701;772702): Va0 (7_"1)1/}210(772) Xsing(UhUz)

simétrica antisimétrica

El diagrama de energias se muestra en la figura 3.9.

EY) = (v|H'|v)

o2 . . . . 1
4meg /drl /dr2 P10 (7"1)‘2 [Wai0 (72) e

3.2.2. Atomos multielectrénicos

Existen métodos basados en el principio o método variacional que permiten estudiar
atomos polielectrénicos. Con ellos se reduce el problema al de un electrén orbitando alrededor
de un nticleo apantallado.
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1D2
1P1
(2p)(2p)
(2s)(2p) 15,
EY) = -27.7¢V (25)(25)

25)(2s)

(2s)(2p)

(2p)(2p)

FiGurA 3.9. Diagrama de energia para el atomo de dos electrones, en el segundo estado excitado.

La materia es eléctricamente neutra, los atomos son electrénicamente neutros, tienen igual
ntumero de electrones y de protones. Entonces, para un dtomo de Z electrones hay Z términos
idénticos (1 para cada electrén), del potencial coulombiano de interaccién de cada electrén
con el nicleo. Ademas, aparecen los términos de interaccion de cada electrén con los demas.
Por lo tanto el hamiltoniano del sistema es:

Z z z
_E[ p? 1 Z Z€2 4 1 Z 62
N 2m  4me 5 4re i — T
=1 0 7 0 j<i | J 7 |

En la dltima sumatoria se escribe j < i y no j # i simplemente, para evitar términos
repetidos. Por ejemplo para el atomo de Litio Z = 3

~9 ~9 ~9 2 2 2 2
-~ 1 3e 3e e e 1 1 1
=L B B L —
2m  2m  2m  4meg \ 71 79 r3 dmeg \T12 T13  T23

Mas adelante sera conveniente tener presente la configuracion electronica de algunos atomos
en el estado base:

Hidrégeno: Z =1, el estado base n=1,1=0
Se nota

Por lo tanto ms = i%.

NOTA: Se asignan diferentes letras a cada ntimero [, segtin la siguiente tabla:
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letra|s |p|d|f|g

Helio: Z = 2 se nota

ny=1 i1 =0 mg =

Il

—_

o~

—

Il

3

|

| N =
N[ =

1sls = (1s)* — {

n2
Estado base: dos electrones con ny, [ = 0. Por el principio de exclusién de Pauli uno de ellos
debe tener mg; = % y otro ms = —%.

Litio Z = 3 dos electrones con ny = ng = 1y I3 = I3 = 0 se diferencian entre ellos por
el ntimero mg. ny = 1,1 = 0 Se nota 1s ya que hay dos electrones la notacién sera (1s)2.
El tercer electrén debe tener ng = 2, I3 = 0 lo cual se nota 2s por lo tanto para Li se nota
(1s)?2s = He2s

electron 1 — [n; =1 I1=0 me, = %
electrén 2 — <ng =1 lo=0 me, = _%
electron 3 — (n3 =1 I3=0 Mgy = £5

Berilio: Z = 4, el cuarto electréon tendra ny = 2, Iy = 0 y se diferenciara del tercero por my

(n; =1 l1=0 M, = 4

1= 1= 51 = 3
n2:1 l2:0 m =_1

(15)2(25)2 = (He)(25)? — v
’I’L3:2 l3:0 Mgy :%
n4:2 l4:0 mslz—%

Definiciones:
1. Dos electrones pertenecen a la misma capa si tienen igual nimero n.

2. Dos electrones pertenecen a la misma subcapa si tienen igual nimero n e igual ntimero

.

3. En una subcapa cerrada (o llena) estd contenido el méximo nimero de electrones que
se pueden acomodar de acuerdo al principio de exclusion de Pauli.

4. Para una misma subcapa cerrada, — < my < [, la suma de m; es cero

l
M = Z m; =0

my=—1
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5. Para una misma subcapa cerrada mg = :t%
My = E mg =0
ms

6. My =0y My =0 indican que hay simetria esférica, L =0 s =0

Esta simetria permite reducir el problema de un atomo polielectronico a un electrén orbitando
un nucleo. (El problema es de fuerza central).

Usando la aproximaciéon de dipolo eléctrico para estos atomos también se deducen re-
glas de seleccion para las transiciones. Considerando la radiacién electromagnética como una
perturbacién dependiente del tiempo, esta tiene la forma

H'(t)=H'(1,t) + H(2,t) + H'(3,t) + - --

Cada uno de los términos da cuenta de la interaccién de la radiacién (perturbacién) con cada
uno de los electrones.

Sin considerar por ahora la interaccién entre electrones, el sistema estd descrito por el
hamiltoniano

Z =~ 2
~ ; 1 Ze ~
H = t_ — .
i1 2m 471‘50 Z T3 ; ‘

La ecuacion de valores propios de este hamiltoniano es
Hlv) = E|¢)
Las funciones de onda seran
V(1,2,...,2) = ¢a, (1)¢0,(2) - - - haz(Z)
v la energia
E=FE+FE+- -+ Ez

cada hamiltoniano

f—]\'—ﬁ— 1 Z€2

2

2m 47 Eo T
tiene su ecuacion de valores propios

1] 6,,(0)) = Bi| 6,,()

De manera que solucionando lo anterior, se aplica luego teoria de perturbaciones dependiente
del tiempo para calcular las amplitudes de transicién. La matriz (o los elementos matriciales)
de perturbacién se puede escribir como:

(v [H' )] v) _//"‘/fﬁza(l)(ﬁg@)--~(H'(1,t)+H’(2,t)+-~)¢a1(1)¢a2(2)...dfldfg...
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Las reglas de seleccion seran validas a nivel de cada configuracion electrénica sin considerar
la interaccién entre los electrones. Para cada uno de ellos se tienen integrales de la forma

//---/cz)j,l(l)géj,z@)...H’(l,t)¢a1(1)¢a2(2)...dﬁdfg...

Esto a su vez contiene integrales de la forma
[enmmane., i
o en forma general

[ 64 OH G000, )7 = b,

[ @m0, 07 = b,

Con esto se tiene:

1. A nivel de configuraciones, solamente un electrén puede sufrir transicién, y esta debe

satisfacer
Al = +£1

Por ejemplo para el dtomo de Helio, el estado fundamental es (1s)? = (1s)(1s), y el
primer estado excitado es (1s)(2s). En este caso Al = 0, luego una transicién entre
estos dos estados no es permitida.

El segundo estado excitado es (1s)(2p). Al comparar con el estado fundamental Al = 1,
por lo tanto la transiciéon entre estos dos estados es permitida.

2. En el acoplamiento de Russell-Sander (E -8 ) los estados se representan como:
‘nl, li, la, L, s1, 2,5, J, mj>
Los elementos de la matriz de transicién, entonces, tienen la forma
(n'L'S"J|H' ()| nLSJ)

H (t) es la perturbacién dependiente del tiempo debido a la interaccién de la onda elec-
tromagnética plana incidente con los electrones. En la aproximacién de dipolo eléctrico
en H’ () no interviene el espin. El elemento de la matriz de transicién se puede escribir
como:

(' L' J|H' ()| n LIS |S)=(n' L' J |H )| nLJ)dss
Luego para que la probabilidad de transicién no sea nula, el electrén en el estado final
debe tener el mismo espin que en el estado inicial. O sea la transiciéon es posible si:

AS =0



3.2. PRINCIPIO VARIACIONAL 157

-0
1
Dy
-—245¢eV 1P
1
- Eionizacién = *2476 eV 1
So
-B” = —-272eV
1
Py
3Pa1
-ErT = _34eV ISO
351
-E® = —68¢eV
-EPTY = —T48eV
- B0 = —77,38eV
- B = —78 975V X
So

-“E = —108,8eV

Figura 3.10. Transiciones permitidas para el dtomo de Helio.

3. Se debe conservar el momento angular total J

Am; =0,+1
Aj=0,+1

4. Se debe cumplir la ley de la paridad: la paridad del estado inicial debe ser diferente de
la paridad del estado final

/w:\@,wadr = /\L@D:'wa dr

impar mpar jypar

Por ejemplo, con estas reglas algunas transiciones permitidas para el atomo de Helio son las
que se ilustran en la figura 3.10.
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EJERCICIOS 3.2.

1. Use el principio variacional para estimar la energia del estado base del oscilador arménico
tridimensional, usando la funciéon de prueba:

) = Ne—aT

2. A través del método variacional obtenga un valor aproximado de energia del nivel
fundamental del dtomo de hidrégeno, usando como funcién de prueba la del estado
fundamental del oscilador armonico tridimensional dada por:

3/4
v = () el

™

donde a es el parametro de ajuste.

3. Sea un sistema estacionario cuyo hamiltoniano es Hy y cuya funcién de onda se aproxima
por ¥ = c1¢; + c2¢,, donde ¢; y ¢, son funciones reales normalizadas, pero en general
no necesariamente ortogonales, y c1, co son pardametros a determinar.

a) Aplicando el método variacional determine los pardmetros c¢; y c2, calculando
asimismo la energia del sistema con dicho método.

b) Aplique el método del numeral anterior al hamiltoniano:
1 1 p?
H=-ka?+-2 1A
5 7+ 2 2m + Ax
tomando como funcién de onda de prueba 1 = cop, + c11;, donde 1), y 1, son las
funciones de onda del estado fundamental y primer estado excitado del oscilador

arménico lineal, respectivamente. Compare el resultado obtenido para la energia
con el resultado exacto.

4. Teniendo en cuenta los efectos de intercambio, encuentre por medio del método varia-
cional la energia del estado base del dtomo de Litio. Use como funciones de onda de
los electrones individuales las funciones de onda hidrogenoides, de la siguiente manera:

para un electrén en el estado 1s la funcién es Y40 = 2Z13/26*Z”"

Zar.
estado 2s 1,00 = ¢ Zg/Qef 2 (1—+ Zar), donde Z; y Zs son pardmetros variacionales, ¢

es determinada de las condiciones de normalizacién de la funcién de onda 5y, y v de la
condicién de ortogonalidad de las funciones ¥4y ¥ %200 Compare el resultado obtenido
con el valor experimental.

y para un electrén en el

5. Si el fotén tuviera una masa diferente de cero (m. # 0), el potencial de Coulomb se
reemplazara por el potencial de Yukawa, que tiene la forma:

2 —pur
es eH
V(r)=—
() drteg 7
donde p = mg €. Con una funcién de prueba disenada por usted, estime la energia de

ligadura de un 4tomo de “hidrégeno” con este potencial. Asuma que pa < 1y de su
respuesta a orden (ua)?.
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3.3. Otros métodos de aproximacién

3.3.1. Aproximacion de Hartree

Para un atomo de Z electrones el hamiltoniano es

con

Con la ecuacion de valores propios

z 9 2 Z 2
A Ze e S > e o
Z<p’ - K )+KZP~_ V(7 T, T ) = B(F, o, 77)  (3.22)

- 2m r;
=1

Sin antisimetrizar ¢, se aplica el método variacional segtin el cual el problema es el de un
ntcleo con carga Z* e y un electrén de carga —e. La interaccion es entonces una fuerza central.
El apantallamiento se introduce a través de una funciéon de onda de prueba.

Se asume la funcién de onda de prueba

V(71,727 ) = Gi(T1)02(72) ... d2(77 ) (3.23)
Con
(vlv)=1
Cada funcién de onda de particula simple estara entonces normalizada
(6]8,)=5,

Se calcula luego el valor esperado de la energia en ese estado

2

Z ~9
H)y=(¢|H|Y)={¢1,..., 05| Z<2m K>+KZ|T — | fryeer )
i=1 ¢

1>)

/di’ms [—VQ Ze]qbz( )

+6222// Pridr, |3 ( TZT)J _|¢7f](7|3)| (3.24)

>3 j=1
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Si los ¢,;(7; ) son funciones de particula simple que minimizan ( H ), entonces una alteracién
de estas funciones por una cantidad infinitesimal

¢i(7i) — ¢i(7i) + AFi(75) (3.25)

deberfa cambiar ( H ) en un término de orden \?

(HYy > (H) =(H)+ 0\ (3.26)
La alteracion debe ser tal que:
[ nlodm) AR GE =1 (327)
esto es, a primer orden en \
A [ @ o1 (7 B + 0.(7) B (7)) =0 (328)

Reemplazando (3.27) en (3.24) y calculando los términos lineales en A término a término se
tiene:
Primer término:

é/d?’m 61) (-39 ) AR 4 AR () (7 ) )
— /\g/d%{ﬂ(ﬁ-) [—Zv%;] bR [—;ZV?@(%)] } 529)

Para obtener esto se integra primero por partes dos veces y se usa el hecho que F;(7;) debe
desaparecer en el infinito para tener una variacion aceptable de las funciones integrables
cuadradas.

Segundo término:

Ze? Ze?
—AZ/d?’n' [F:(m 6.7 ) + 61 (7 ) Fz(ﬁ)] (3.30)
i Ti '
Tercer término:

0t SO [t [t [ () + FCR)G) ()

i>7 ]

H(F7 (7)65(75) + Fy(7)85(75)) (7)) (3:31)

No se puede igualar a cero al conjunto de la suma ya que, F;(7; ) esta restringida a (3.28).
Pero introduciendo los multiplicadores de Lagrange, esto es, multiplicamos cada una de las
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relaciones de ligadura (3.28) por una constante (el multiplicador) y adicionamos la suma a
los tres términos (3.29), (3.30) y (3.31). El total puede ser igual a cero. ya que las ligaduras
de F;(7;) dadas, se tienen en cuenta.

Notando los multiplicadores con —¢; se tiene:

Z/d?w{Fi*(ﬁ) [—ZV?@(@)} B Zeé @(ﬂ)}

7:' 2
—|—62ZZ//d3T1d3 F* )|¢J( )| Qb('r'z)

i#j ] |75 =75

—€; / d3ri FF (7 );( 7 ) + (términos conjugados complejos) = 0 (3.32)

Los coeficientes de F;(7;) y F;(7;) pueden desaparecer separadamente en cada punto 7j,
ya que se han realizado variaciones locales en las funciones a través de las F;(7;) y Fj (7).
Asi de (3.32)

h?2 ) e o2 5 o (7 L )
—%V Z/d Tj |7 —]Tg| ¢:(7;) = €ds (7)) (3.33)

y una expresion similar para los términos complejo conjugados

= \)2
Vi 2wy [en 2B i) —cotn) (3:34)

2 TR =
m Iy ’7“ 7“‘

La relacién (3.33) corresponde a una ecuacién de valores propios de energia para un electrén
“" localizado en r;, moviéndose en un potencial:

g 2
oy L (339

ji - T.] ‘

Donde el primer término es el potencial atractivo de Coulomb y el segundo es un potencial
repulsivo debido a la densidad de carga de los otros electrones. Como la densidad de carga
de los otros electrones:

p, (7)) = —ele, () (3.36)

no se conoce, se debe buscar un conjunto auto-consistente de ¢,(7; ), en el sentido en que su
insercién en el potencial que aparece en (3.33) conduce a funciones propias que se reproducen
asi mismas. La ecuacién (3.33) es una ecuacion integral complicada, pero es al menos una
ecuaciéon en 3 dimensiones, que hace el trabajo nimerico mas sencillo.
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Una simplificacién mayiscula del problema ocurre cuando V;(7;) se reemplaza por su
promedio angular:

Vi(r:) =/j§fwm (3.37)

y entonces el potencial auto-consistente se convierte en central:

Wi = -2E ey / d‘”’w‘\df EIE vy (3.39)

i - T] |

y asf las soluciones auto-consistentes obtenidas de (3.33) se pueden descomponer en funciones
radial y angular, esto es, estas seran funciones que pueden ser rotuladas por n;, l;, m;, o,
donde o, se refiere al estado de espin (s;, = j:%)

h2
5V V) 87) = () (3.39)
problema con simetria central
con
¢:(77) = ¢i(r, 0, ) = Ri(r)Yi(0, p) (3.40)

Donde R; es la funcién radial y Y; los armonicos esféricos.

3.3.2. Método de aproximacion de Hartree-Fock

El problema de valores propios para la energia de un &tomo con Z electrones tiene la

forma:
Z =~ 2 2
Dj Ze e
—t _ 1,2,....2)=FEy(1,2,....7 3.41
Y o) Y )= B N CREY
= J
con

Y(1,2,...,2) =(7,01;72,05 .. .;T7,07)
la funcién de prueba tiene la forma

V(1,2,...,7) = ¢.(1) $2(2) -+ d2(2) (3.42)

La ecuacion (3.42) tiene en cuenta el principio de exclusién de Pauli si se antisimetriza (esto
quiere decir que todos los electrones deben estar en diferente estado cuédntico):
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Si & =1 se tiene x* y si £ = —1 se tiene x°.
Por ejemplo para un atomo de dos electrones se tiene:

S

¢;41,a2(17 2) [d}nl ng(rla 7"2) + éwnl ng(TQarl )] XA(01702)

9~

S

[¢n1( 1) oy (72) + €Dy (T2) by (71)] X (04, 02)

al-

Realizando un procedimiento similar al seguido en la aproximacién de Hartree, se encuentra
una ecuacién de valores propios como (3.33) pero modificada por un término adicional:

h? ¥
pvi-Zopoy [on e o)~ e daatn) ey
J#i

Aqui Ae; =~ 0, teniendo en cuenta esto se observa que el resultado final no difiere mucho del
obtenido con el método de Hartree.
3.3.3. Aproximacion de campo central

El hamiltoniano para un dtomo de Z electrones

Z 2 4 2 2
~ ; KZe Ke
H = Ex

— 2m Z T * Z Tij

i=1 i=1 1<J
se modifica de la siguiente manera

N 2 7 KZe? Ke? &
CEDWEUED SLEED D ND DL DTN
i=1 i=1 i=1 v i<j Y i=1
con esto se tiene
H=H+H
donde
Z p2 Z
70 _ ] /
LS WA
i=1 =1

y

Z z

~ KZe? Ke?
D D D DD VA G
i=1 ¢ i<j Y i=1

Siendo V//(r;) un potencial central esfericamente simétrico. El término Y V/(r;) se escoge con
i
los siguientes criterios:



164 CAPITULO 3. METODO DE APROXIMACION VARIACIONAL

a) Se escoge de tal manera que se pueda resolver el problema de valores propios para HO.

b) El término de perturbacién HT debe resultar lo més pequeno posible para poder aplicar
la teoria de perturbaciones.

Escogencia particular de V/(r;)

Un caso frecuente es elegir V!(r;) de manera que represente el efecto conjunto, del nicleo y
de los demas electrones, siendo esfericamente simétrico. Entonces para cada electréon se tiene
KZe?

Vi(ri) = == 4+ V() (3.46)

Siendo V,(r;) el potencial central debido al efecto conjunto de los otros electrones, el cual
se obtiene promediando sobre los dngulos (ecuacién (3.43)).

Reemplazando (3.46) en (3.45) se obtiene:

2 2 2 4 2 2
PN D; KZe KZe Ke KZe
H= %— E - + E Ve(ri) — E - + g - + - — Ve(ri)

i i ! i i=1 " i<j Y ¢

2 o2 7 ke
:E:g%_Z:KZ +§:%“”+E:K —E:%m> (3.47)

o
i<j Y

o i’

Se observa que en este caso H' es pequeno pues los dos términos que lo forman representan
la misma cosa (el primero es la interaccién exacta entre los electrones y el segundo es una
aproximacion a esta interaccién). Luego se puede aplicar el método de perturbaciones.

Ejemplo 3.7. Un electron externo fuera de un conjunto de subcapas cerradas.
Cuando se tiene un electron externo fuera de un conjunto de subcapas cerradas tal como
se muestra en la figura 3.11, V! estd dado por:

KZeQ+ K(Z —1)e? Ke?

V/ rT)= — = —
<(r) r r r
—_————
Niicleo Nube electrénica

Luego el potencial se reduce al de un atomo de Hidrégeno

Vﬁﬂz—Kg (3.48)

r

reemplazando (3.48) en (3.47) se obtiene para el electrén externo:

P Ke
2m T
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+Zet

FiGURA 3.11. Electrén externo fuera de un conjunto de subcapas cerradas.

El anterior ejemplo sirve para entender la tabla periédica (Tabla 3.1).

EJERCICIOS 3.3.

1. Usando los resultados obtenidos en la seccién anterior para los iones de H~ y Lit (cada
uno de dos electrones, tipo Helio, pero cargas nucleares Z = 1y Z = 3 respectivamente).
Encuentre la carga nuclear efectiva (parcialmente apantallada) y determine la mejor
cota superior para la energia del estado base en cada caso.

2. Considere el estado mas bajo del orto-helio. ;Cuél es su momento magnético? De esta
forma, calcule la interaccién con un campo magnético externo.

3. Liste los estados espectroscépicos (en la forma ***'L;)que pueden surgir de la combi-
nacioéon:

. Qué estados estan excluidos para los numerales ¢), d) y e) si las particulas son idénti-
cas?
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Z | Elemento | Configuracién Término espectral | Potencial de | Radio (A)
ionizacién(eV)
1 H (1s) 2512 13.6 0.53
2 He (1s)? 1So 24.6 0.29
3 Li (He)(2s) 2512 5.4 1.59
4 Be (He)(2s)? 150 9.3 1.04
5 B (He)(2s)?(2p) 2Py jo 8.3 0.78
6 C (He)(25)%(2p)? 3Py 11.3 0.62
7 N (He)(25)%(2p)? 155 14.5 0.52
8 O (He)(2s)?(2p)* 3Py 13.6 0.45
9 F (He)(25)%(2p)° °Ps3)s 17.4 0.40
10 Ne (He)(2s)?(2p)° 150 21.6 0.35
11 Na (Ne)(3s) 2512 5.1 1.71
12 Mg (Ne)(3s)? 1So 7.6 1.28
13 Al (Ne)(3s)%(3p) 2Py 6.0 1.31
18 Ar (Ne)(3s)2(3p)° 150 15.8 0.66
19 K (Ar)(4s) 2512 4.3 2.16
36 Kr (Ar)(45)%(3d)10(4p)® 150 14.0 0.80

CuADRO 3.1. Tabla periddica. El dato de la tltima columna se obtiene con el pico de la densidad de
carga del orbital exterior.

4. Considere los siguientes estados:

'D, *P, *F, °G, *D, *H

;,Cuales son los posibles valores de J asociados en cada caso?

5. Considere los estados 'D, 3P, 3S, °G, °P, "H. Dado que en cada caso los estados
consisten de 2 particulas idénticas en sus estados de espin posibles mas grande. ;Cuales
de los estados estan prohibidos por el principio de exclusiéon de Pauli?
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3.4.

Moléculas Diatémicas

De igual forma a como los atomos son agregados de electrones y un ntcleo simple, las
moléculas son agregados de electrones y varios ntcleos.

Las moléculas en su estado de mas baja energia son estables, lo cual significa que se
requiere cierta cantidad de energia para disociar aquellas en sus componentes.

La disociacién de moléculas en sus atomos es la ocurrencia mas comun cuando sufi-
ciente energia es transferida al sistema. Por lo tanto el estudio de las moléculas es algo
interesante.

Las moléculas mas simples son aquellas que involucran dos nicleos, es decir la molécula
diatémica. Las moléculas son sistemas mas complejos que los atomos puesto que des-
pués que la energia del centro de masa se fija en el espacio, los ntcleos son atun libres
de moverse; lo cual conduce a un incremento del nimero de grados de libertad del
problema.

Asi, para la molécula més simple de todas (figura (3.12)), hay 6 grados de libertad, 3
para el electrén y 3 para el movimiento relativo a los dos protones.

71 T2

et R et

Ficura 3.12. Molécula de H,

Asi, como sucede en atomos multielectrénicos, un ataque frontal de la ecuacién de
Schrodinger en muchas dimensiones es posible pero solamente numéricamente, lo cual
nos da la informacién sobre la dindmica del sistema molecular. Pero también existen
métodos de aproximacion.

Se puede abordar la dindmica de las moléculas usando el hecho de que los nicleos son

mucho méas masivos que los electrones (% > 10%) y asf su movimiento es mucho més
€

bajo.

Se puede ver el movimiento de los electrones como si los niicleos estuvieran fijos en el
espacio.

El movimiento de los ntcleos, de otro lado, estd en un campo promedio debido a los
electrones. Para un conjunto dado de coordenadas nucleares, habrda un hamiltoniano
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para los electrones; el valor propio mas bajo de este dependeréd de esas coordenadas y
su valor minimo determinard las posiciones de los nicleos
Dados K electrones y N ntcleos se tendrd
e Transiciones rotacionales de los nicleos.
e Transiciones vibracionales de los nicleos.
e Transiciones electronicas.
y
hvpor ~ 10 2h vy
h Vyib = 1072h Velec
Donde vy son las frecuencias electronicas en la zona visible y ultravioleta, v,;; son las
frecuencias vibracionales en el infrarrojo cercano y v, son las frecuencias rotacionales
en el infrarrojo lejano.
3.4.1. Meétodo de Born-Oppenheimer

Considere una molécula de K electrones y N ntcleos. El hamiltoniano del sistema es
H= Z——V2+Z——V2+V(R],n) (3.49)

donde V( R;,7;) representa el potencial de interacciéon coulombiana entre los electrones y los
nucleos, entre los electrones entre si y entre los nicleos entre si. En forma genérica este es:

N
ZV +ZV i =)+ > V(R - B)=V(i)+ V(R))

i<k i<l
la ecuacion de valores propios para el operador hamiltoniano es

K
Z—fw Z ——VQ + V(R )| 6(Rp.7) = Eo( Ry 75)  (3.50)
i=1

El método de Born-Oppenheimer se propone obtener una solucién de (3.50) y, para esto se

toma la aproximacién de considerar los nicleos como si estuvieran congelados (las posiciones

fijas). Se supone que la solucién de (3.50) tiene la forma
(R, 73) = 3 Wl By ) By 7)

Si nos olviddramos de la energia potencial de interaccién entre los nicleos, la funcién de onda

(3.51)

de cada uno de los electrones satisfaceria:

(Z+v(0) () = But(7)
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Si la energia potencial se incrementara en un valor constante C, o sea V(7)) — V(7)+ C, se
tendria

~2
(2 +v(m)+C) () = (B2 +C)uulr)
es decir, el efecto de haber corrido el origen de la energia potencial implica un incremento
constante de los valores propios.

Luego, si se plantea la ecuacién de valores propios para los electrones, es posible entender
a la energia potencial de interaccién entre los nticleos, como un valor de energia en el que se
incrementa los valores propios de energia. Esto es:

K o ) . ) )
[Z —5 Vi H VIR | §u( By 7i) = Un( By )iha( B, 75) (3.52)

=1

Esta expresion representa la ecuacion de movimiento electronica, donde las variables son las
posiciones de los electrones y los parametros las posiciones de los nicleos. En esta ecuacion
de valores propios para las energias de los electrones, las energias se han incrementado en la
energia potencial de interaccién entre los nicleos.

Reemplazando (3.51) en (3.50) se tiene:

h? I B
2. [—QmWn(RJ)ZV?wn(RJ,FZ) + Wo (R)V (R, 7 ). ( By, )
=1
= Wa(B;)Un(B;)0a( R 1) (3.54)

Reemplazando (3.54) en (3.53)

n

— — — N 2 — —
S {Un (B W By o (Byoi) = 30 o oW (B o (o7}
Jj=1

=EY Wn(R;)v.(R;, ) (3.55)
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teniendo en cuenta que

V2 Wo( Bj o ( By, 7)) = u( By, 7 ) VW ( Ry ) + Wa( By V20, ( Ry, 7 )

+2V 0, ( R;,7) - V,Wo(R;)

los términos subrayados son pequenos, pues la variacién de los niicleos es pequena (se mueven
lentamente en relacién a los electrones) y son despreciables respecto al primer término, con
esto se tiene:

VW, ( B ) ( By, 7)) =t ( Bj, 7 ) VW, ( B;) (3.56)

reemplazando (3.56) en (3.55) se obtiene:

N 9 ~ - B ) )
Z{—Z;WMRMWQWM j)+Un<Rj>Wn<Rj>¢n(Rj,m}

n j=1
=EY Wa( B ). (R;,7) (3.57)
Asi:
N p2 B B )
Z{_ZQM VQW"(RJ)"’_UH(RJ )WN(RJ)_EWn(RJ)}wn(Rjaﬁ) =0
n j=1 J
luego
N p2
D gag VAW F3) 4+ Un( Ry Wa (B ) = BWa(By) =0
j=1

—Zfiwvvn(fejw Un( R; )W, (R;) = EW,(R;) (3.58)

3.4.2. Moléculas diatéomicas

Es la més sencilla de todas, estando constituida por dos nicleos (N = 2). Se tienen dos
casos (figura 3.13): La molécula H (N =2, K =1); y la molécula de H, (N =2, K = 2).
Para estudiar el espectro rotacional y vibracional de las moléculas diatémicas hay que
considerar el potencial de interaccién entre los nicleos, el cual se describe por medio del
potencial de Morse (es un potencial fenomenoldgico.)
2(R—Rno) R—Rno

U(R)=Up € @  —2€ an (3.59)
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Molécula de H Molécula de H,

FIGUuraA 3.13. Molécula diatémica.

U,o es el valor minimo que toma este potencial; R, es la posicién de equilibrio.

—

Cuando R — o0, Un(R;) =0

Para R=R,,, Upn(R) = —Upno(R)

7Rno Rno
Para R=0, Un(R):Um,(e an —2€an>7é0

Por lo tanto la gréfica de U, ( ﬁj ) tiene el aspecto de la figura 3.14.
Un(R)

_Uno

FIGURA 3.14. Potencial de Morse
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Para ver que —U,,, es el valor minimo del potencial, se deriva con respecto a R y luego
se iguala a cero:

du, 2 _2(R=Rno) 9 _R=Ruo
=0=U ——€ an — e an

dR ne an + an

entonces:
_ 2(R—Rno) _R—Ry,
—€ an + € an =0
luego
_R—Ru,
e an =1

esto se cumple para R = R,,,. Por lo tanto el potencial tiene un valor critico en R,,,, y

Un(Rno) — _Uno

Para ver que este valor corresponde a un minimo, se deriva nuevamente:

42U, [ 4 2(R—Rno) 9 (R—Rno)
—— =Up | —€ &  — e
dR* |p_p,, | 4n n R=Rno
[ 4 2 2
=Upo |———| =Upo— >0
| On an (79
En resumen, se tiene un valor minimo del potencial (Up)min = —Une, y una posicién de

equilibrio en R = R,,,. El problema de los dos nticleos se puede reducir a un problema de
fuerza central a la cual estd sometida una particula de masa reducida p tal que:

11 4 1
po My My
COIl M1 = MQ
My My M
#= My + M, 2
En el apéndice G se describe la manera de hacer esto, de modo que para la particula de
masa reducida p = % como en la molécula de H} o H, sometida al potencial de Morse

—

V(R) = U,(R), la ecuacién (G.10) se convierte en la ecuacién nuclear

—Zviwnmwunu%)wn(ﬁ) = EW,(R) (3.60)
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My Mo
— R’CM CM

FIGURA 3.15. El problema de dos ntucleos se ha convertido en el problema de una particula de masa
reducida p sometida a un potencial central.

En la figura 3.15 se ilustra la transformacion del problema de los dos ntucleos al de uno de
masa p.

La ecuacién (3.60) es equivalente a la ecuacién (3.58) para el caso de un niicleo de masa p,
luego (3.60) representa un problema de fuerza central porque el potencial de Morse s6lo de-
pende de la posicion. Por consiguiente, se tiene simetria esférica y la solucion se podra escribir
como:

Con
Fu(R) = X"éR)

Clasicamente para la particula de masa p moviéndose en un potencial central, se tiene:

1 )
E=u(*+r0%) +V(r)

Con

1 M ’ . YO . . .
3 w2 = energia cinética del movimiento lineal

1 :
S 1 r20% = energia cinética de rotacién
V(R) = energia potencial

El momento angular orbital es [ = ur292 0 sea que la energia se puede expresar como:
e= - pur“+ - —5 + V(r) = constante
wr

Para el caso cuantico:
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Con % = momento angular orbital

Por lo tanto el hamiltoniano es:

=2 7.2
~ D% k
H==—= Un(R
2u_k2uR2+ n(R)
Reemplazandolo en la ecuacién nuclear:
2 7.2
D% k X,.(R) X.(R)
== Un(R Yim, (0,¢0) = FE Yim, (0
2M+2MR2+ n( ) R kmk.( 7¢) R kmk.( 7¢)
La correspondiente ecuacion unidimensional equivalente es:
n? d?X, R k(k+1)
- “+ U (R)X, + ————2 X, =E, X

Se ha usado el hecho que:
K Y, (6, 9) = 1* k(k + 1) Vi, (6, ¢)
La energia potencial equivalente es:

: B2 k(k+1)
Uequlv — Un R

donde

Un,(R) es la energia de interaccién entre los nicleos

A2 k(k+1)

5 2 es la energia potencial rotacional
I

La ecuacién (3.61) se puede escribir como:

h? d? ;
U] 4R = B,

(3.61)

(3.62)

Para estudiar el espectro vibracional, se considera el caso particular £ = 0 con lo cual la

ecuacion nuclear es:
h? d’x,
21 dR?

+U,(R)X,=E, X,

Solo aparece el alejamiento entre los nicleos (figura 3.16). Si se consideran pequenas oscila-
ciones alrededor de la posicién de equilibrio R,,, se puede aproximar el potencial U, (R)

alrededor de este punto, haciendo una expansién en serie de Taylor:
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FicurA 3.16. Potencial de Morse alrededor de la posicién de equilibrio.

Se tiene que
Un(Ro) - _Uno

ademas, en la posicién de equilibrio estable

dU,(R)

Por lo tanto

dUn(R) 2
o = [A+2B(R~R,) +3C(R~Ro)*],_,, =A=0
R=R,
Llevando el origen de coordenadas a R, por medio del cambio de variable + = R — R,,

R =2+ R,, se tiene:
Un(z) 4+ Upo = Bz? + Ca® + Dz + - -

Con este potencial, que tiene la forma de un potencial anarménico, la ecuacién nuclear (con
k = 0) se reduce a:
n?  d?

_ﬂ@+3x2+cx3+m4+--- X (1) = B X,s)
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donde se ha notado con X, (z) a la parte de la funcién X, correspondiente al movimiento
vibracional.
El hamiltoniano en este caso es H = H° + H' con

Entonces, suponiendo B = % pw?, y tratando el problema con teorfa de perturbaciones,

siendo H' la perturbacion, se tiene el caso ya estudiado en el ejemplo ?7, para el cual se
encontré que la energia (en este caso la vibracional) corregida a segundo orden es:

2 2 3
— 1 3 h 11 ~2 ( _h 1 21 n2(_h 1
Ev—hw(VJri)JrzD(m) -3¢ (m) e W (m) por T

Con v =0,1,2,... = namero cuantico vibracional

Si las oscilaciones son muy pequenas, se puede aproximar de manera aceptable el valor de
energia a:

E,=hw(v+3)

Para obtener el espectro rotacional, se tiene en cuenta que el término angular en el laplaciano

%2
—— F(R) Yim, (0,
3z D) Yion, (0,6)
para R = R, es
F(RO) 7.2 F(RO) 2
k°Y, =————=hkk+1)Y
suqz " Vim0 = 5 g IR+ 1) Vi, 0.9
R? k(k +1)
T F(Ro) Yim, (0,6)
Entonces la energia rotacional es:
B2 k(k+1)
E,=—F—
F 2 R2

Con k£ =0,1,2,... = nimero cuantico rotacional
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3.4.2.1. Reglas de seleccién

Para el espectro vibracional y rotacional hay un valor base de energia Fy =0y E, = F‘T“’

Existen transiciones entre diferentes niveles si la molécula interactua con radiacién electro-
magnética. Pero como en casos estudiados anteriormente, existen reglas de seleccion para
estas transiciones, o sea para que la probabilidad de transicién sea diferente de cero.

Para establecer estas reglas se usa la aproximaciéon de dipolo eléctrico a la radiacién
electromagnética con la molécula diatéomica.

Con la teoria de perturbaciones dependiente del tiempo, los elementos matriciales para la
amplitud de probabilidad de transicion del estado base a otro estado son:

(k|A*-p|0) = (k|cA - eR|0)

con e R = D, el momento de dipolo eléctrico (figura 3.17).

Ny

Dy

Figura 3.17. Momento de dipolo eléctrico.

El momento de dipolo estd variando con la distancia entre los ntcleos. D se puede desar-
rollar en serie alrededor de la posicion de equilibrio estable entre los dos ntcleos:

l_j(R) = 50 +51(R— Ro) +52(R— R0)2 —+ -

Se pueden tomar solo los dos primeros términos pues se van a considerar solo vibraciones
pequenas alrededor de esa posicién de equilibrio (con Dy = eRp):

B(R) =~ 50 + ﬁl(R — R(])
Asi, los elementos matriciales de transicién son:

(k|cAl - (Dy+ Di(R— Rp))|0)
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siendo los ket ‘ k:>

k) =y 0.0

Tomando en consideracion las componentes z

- X,
(klehs, D.]0) = [ “EY,, (6,6) A3 c[Dos + Dio(R - R,))

Xy
- cos eﬁ Yiem, (0, #) R? dR sen 0d6 d¢

= A c / X [Do: + D1.(R— R,)] X, dR

/Y*,mk(ﬂ,qﬁ) Yiem,, (0, ¢) cos@sen df do

Entonces la probabilidad de transicion depende de la ortogonalidad de los arménicos esféricos
Yiim,- El caso es igual a uno estudiado anteriormente, de modo que se tienen las reglas de
seleccion para las transiciones entre niveles del espectro rotacional:

Ak=+1
Amgp =0, +1

La probabilidad de transicién para la parte vibracional depende de la componente radial.
para este caso se tiene:

/X;,DOZXVdR =Do.( X, | X, )#0 si v#v
considerando el segundo término:

/X;",DlzRXVdR— /Xj,Dlz R, X, dR = /Xj,DlzRXV dR — D1.Ro( X | X,)

El primer término contiene a R que es impar, de manera que para probabilidad diferente de
cero X7, X, debe ser impar y esto sucede si Av = £1. El segundo término es # 0 si v’ = v.

En resumen, la regla de seleccién para las transiciones entre niveles del espectro vibracional
se expresa como :

Av =0, +1

En la figura 3.18 se muestra el aspecto del diagrama de energias para estos espectros, de
acuerdo a estas reglas.

La energia rotacional es menor que la energia vibracional E,.o; = hvper = 1072 h vy,
Notese ademas que si Av = 0 el espectro es puramente rotacional, y si Av = 4+ 1 hay cambios
tanto en v como en k, y el espectro es vibracional-rotacional.
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k=3
k=2
k=1
k=0 v=2
k=3
k=2
k=1
k v=1

Espectro rotacional

~
Espectro rotacional y vibracional

FicurA 3.18. Diagrama de energias y transiciones en los espectros rotacional y vibracional.

3.4.2.2. Espectro electrénico

Adn falta por estudiar el espectro electrénico. Para esto considérese la molécula de Hy
(figura 3.19).
h2
La energia cinética nuclear esta descrita por 5, V2. La ecuacién de valores propios de
7

la energia de la molécula diatémica es:

h2 h2 2 2 2 . .
[ R S+ S| W(R7)=E§(R7)  (363)

2 - — +
M I

La ecuacion electronica o ecuacion de valores propios para la energia del electrén es:

Un(R;,7) = Un( Ry ) n(R;,7)
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- R - R
7'—5 7""‘5
_R R
2 2
M oM M
et et
R

F1GURA 3.19. Molécula de Hj.

En el método de Born-Oppenheimer:

n/

donde W,,( E) satisface la ecuacion

—— V2W,(R) +U,(R)W,(R) = EW,(R) (3.65)

La ecuacién de valores propios (3.65) ya fue estudiada para obtener el espectro vibracional
y rotacional de la molécula. Ahora se estudia la ecuacién de valores (3.64). Pero antes se
estudia el comportamiento del potencial que aparece en esta ecuacién, el cual se representa
graficamente en la figura 3.20.

Para R muy grande, el electrén estard ligado a uno de los protones y la energia del sistema
es —13,6 eV, la energia de un atomo de hidrégeno simple. Cuando R — 0 y se deja por fuera
la repulsion protén-proton el electrén estard ligado a un nicleo Z = 2 y la energia de ligadura
serd —13,6 Z2eV = —54,4¢eV.

La energia electréonica como funcién de R interpola suavemente entre estos dos valores.
Cuando la energia de repulsion § se adiciona a esta, aparece la curva para U(R). Se observa
que tiene la forma del potencial de Morse y existe un valor de energia minimo en el que un
protén y un adtomo de hidrégeno existen ligadamente. Esta es la energia de disociacién de la
molécula.

La ecuacién (3.64) podria resolverse usando coordenadas elipticas, pero se empleard el
principio variacional, con una funcién de onda de prueba que refleje algo de la situacion fisica
del problema. Lo importante del andlisis anterior sobre el potencial es que existe una base
fisica para usar el método variacional usando como funcién de prueba una funcién de dtomo
hidrogenoide. Con esto se representa el valor esperado de la energia que se aproxima a la
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eV
% Repulsion coulombiana
entre electrones
R,
R
—13,6
U(R)
energia electronica
—54.4

F1GUuraA 3.20. Comportamiento del potencial de la ecuacién (3.64).

energia electrénica.
Orbitales moleculares

Una funcién de prueba razonable es una combinacién lineal de t;90(r1, 1:2) Y Y100(T2, ﬁ), las
funciones gle onda del egtado base del electrén ligado a cada uno de los protones, asi que
r = |F—&| y ro = |+ &|. Ya que los dos nicleos son idénticos, el hamiltoniano es simétrico
bajo reflexiones en el plano que bisecta la linea que los une, esto es, el hamiltoniano es
invariante bajo cambios ¥ — —7y R — —R. Por lo tanto se pueden tomar combinaciones
lineales que sean también funciones propias del operador paridad. Estas son combinaciones

par e impar de:
- o= 1 _|FR/2|
wloo(rlyR)Ewl(raR): me o
o

. - 1 IR/
¢100(7‘27R)E¢2(7ﬂ7R): me o

Estas son las funciones de onda de prueba del electrén con cada uno de los protones, y se
denominan orbitales moleculares (OM).
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El método que se utilizard con estas funciones de prueba se llama método de combinacion
lineal de orbitales atémicos (LCOA). Para aplicarlo se toman

bo(7 R') = C(R)[1(7 R") + a7, R")]

—

R")]

Donde los subindices g y u denotan a la funcién par e impar respectivamente. 3 Los factores
de normalizacién estan dados por:

a7 R') = C_(R) [y (7, R') — (7,

%:<¢1 + by |1 £ o)
1

= (1|1 )+ (b2 |v2) £ 2(W1|th)

=2+ 2/d3r¢1(ﬁﬁ)wz(ﬁﬁf)

integral traslapada=S(R)

La integral que aparece en esta expresion se llama integral traslapada, y puede ser calculada:

S<R>=/d3w1<f,éwz<ﬁé>

1 . |P=R/2|  |7+R/2|
= / dBre aw e a

Tal
Haciendo el cambio de variable 7 = 7/ — g, entonces:
1 ,, =R
S(R) = 3/d e a e /%
Ta3
R R? /
=(1+=+ e~r/ae
ap 3a?

El valor de expectacién de ﬁo en los dos estados es:

<ﬁ>g,u_2(1;5*(m)<¢1i1/12\ﬁow1i¢2>—u(3)

:m[<w1}ﬁo\¢1>+<¢z]ﬁowz>i<¢1\ﬁo\¢2> + <¢2’ﬁ0’¢1>}

3Esto proviene de las palabras alemanas gerade (par) y ungerade (impar).
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(1| Ho| 1) + (41| Hol¢a)
B 1+ S(R)

Donde se ha usado el hecho de que existe simetria bajo R— —R.

Evaluando los elementos matriciales que aparecen en la anterior ecuacién:

o & &

2m  |7—R/2| |7+ R/2|

<w1\ﬁ0\¢1>=/d37“¢f(77’é) 1 (7, R)

2 S B2
:E1+6—62/d3r|w1(r’_,R)|
R |7+ R/2|

El primer término es la energia del estado base, —13,6 eV, el segundo, la repulsién protén-
protén y el dltimo es la energia potencial electrostatica debida a la distribucién de carga
electrénica alrededor de un protén siendo atraido por el otro protén. La integral que aparece
en el tercer término es:

|F-R/2]|

1) e 2 4
Ta3 1 1
/ﬁl e S (i BY e
|7+ R/2| R ao R
luego
7 e? R —2R/a
<¢1’H0|¢1>=E1+E 1+—)e o
Qo
De manera similar se encuentra que:
- 3 = 62 62 —
H = [ d 1(FR) |E — r, R
(1| Ho|t2) / ryi (T R) | Evt TSy Vo7, R)

_ e? 2 3 W(ﬁé)d}z(ﬁé)
—<E1—|—R>S(R)—e /dr | |

La integral del tercer término es:

luego:

~ 2 )
(1| Ho[ ) = (E1+;> S(R) - & <1+R> _——
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2 2 2
= E1_|_2 1+£+£ e—R/ao_i 1_|_E e—R/ao
R Qo 30/(2) Qo Qo

R R2 2
:El eiR/ao_i_Elie*R/ao_}_Elﬁe*R/ao_i_%e—R/ao

Qo a;

2 2 2 2
+ e efR/ao + e“R efR/ao _ e efR/aD _ € 2R67R/ao

ao a? a, a?

2 2 2
= El RfQ e*R/ao + El _ g i E e*R/ao + El e*R/ao + ge*R/ao
3az 3a,/) ag R

Llamando R/a, =y y €?/a, = —2E:

<w1|ﬁ0\¢1>=El—251(1+y)62y

R 2
(1| Ho|tha) = <1_Z2/> <1+y+%> e

yz
Por lo tanto:

R 1-2(1+ye 2+ [(1—2)(1+y+y—;)e*y—2(1+y) e*y}
Yy Yy
(7,5 2
g 1+ (1+y+%)e v

= Ugu(R)

Minimizando <fI > respecto a R se encuentran R, y U,. La figura 3.21 muestra la energia
g7u
como funcién de R/a,y.

La solucién exacta, segin el principio variacional, debe bajar la curva obtenida, difiriendo
un poco del minimo. En nuestra aproximacién, se observa que la solucién par (g) conduce
a ligadura, mientras la impar (u) no. La diferencia entre las soluciones par (g) e impar (u)
es que en la primera el electron tiene maés alta probabilidad de ser localizado entre los dos
protones, donde la contribucién atractiva estd maximizada. En la sequnda el electrén tiende
a ser excluido de la regién entre los dos protones y no hay nada entre ellos.

Entonces la funcién de onda de prueba no es tan compacta como deberia ser. La razén
es que cuando R es pequeno, la funcién de onda deberia aproximarse a la de un ién He™,
cosa que no sucede. Se podria perfeccionar el cdlculo introduciendo una carga efectiva para

el protén y minimizar <H0 > con respecto a aquel pardmetro en adicién a R.
g

Molécula de Ho

Consiste de dos protones y dos electrones, como se ilustra en la figura 3.22.
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E
Uu(R) primera
Ug(R)
segunda
valor experimental
1,06 A
—13,6eV R
1,3A
1,76 eV
2,8eV
valor
experimental
—15,36 eV Solucién exacta de E,4(R)
—16,4eV

FIGURA 3.21. Energia en funcién de R/a,y.

Ya que hay dos electrones (en contraste a la molécula de H} donde hay solo una), el
principio de exclusién de Pauli y el espin electrénico hacen la diferencia respecto al caso
anterior.

Rotulando los protones con A, B, y los electrones con 1 y 2, el hamiltoniano tiene la
forma:

€2 e2
H=H +Hy+—+
ri2  Rap
donde
B i 2 2

;= - =
2m  ra Ta

depende Unicamente de las coordenadas del electrén ¢ relativas al nicleo.

Se calculara la cota mds alta de U(R4p) a través de la construccién del valor de ex-
pectacién de H con una funcién de onda de prueba.
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R
A 48 B

FIcura 3.22. Molécula de Hs.

Ya que

62

-
K3 ’L+RAB

no es mas que la expresion de los hamiltonianos para la molécula de H;, intuitivamente se
toma como funcién de onda de prueba un producto de dos funciones 1s o, para la molécula

de H;:

1

Yo7 72) = ST SR

[Pa(71) +¥s(71)] [Pal(72) + ¥s(72)]  Xengete

orbitales moleculares orbitales moleculares antisimétrica

funcién simétrica

o 1
YolT072) = S g

(Va(71) a(72) + ¥p(71) Ye(72)) + (a(71) ¥e(72) + ¥p(71) Ya(72)) | Xon

término iénico término covalente

producto de orbitales moleculares
El valor esperado de H es:
<H> :<¢’9‘ng>

2

= (| [( - ) + (Ba - ) + 2+ 5| | 0)

:<¢g‘ﬁ1‘¢g>+<¢g‘ﬁ2‘¢g>+<wg‘%‘¢g>_%<¢g|¢g>
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= U(Raz) + U(Raz) + (g | % ’¢g> e

" Rap
2
Rup

<ﬁ1>:2U(RAB)—

+<wg\fi ¥y )

2

. , e
Si se evalua <¢g ’ —
T12

la energia de ligadura y separacién internuclear estan dadas por

(I > y se minimiza con respecto a la separacién R, 5, se encuentra que

U;" = —2,68eV
R™ =0,85A
Los valores experimentales son:
Ug® = —4,75eV
R = 0,74 A
Luego, la aproximacién no es buena.
Método de Heitler-London (Valence Bound)

Se usa como funcién de prueba en el principio variacional:

WA, ) = \/2 gy [ U+ 072 Y (7)) s

Definiendo ¥, (7; ) = Y4, v ¥5(7; ) = ¥s,, para simplificar escritura, se tiene:

~ 1 ~
<¢‘H‘¢>:m<¢mw32+¢mw31‘H‘¢A1w32+¢A2w31>

1 2 2
= 1+S2<1/}A1w32+1/}142w31‘ [T1+T —ﬁ—&
2 2 2 2
— e E 2 Y+ Y )

donde

Ta1

2
(Tl - 6) ¢A1 = El ¢A1

2
<T1 - f) Yas = By s

A2
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2
<T2 - 6) wBl = E2 wsl

TB1

2
(Tz - 6) sz = E2 1/’}32

B2
luego:
E

n=2
v==~6
v=3>5
v=4
V= n=1
k=3 V=
oy =1

Ficura 3.23. Espectro de la molécula diatémica.

<ﬁ[>1<<¢A1¢BQ‘ [2E1—i—i+%+ - }‘¢A1'¢Bz>

T 1462 TB1  TA2 Rap
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2 2

+<¢A1¢32\ [2E1_L_L+i+RejB} ‘¢A2w31>>

B2 TA1l 12

e2

1
g | B ) (L8 — 26 (b )

2628 (o | i [+ [ oLy o [ Wt s ]

Evaluando lo anterior y minimizando se encuentra

E{fY = —314eV
RIL = 0,87 A

Estos dos valores mejoran un poco respecto al resultado experimental.

En la figura 3.23 se muestra el aspecto del espectro de energia de la molécula teniendo en
cuenta la parte electrénica, vibracional y rotacional.

EJERCICIOS 3.4.

1. En la molécula de HCI se ha observado algunas lineas de absorciéon con nimeros de
onda (en cm 1) 83.03, 103. 73, 124. 30, 145.03, 165.51, 185.86

a
b
c

d

;Son estas lineas transiciones vibracionales o rotacionales?

;Cuales son sus frecuencias caracteristicas?

;,Qué valores de J corresponden a estas y cual es el momento de inercia del HCI?
Estime la separacién entre los ntcleos.

)
)
)
)

2. jCual es la razén del nimero de moléculas de HCl en un estado con J = 10 al niamero

en un estado con J = 0, si el gas de moléculas se encuentra a una temperatura de
300 K7?

3. Considere la energia vibracional y rotacional de una molécula en la aproximacién
J(J + 1)R?
2mR2

Encuentre la posicién donde la energia es un minimo. Si el momento de inercia de la
molécula se calcula usando la nueva separacion internuclear, muestre que la energia
rotacional puede escribirse como:

1
Ej(R) = 5 mw?(R — Ro)? +

Ej=AJJ+1)+B[J(J+ 1)+

Determine los coeficientes A y B (el ultimo es el efecto de distorsién centrifuga).
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Capitulo 4

Introduccion a la teoria de
colisiones

La estructura atémica, molecular y nuclear ha sido ampliamente explorada a través de
la espectroscopia y esto ha sido posible debido a la existencia de los estados base. En cierto
sentido se puede entender a la espectroscopia como un proceso de dispersién. Por ejemplo, el
atomo en el estado base es excitado por proyectiles (estos pueden ser electrones de un tubo
de descarga o también fotones) y entonces se observan los fotones emitidos cuando el dtomo
regresa del estado excitado al estado base o a otro estado de menor energia. Tipicamente
este proceso de excitacién no se describe como una colisién ya que el dtomo tiene niveles
de energia muy bien definidos, en los cuales éste permanece durante tiempos enormemente
grandes comparados con los tiempos de colisién y por lo tanto es posible separar el decaimiento
del proceso de excitacién.! En particular, las caracteristicas del decaimiento no dependen del
modo particular de excitacion.

Cuando se intenta tener informacion sobre la naturaleza de los constituyentes de la materia
y de sus interacciones sobre escalas atémicas y subatémicas, la tnica técnica experimental
conocida es la de dispersién de diversas particulas cuando chocan con blancos especificos. En
ntcleos y también en particulas elementales existen niveles de energia, pero frecuentemente la
vida media de éstos no es lo suficientemente larga como para permitir una separacién entre la
excitacion y el decaimiento, puesto que tipicamente la dispersién resonante estd acompanada
de un fondo de dispersion no resonante, y la separacién de las dos es normalmente complicada.

La espectroscopia molecular se realiza gracias a procesos de dispersién en los cuales un
haz (por ejemplo de electrones) incide sobre una molécula, figura 4.1, y como resultado del
proceso se obtiene el espectro molecular, dividido en tres partes: (a) el espectro rotacional,
de origen nuclear, cuyo rango de energias es del orden de ~ 10~* eV (infrarrojo lejano), (b)
el espectro vibracional, de origen nuclear, con energias del orden de ~ 102 eV (infrarrojo
cercano), (c¢) Espectro electrénico, de origen electrénico, con rango de energias del orden de
~ 1eV (visible y ultravioleta cercano).

En la espectroscopia atémica, el haz incide sobre un atomo, figura 4.2, emitiéndose ra-

'La vida media del estado 2p del hidrégeno es 1,6 x 1072 s que es bastante grande comparado con el tiempo
caracteristico de excitacién 2 x 10717 s.

191
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d~107%m radiacién
electrén, e~
E,~1eV Molécula e~

AFE ~1eV

FiguraA 4.1. Espectroscopia molecular.

diacién en el rango del visible o ultravioleta cercano (espectro atémico de origen electrénico),
del orden de ~ 1eV.

ay ~ 0,5 x10719m

radiacion

E,~1eV 4tomo e~

AE ~ 1€V
EF#EO

FiGurA 4.2. Espectroscopia atémica.

En otro proceso llamado dispersién Rutherford, un nicleo de helio (He'™) incide sobre
un ntcleo pesado siendo desviado como se ilustra en la figura 4.3. La energia asociada a este
proceso es del orden de ~ 1 MeV.

En la figura 4.4 se ilustra de manera general un proceso de dispersion. Tanto la particula
incidente como el blanco se toman como si fueran particulas sin estructura. El potencial de
interaccion electrostatica es:

71 Ze?
T

V(r)==k

En 4.4(a) se muestra la situacién clésica, y en la figura 4.4(b) se ilustra la representacién
de la colision en el espacio de momentos. El angulo de dispersién es 0, p’ es el momento del
electrén incidente y ¢ es el momento transferido al blanco.
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d~10"%m

H€++

Nicleo He™
Ey,~1MeV

AE ~1MeV

FIGURA 4.3. Dispersién Rutherford.

!

e

Trayectoria cldsica

Ze

o
b 5/

G=p—0p

(a) (a) Trayectoria clésica. (b) (b) Representacién en momento.

F1GURA 4.4. Proceso de dispersién.

La dispersion de electrones por nucleos se representa en la figura 4.5. En este caso incide
una particula sin estructura sobre una particula blanco con estructura. El rango de energias
es del orden de ~ 10? MeV.

Otro caso de particula incidente sin estructura sobre particula blanco con estructura, es
la dispersion de electrones por nucleones (figura 4.6). En estos procesos el rango de energias
es del orden de ~ 1 GeV.

En este caso se presentan dos tipos de colisién: elastica o ineldstica. Las dos situaciones
se representan a través de los diagramas de Feynmann en las figuras 4.7(a) y 4.7(b) respec-
tivamente.

En este capitulo se desarrollan los conceptos elementales relacionados a los problemas
de colisiones. Los resultados de los experimentos de colisiones son expresados por medio de
cantidades conocidas como secciones eficaces de dispersion, las cuales estdn directamente
relacionadas con el comportamiento asintético de las soluciones estacionarias de la ecuacion



194 CAPITULO 4. INTRODUCCION A LA TEORIA DE COLISIONES

d~10"15m
o
Ntcleo e
Ey~ 250 MeV —1GeV
AE ~ 10> MeV

EF#EO

FiguraA 4.5. Dispersion de electrén por nticleos.

d~10""m
-
Nucleén e
Ey~45—-25GeV
AFE ~ 10GeV
EF # EO
FI1GURA 4.6. Dispersion de electrén por nucleones.
JET
Hadrones
B B
e~ Protén E;w on',m e~ E;lm Dn'sm
e Protén Eh, ﬁhv m e Ehn ﬁh) m
E.p E,p
(a) Colisién eldstica. (b) Colisién ineldstica.

F1cUrA 4.7. Diagramas de Feynmann para representar la colisién de electrones con nucleones .

de Schrodinger. Primero se dard una definicién de seccion eficaz véalida tanto en la formu-
lacion cldsica como en la cudntica. A continuacién se desarrollard la técnica de separacién del
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movimiento del centro de masa, que permite que el problema de colisiéon de dos particulas que
interactiian entre si a través de un potencial que depende de la distancia, V (), se reduzca al
de una particula de masa reducida sometida a un potencial central.

En seguida, se estudiara la dispersién de una particula debido a un potencial central y
se introduce el método de corrimiento de fase en el contexto de la aproximacién de ondas
parciales. Posteriormente se introduce la llamada aproximacién de Born, y por iltimo se

considera la dispersién de Rutherford originada por un potencial de Coulomb V,(r) ~ %

4.1. Seccién eficaz y luminosidad

Como se senald previamente, las colisiones son los procesos mas importantes usados para
estudiar la estructura en fisica subatémica. El comportamiento de una colisiéon es expresado
normalmente en términos de una seccién eficaz. Para definir la seccién eficaz, se asume un
haz de particulas incidentes sobre un blanco, el cual se comporta como un centro dispersor
(o un conjunto de estos).

Considérese inicialmente una particula con energia E incidiendo sobre el blanco, como
se muestra en la figura 4.8. La particula es desviada por un centro dispersor, de modo que
emerge con un angulo # respecto a la direccién inicial. El pardmetro de impacto es b.

Particula incidente 0

Centro dispersor
FicUrA 4.8. Particula incidiendo sobre un centro dispersor.

De manera més general, se tienen particulas incidiendo dentro de un parche infinitesimal de
area do, llamada seccion eficaz de dispersion, dentro de un correspondiente dngulo sélido df2
(figura 4.9) .

o
El factor de proporcionalidad D(6) = 10 se llama seccién eficaz diferencial de dispersién.

En términos del pardametro de impacto y el &ngulo azimutal ¢, figura 4.9, se puede expresar
do=bdbd¢ y d) = sen df d¢, de modo que:

(0) = bdbdp b | db
~ senfdfde  senf | df

(4.1)
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Ya que 6 es tipicamente una funcién decreciente de b, la derivada es normalmente negativa y
por eso se toma el valor absoluto.
La seccién eficaz total, es la integral de D(6) sobre todo el dngulo sélido:

ot = / D(® (4.2)

y en otras palabras, esta es el area total del haz incidente que es dispersado por el blanco. Por

ejemplo, en el caso de una esfera dura de radio R que dispersa particulas ligeras, la seccion
2

eficaz diferencial de dispersiéon D(f) = 7Y as{ la seccién eficaz total es:

R2
Otot = = /dQ =7 R? (4.3)

La seccion eficaz tiene unidades de area y estas se relacionan con las dimensiones subatémicas
en barns(b) o fracciones decimales de barns, donde

16=10"2m? =100 fm?
siendo

1fm=1Fermi=10""m

Finalmente, se supone que se tiene un haz de particulas incidente, con intensidad uniforme
(o luminosidad como se le conoce en fisica de particulas):

do
dQ) = (sen§df)d¢

bdo 0
db

do
do = (bd¢)db = bdbde

FI1GURrA 4.9. Particula incidiendo sobre un area.
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L = numero de particulas incidentes por unidad de area por unidad de tiempo.

El nimero de particulas contenidas en el drea do (y que son dispersadas en el dngulo df?),
por unidad de tiempo es:

dN = Ldo = L D(0) d2 (4.4)
asi:
1 dN
D(9) = 70 (4.5)

Esta es la definicién de seccién eficaz diferencial, ya que hace alusion a cantidades que se
obtienen facilmente en el laboratorio. Si el detector acepta particulas dispersadas dentro de
un angulo sélido df2, simplemente censa el niimero de particulas por unidad de tiempo N, y
lo divide por df2, y normaliza a la luminosidad del haz incidente.

4.2. Aproximaciéon de ondas parciales

4.2.1. Sistema de dos particulas con interaccién V(r)

Considérese el caso tridimensional de dos particulas de masas m; y mg interactuando a
través de un potencial V (r) que depende exclusivamente de la separacién entre las particulas,
r=/z2+y%+ 22

Inicialmente considerando que las dos particulas no interactiian entre si, el hamiltoniano
del sistema es:

=2 =2
73 P1 P>
H=——+—"= 4.6
2m1 + 2m2 ( )
cuya ecuacién de valores propios es:
o, o,
(—2le1 - 27’n2v2> ’Qb(Tl,TTQ) = E?,[J(T_"l,’I"Q) (47)
donde
Y(1,72) = ¢(71) ¢(72) (4.8)
- C ei k1-714i oy (49)
Yy
E=F+ Ey (4.10)
. 2m1E1 2m2E2
siendo ki = 2 Y k3 = (OR
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Con el cambio de coordenadas

=71 —1Ta (4.11)
R = T mars (4.12)
my + ma
se encuentra que la energia es:
h2 K2 h2 k2 P2 p2
B = T 4.13
2M + 21 2M + 21 ( )
. 1 1 1
donde se han usado las definiciones M =m; +mgo, — = —+ —, P=h K,y p=hk.
momyp M
La funcion de onda escrita en las nuevas coordenadas es:
W(7, R) = ¢ @R -Rriks (4.14)

Siendo la primera parte de la exponencial la correspondiente a la funciéon de onda del centro
de masa y el segundo término a la funcién de onda de la particula de masa reducida pu.
Cuando hay interaccién, el potencial de interacciéon entre las particulas depende de la
distancia |7} — 72 | = r. En coordenadas 7,72, el hamiltoniano del sistema es:
=9 N
3 P1 P3 S =
H=_ —+_—"=+V(rn—-r 4.15
o+ o+ V(|7 = 72 ) (1.15)

y en coordenadas R y T

H= 213\24 + ;’; +V(r) (4.16)
La ecuacion de valores propios de este hamiltoniano es:
R _, K, L3 =
(2]\4 Vi — 20 Vi + V(r)) (T, R) = E¢(7, R) (4.17)

Teniendo en cuenta que el potencial V' (r) solo depende de la coordenada 7, la solucién (7, ﬁ)
se puede escribir como:

W(F, R) = C KR g(7) (4.18)

Realizando algunos pasos algebraicos se encuentra reemplazando (4.18) en (4.17) que:

2
(— Vi v<r>) o(7) = By 6(7) (4.19)
donde
Ei=E— Z\If (4.20)

Asi, el problema de los dos cuerpos interactuando se ha reducido al de una particula de masa
w sometida a un potencial central V(r).
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4.2.2. Particula en potencial central

Sea una particula de masa p moviéndose en un campo de fuerza central, y sea 7 él vector
que indica su posicién con respecto a un sistema de coordenadas. El hamiltoniano del sistema
es:

=2
~ p ~
H=—+V
o T (r)
y su ecuacién de valores propios:
Hy(r7)=Ey(r) (4.21)

El operador H conmuta con el operador momento angular orbital L:

~ o~

[Ht xp]=[HL]=0

O sea, el momento angular es una constante de movimiento para la particula moviéndose en
un potencial central.
Los operadores H, L, y L? también conmutan entre si:

(B.0.] = [B,2?] = [£..12] =0

Por lo tanto, las funciones propias de energia también son funciones propias de L, y L2.
Luego, en coordenadas esféricas, estas funciones deben ser de la forma

(7)) = Rp(r) Yim(0, ¢) (4.22)

En el apéndice H se demuestra que p? se puede escribir como:

o L* R0 (5,0
p_r2 r2 Or T@r

Usando el anterior resultado, se tiene:

=2 2 T2
24 2ur? Or (r or + 2ur2 (4.23)

La ecuacién (4.21) se puede escribir como

~

(T+V () v(7) = Eo(7)

Luego, reemplazando (4.23) en (4.21):

29[ ,0 L2
[_ 2ur287‘(T 87“) +2,ur2 +Vir)

(7)) = E¢(T) (4.24)
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reemplazando (4.22) en (4.24):

o ,0 L2
[_ 2ur? or <T ('97“) +2;u“2 +V(r)

y teniendo en cuenta que

Ry(r) Yim (0, ¢) = E Ri(r) Yim (6, 0)

LYy (0,0) = K211+ 1) Y (6, ¢)

se obtiene:

2 2
[— 237“2 57' <7"2 ;) + l(l;_'uigh + V(T)] Ry(r) = ERg(r) (4.25)

la cual se puede escribir como:

R [1 d d 1d I(l+1)
S — |4+ — = R +V R =FR
2M |:7' dT </r dT) T d?‘ 7"2 :| nlm (7') (7") nlm (T) nlm (’r)

se observa que no hay dependencia sobre m. Asi, para un [ dado siempre habra degeneramiento
de orden (21 4 1), ya que todos los valores de m tendran la misma energia. Luego, omitiendo
el indice m en la funcién radial, (4.25) se puede escribir como

> 2d 24 I(1+1) K2 2uE
e - T - T —_— —_— pu— 4.
(dr2 + " dr) Ry (r) 2 [V(T) + 22 ] Ry(r) + = Ry(r)=0 (4.26)

Asumiendo que los potenciales que se considerardn estaran restringidos a aquellos que vayan a
cero en r — 00 mas rapido que % (sin considerar el potencial de Coulomb que se estudiard mas
adelante). De esta forma los potenciales de interés satisfaceran la condicion:

lim rV(r)=0 (4.27)

r—00

Introduciendo la notacién

se sigue que

Raa(r) =+ Un(1). (1.28)
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d 1 dUnl(T) 1 2|1 dUnl(T) 1
= T S| 42 |- - S,
dr |r dr r2 )| + r|r dr r2 /()
- 1 dQUnl(T) _ i dUnl(T) _ i dUnl(T)
e dr? r2 dr r2 dr
2 2 dUy(r) 2
T Ut = e )
1 d?U,,(r)
S dr?
entonces la ecuacién (4.26) se reduce a
1L d?Up(r) | 2u I(L+ 1) B2 Up(r)
— — E _ —_ pu—
r o dr? + h? vir) 2412 r 0
6 equivalentemente
d*Un(r) 2 I(1+ 1) R?
= + 2 V(r) Sir? Uni(r) =0 (4.29)

Esta es una ecuacion unidimensional con las siguientes condiciones:

1. El potencial V (r) se altera por la adicién de un potencial centrifugo de repulsién

11+ 1)h?

V(r) — V(r) + 22

2. Se requiere que U,,;(0) = 0 para que la funcién de onda sea finita en el origen.

Las anteriores condiciones significan que la particula se encuentra sometida a un potencial
efectivo, y que la probabilidad de encontrar la particula en el centro de fuerza es cero.

Por ejemplo para un potencial V(r) cuadrado (figura 4.10) en el limite » — 0 (cerca al
origen), los términos dominantes de (4.29) son:

U I(l+1)
dr? 72

U= .0 (4.30)
Puesto que la funcién de onda se anula en » — 0, se propone como Ansatz:
U(r) ~r? (4.31)

reemplazando (4.31) en (4.30):
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Vi(r)

I(1+1)k2
2u 12

Verr(r)  Vo(r)

FiGURrA 4.10. Potencial efectivo debido a la adicién de un potencial centrifugo.

luego
s(s—=1)—=1l(l+1)=0
Asi que
l+1
S =
-l

La solucién que satisface la condiciéon U(0) = 0, o sea la solucién que se comporta como
ri*1 se llama solucién regular. La solucién que se comporta como 7! se llama irregular. En
términos de R(r), teniendo en cuenta (4.28), las soluciones son de la forma:

7l Solucion regular

R(r) ~ (4.32)

r~!=1  Solucién irregular

Para r — o0, en la ecuacién (4.29) se pueden despreciar los dos tultimos términos:

PV 2uE
dr? h?

La condicién de normalizacién de la funciéon de onda implica que

1= [ ()P

Ux0 (4.33)

:/Ter/dQ|Rnl(r)lﬁm(9,¢)l2
0
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= [ dr| B P [ dlYin(0.0) P
0

_ / Upa(r) 2 dr
0

(4.34)

Luego, la funcién de onda debe desaparecer en el infinito. Asi que para E < 0 se puede

escribir:
2uE )
= —q
72
y la ecuacién (4.33) serd
d2U )
W — U = 0,
siendo su solucion asintéticas:
U(r) ~e ",
Si E > 0 se escribe
2uk 9
h2 k
y la ecuacién (4.33) serd
d?U )
siendo su solucion asintoéticas:
U(r) etkr
entonces
elk’r’
Rl(r) =
(=

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

es decir, la soluciéon para r grandes, se comporta como una onda esférica con origen en el

centro de fuerza.
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4.2.3. Particula libre: Ondas planas y expansién en armonicos esféricos

Considérese el caso particular V(r) = 0, o sea el de una particula libre. Como atin esta pre-
sente la barrera de potencial centrifugo, la ecuacién radial (4.26) es:

2 2d I(I+1)

L2 D] o i) =0 (142
con
QW E
kZZZ—z (4.43)

Con el cambio de variable p = kr, (4.42) se escribe como:

@R 2dR I(+1)

dp*  pdp P’

R+ R=0. (4.44)

Definiendo U(p) = p R(p) facilmente se demuestra que

2 2d 1 d?
@w+pmJR—pdw”

Resultado que permite escribir (4.44) como:

d?U (1 +1)

G~ Utu=o (4.45)

2
Para [ =0, (4.45) es T + U =0, y las soluciones son sen p y cos p:
p

sen p

p
Ro(p) = cos p

Solucion regular

Solucién irregular

Para un [ arbitrario, las soluciones pueden expresarse en términos de las funciones de Bessel
esféricas.
La solucién regular es j;(p), la cual es:

i = (=) (53,) (55°)

v la solucién irregular, también llamada funcion esférica de Neumann, es:

wn=—(~o) (L) (22).
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Las primeras de estas funciones son:

. sen p cos p
jOp = no:_
() ==, P
) senp  cosp cosp senp
]1(p): 2 - ny = — 2 -
p p p p
. 3 1 3 (3 1 3
j2(p) = 5T, senp = cosp n,(p) = — T, ) eosp— senp

Para valores grandes de p, las combinaciones de estas funciones son las funciones esféricas de
Hankel:

hgl)(P) = ji(p) +in(p) (4.46)
h? (p) = ji(p) — inu(p) = [hS" (p)]* (4.47)

Las primeras de estas funciones son:

eir e-ip
AL — h® S
o' (p) i o (p) i
err i ielr 3i 3
Y (p) = — <1+) iV (p) = — <1+—>
v () p p ’ p p P
Los casos especiales son:
1. El comportamiento cerca al origen (p < 1)
0’
j Sa 4.48
Jl(p) 1'3'5"‘(2l+1) ( )
1-3-5---(20—-1)
n(p) = — I (4.49)
2. Para p > [ las expresiones asintéticas son:
. 1 lr
Ji(p) = » sen(p — F) (4.50)
- 1 ks
m(p) = —; cos(p— F) (4.51)
y asi
hY (p) = — L pilp=tn/2) (4.52)
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La solucién que es regular en el origen es:
Ri(r) = j.(p) (4.53)

y su forma asintética para p grande es usando (4.50):

1
Ry(r) = . sen(kr — %r)

1 —i(kr—Im i(kr—Ilm

Ry(r) =

kr kr

—i(kr—Im/2) i(kr—lm/2)
[6 € ] (4.54)

N | .

Esto es valido para kr > 1 que corresponde a la zona de radiacion en Optica.
La ecuacién de valores propios para el hamiltoniano de particula libre de masa u es:

22

%w(??) = Ev(r) (4.55)
o también

= 2uk .
esto se nota también, con k? = Q%QE

[62 + kﬂ W(7) = 0. (4.56)

Una de las soluciones de (4.56) es de la forma

Y(7) 2 ek (4.57)

Si se escoge k a lo largo del eje z, se puede demostrar (Apéndice I) que la onda plana puede
escribirse como una expansién de armonicos esféricos de la forma:

eikz _ pikrcosd _ 2(21 + 1) R/(r)P)(cos 0) (4.58)
=0

luego, con la funcién de onda plana dada por (4.57), el flujo asociado es:?

i= g (0T u—wTw)

2Véase el Apéndice J.
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= i+ i) =

4.5
2ip (4.59)

En el limite asintético p — oo, teniendo en cuenta que j,(p) estd dada por (4.54), la onda
plana propagandose en la direcciéon del eje z se escribe como:

o0

et =23 (214 1)

2
1=0

6fi(k:r7lﬂ'/2) 6i(krfl7r/2)

P 4.
o . ) (cos 0) (4.60)

es decir, la solucién de onda plana en el limite asintético queda descrita en términos de dos
ondas funciones de onda esféricas: una entrante (signo negativo en el exponencial) y una
saliente (signo positivo en el exponencial).

Si se tiene en cuanta que i' = €4™/2 entonces claramente se observa que (4.60) se puede
escribir como:

et (kr—Im) etkr
- + —
2ikr 2ikr

eF = i(m +1) Py(cos 6) (4.61)
=0

4.2.4. Dispersion de onda plana por centro dispersor

Ondas esféricas salientes

(particulas dispersadas)

Ondas planas incidentes
z

Particulas incidentes Ondas planas salientes

(particulas no dispersadas)

centro dispersor V(1)

FIGURA 4.11. Representacion esquemaética de la dispersiéon de un haz de particulas.

En la figura 4.11 se representa esqueméticamente un haz de particulas libres moviéndose
en la direccién del eje z y representadas por un paquete de ondas incidiendo sobre un centro
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dispersor (caracterizado por un potencial de dispersién V(r)). Como consecuencia de la in-
teraccion de las particulas con el centro dispersor se tiene un haz de particulas dispersadas
representadas por un paquete de ondas esféricas, las cuales tienen su origen en el centro
dispersor (r = 0).

La conservacion de las particulas obliga a concluir que la presencia de un potencial radial
dispersor V(r) unicamente puede alterar la forma de la onda plana incidente (4.61) de la
siguiente forma:

e—z(kr Im) eikr

B(F)~ Y (20+1) |- —5 g T Suk)
=0

Py(cosb) (4.62)

es decir, el efecto del potencial dispersor solamente puede verse reflejado en la parte de la
funcién de onda saliente, a través de un coeficiente Sj(k), que por conservacién del flujo de
particulas debe estar sujeto a la condicién:

| S1(k)|? = 1. (4.63)

Sumando y restando a (4.62) la cantidad:

> (2+1) 57 Pilcos0) (4.64)
=0

se obtiene que el haz de particulas dispersadas estd descrito por la funcién de onda

efi(krflfr) eikr

[ee]
Y(7) ~ ;(%4—1) s T 20k Py(cos )
+Y (2 +1) 713,@039) — (4.65)
=0

Haciendo uso del hecho que una ondas plana propagéndose en la direccion del eje z esta dada
por (4.60), entonces (4.65) puede escribirse como:

o0 ikr
Y(7) = e 4 l;(zz +1) Fi(k) Pi(cos ) —
) etkr
=A {e”“ +F(0) = } (4.66)

donde F'(6) es la amplitud de dispersién y describe la dependencia angular de la onda esférica
saliente. Su determinacion es el objetivo de los experimentos de dispersion. La amplitud de
dispersién F'(0) queda definida por:

= (21 +1) Fy(k) P(cos 6) (4.67)
=0
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con

Si(k)—1

Fy(k) = ik (4.68)
Para entender el significado fisico de la funcién de onda (4.66), es necesario tener en cuenta
que en los procesos de colisién en realidad lo que estd incidiendo sobre el blanco es un haz de
particulas. Una parte del haz incidente propagandose en la direccién z no interactua con el
blanco y por lo tanto no se dispersa. Este haz no dispersado quedaré descrito por la onda plana
de la ecuacion (4.66). La parte del haz que si interactua con el blanco queda representada por
una onda esférica saliente. Este proceso se ilustra en la figura 4.12. Alli aparece un detector
con el cual se barre una seccién eficaz y de esta forma es posible conocer el nimero de
particulas por unidad de tiempo que entran en el detector. Se debe cumplir por conservacién
del flujo que el nimero de particulas incidente es igual al niimero de particulas dispersadas
mas el nimero de particulas no dispersadas.

Haz de particulas

dispersadas Detector

0 lab

Haz de particulas incidentes Haz de particulas no dispersadas

FIGURA 4.12. Representacion esquemaética de un proceso de colisién en el laboratorio.

4.2.5. Método de corrimiento de fase

Considérese un haz de particulas de masa p y de luminosidad conocida que incide sobre
un centro dispersor e interactua con este a través del potencial paso V(r) dado por:

-V, r<a
Vr)= (4.69)
0 r>a

La ecuacion radial (4.26) para este problema se puede escribir como:

@R 2dR I(l+1)

2
AR+ (G+BR=0  r<a (4.70)
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d’R 2dR I(l+1) 2uFE

dr2+;%_ 72 h2

R=0 r>a (4.71)

Teniendo en cuenta que para r grandes, la solucion radial estd dada por las funciones esféricas
de Hankel, entonces, segin (4.46) para r > a la solucién es:

Ri(r) =hy(kr)=Bj(kr)+ Cny/kr) (4.72)
2uE . . .
con k = h Mientras que para r < a se tiene la solucién regular
Ry(r) = Aji(K'r) (4.73)
con
=
. . .., 1 dR,
Teniendo en cuenta la continuidad en r = a, dada por la condicién T dr , entonces se
1 T lr=a

debe satisfacer

. dj dn
 [dip) 1 | BBty
k : =k |— (4.74)
dp  Ji(p) p=Fk'a Bji(p) + Cru(p) p—ka
La solucién asintética de (4.72), teniendo en cuenta (4.50) y (4.51), es:
B C
Ri(r) = o sen(kr — I /2) — . cos(kr — lm/2)
B . , C . .
— ez(krflﬂ'/Q) - efz(krflﬂ/Q)} 7 {efz(krflﬂ/Q) el(kT‘*lﬂ'/2):|
2ikr { 2kr +
_ i(kr—Im i(kr—lm ) 4.
2kr [6 + C—1iB € (4.75)
De (4.74) se observa que si B/C' es real, entonces se tiene que:
B|> 1+iB/C1—iB
CriBl _1+iB/C1-iB/C _, (4.76)
C—iB 1-4iB/C 1+iB/C
El factor que acompana a la onda esférica saliente convencionalmente se escribe como:
CHiB _ _ priak) (4.77)

C—iB
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(k)
U(r) =rR(r)

v Sol para V' =0

FI1GURA 4.13. Solucién radial para el caso de potencial atractivo. La linea punteada indica la solucién
con V = 0. La linea a trazo continuo (solucién para V # 0) estd corrida una fase §,(k) respecto a la
anterior. Se ha tomado [ = 0.

Vo 0,(k) Sol para V =10

U(r) =rR(r)

F1GurA 4.14. Solucién para el caso de potencial repulsivo con [ = 0.

0 equivalentemente

C_tansik) (478)

Asi, la solucién radial en el limite asintético describiendo la onda esférica saliente, se
puede escribir como:

constante

Ry(r) = — sen(kr — I /2 + 0,(k)) (4.79)
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donde §,(k) indica un corrimiento de fase. En las figuras 4.13 y 4.14 se ha graficado las
soluciones con [ = 0 para los casos de potencial atractivo y repulsivo respectivamente.

La solucién radial asintética (4.75) se puede reescribir como:

e—i(kr—lﬂ/Q) €2i5l(k) ei(kr—lﬂ/Q)
— , + : (4.80)
2ikr 2ikr

Por conservacién del flujo de particulas, la presencia del potencial paso solamente puede
alterar la forma de la onda plana incidente a través de un factor multiplicativo n;(k) que
acompaifia a la onda esférica saliente. Asi, la funcién de onda que describe las particulas
dispersadas por este potencial tiene la formas:

Ry(r) = (B —iC)

—i(kr—Im) 5 eikr

AN _ 24 0;(
Y() =) (20 +1) —5g— trulk)e S

=0

Py(cos ) (4.81)

expresién que ha sido obtenida reemplazando (4.80) en (4.58). Si a (4.81) se le suma y se le
resta la cantidad (4.64), es posible obtener que el haz de particulas saliente estd descrito por
la funcién de onda (4.66), la amplitud de dispersién F'(0) por (4.67), el factor multiplicativo
Fi(k) por (4.68) y Si(k) para este caso por:

Si(k) = ny(k) €2 0(k) (4.82)

sujeto a la condicién de conservacién de flujo | Sj(k) |* = 1. Por lo anterior, para este caso se
debe cumplir que

0 < (k) < 1. (4.83)

Es posible verificar que reemplazando (4.82) en (4.68) se obtiene:

ny(k)sen24, +i 1 —ny(k)cos29,

Fi(k) = 2% 2%k

(4.84)

4.3. Calculo de seccion eficaz

Como se mencioné en la seccién anterior, el problema de la dispersiéon de un haz de
particulas incidentes e interactuando con un centro dispersor, desde el punto de vista cuantico
puede entenderse como el de una onda plana incidente viajando en la direccién del eje z hacia
un centro dispersor con el que interactia a través de un potencial V' (r), produciendo una onda
esférica saliente y una onda plana saliente que representan al haz de particulas dispersadas
v al haz no dispersado, respectivamente. La funcién de onda que representa a las particulas
salientes (dispersadas y no dispersadas) estd dada por (4.66) en el limite asintético (o sea
para la zona de radiacién kr > 1). De esta forma el problema se reduce a determinar la
amplitud de dispersién F'(6), es decir, la probabilidad de dispersién en una direccién dada
por el dngulo 0 y relacionar esta con la seccion eficaz diferencial.
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vdt

do

FIGURA 4.15. Elemento de volumen dV = (do)v dt.

vdt
rdo
do (rsenf)dd ds = rsenfdirdo
, = r2sen Odf do
= r2dQ
dV = ds(vdt)
, 2
rsen
0

F1GURA 4.16. Elemento de angulo sélido.

La probabilidad que la particula incidente viajando a velocidad v en la direccién del eje
z pase a través del drea infinitesimal do (figura 4.15) en el tiempo dt, es:

AP = | Yincidente |* dV = | A|*(vdt)do (4.85)

Pero lo anterior es igual a la probabilidad de que la particula emerja después dentro del
correspondiente angulo sélido df) (figura 4.16)

AP | F P2
2

dP = | wdispersada ‘2 dv = (U dt)T'2 ds2 (486)

Igualando (4.85) con (4.86) se obtiene:

dQ = | F(9) [2dQ (4.87)
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de donde se concluye que la norma de la amplitud de dispersiéon F'(#) es igual a la seccién
eficaz diferencial de dispersion, asi:

do

Do) = 2

=|F() (4.88)

Teniendo en cuenta que la seccién eficaz total o,,, es:

amz/da:/;lgdaz/m(e)ﬁdg (4.89)

entonces para conocer la seccién eficaz total de un proceso dispersivo es necesario evaluar
previamente la amplitud de dispersién F(6).

4.3.1. Dispersion elastica

El proceso de dispersién de un haz de particulas por un centro dispersor estudiado en la
seccién 4.2.4 es un proceso dispersivo eldstico, en el cual el flujo de particulas se conserva
(no hay pérdida de flujo). Para este tipo de proceso dispersivo, la amplitud de dispersién
estd dada por (4.67).

La seccién eficaz total en procesos de dispersién eldstica se obtiene reemplazando (4.67)
en (4.89), o sea:

Ootas = / [Z(Ql + 1)F) (k)P (cos 9)] [Z@l’ + 1)Fy (k) Py (cos )| d (4.90)
1=0 =0
puesto que (ver apéndice K):

4
204+ 1

/dQ P (cos ) Py(cosf) = Sy

entonces (4.90) puede escribirse asf:

P 7 20+1

= 4w§:(2l+1)|Fl(k) 2 (4.91)
=0

Como ejemplo, consideremos nuevamente el problema de las particulas dispersadas por el
potencial paso, estudiado en la seccién 3.2.5.
Para este problema es facil verificar que con Fj(k) dado por (4.84), entonces

o [ mu(k)sen 24 2 1 — n; cos 26, 2
Al P = (M) (e
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n?(sen? 26; + cos? 26;) + 1 — 2n; cos 26,

4k?
2
nj + 1 — 2n;cos 24,
= 4.92
4k2 ( )
Reemplazando (4.92) en (4.91) se obtiene que la seccién eficaz total de dispersion es:
o0
1+ n? — 2n; cos 24,
Oelas = 4m Y (20 + 1) L T (4.93)

=0

4.3.2. Dispersion inelastica

El proceso de dispersién inelastica es aquel en el que hay pérdida de flujo, es decir, el flujo
de particulas no se conserva. En este tipo de procesos, la seccion eficaz dard cuenta de esta
pérdida de flujo.

Teniendo en cuenta que las particulas incidentes estdn descritas por ¥ie(7) = A€,
entonces el flujo de particulas incidentes es:

- h * §> 6 * 4.94
Jinc = % (winc wlnc - wlnc ¢inc) ( ' )
hk  hk
= — = — uZ
2 2

En el limite asint6tico, el haz de particulas saliente 1)g,(7) estd descrito (ecuacién (4.62))
por:

0 e—i(kr—Im) ikr
wsal(r) :A;(21+1) —W+Sl(k) %ikr Pl(COSQ)
= wno-dis( F) + ¢dis( 77) (495)

donde los haces de particulas salientes no dispersadas y dispersadas respectivamente son:

Ynoais(7) = A ;(QZ +1) |4 —om Py(cos0) (4.96)
Yais(7) = A (21 + 1) Sy (k) o Pilcos ) (4.97)

1=0
Debido a que el interés se centra en conocer el flujo radial del haz de particulas salientes, se
considerara en (4.96) y (4.97) un término arbitrario [
2k

Ynodis(T) =2 Py(cos0) (4.98)
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El flujo radial de particulas salientes no dispersado es:

—

; h . — = .,
Jno-dis = m <wno-disv77/)no-dis - ¢no-disv¢no-djs)

C 2p 2k r  \2k r2

i efikr < L (Zk)ezkr r— eikr) ]

2% 7 2%k r2

() [

Si se mira un término particular de (4.97)

i eikzr
(7)) ~ —— P, 4.1
Yais(7) 5% Si(k) . ) (cos 6) (4.100)
el flujo radial de particulas dispersadas es:
- hk 1 1
e = k) |2 - 4.101
e <u>‘&() L%P}ﬂ o

Ya que en el caso de colisiones inelésticas el flujo no se conserva, esto es, | jine | > | jais +
Ino-dis \2, entonces el flujo neto perdido para cada valor de [ es:

hk\ 1 9
Puesto que Sy(k) = ny(k)e*?%(*) entonces

| Si(k) * = ni (k)

y asi (4.102) queda escrito como:

B\ 1
<M> ) (4.103)

Teniendo en cuenta que la amplitud de dispersién es la razén entre el flujo perdido y el flujo
incidente, entonces dividiendo (4.103) por el flujo incidente (4.94) se obtiene:

(k) P = g [1 = ()] (4.104)
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Reemplazando (4.104) en (4.91), se obtiene que la seccién eficaz total de dispersion inelastica
es:

Tinetas = 73 2 (2 + {1 = nf (k) (4.105)
l

EJERCICIOS 4.1.

1. Neutrones de masa m y energia E estan incidiendo sobre un potencial atractivo esféri-
camente simétrico dado por:

WV r<a
Vir)=
0 r>a

el cual representa una fuerza nuclear entre el neutrén y un ntcleo. Si la velocidad de

) h
los ntcleos satisface v < — muestre que:
ma

a) La dispersion es esféricamente simétrica.

b) El corrimiento de fase §, para la onda S se puede escribir como
do = arctan(% tank'a) — ka

con

2mE o 2m(V + E)
~ iz Y I

¢) La longitud de dispersién es

b= — lfm tan 5, /k
i tan do/

_ tany
b=a(l—-=*)
con
_ay/2mV,
h

d) La seccidn eficaz es

o [ tankea 2

41 a " -1 para ky,~0

UO — °
167 aSV2 12

" i para kya <1
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2. Encuentre los niveles discretos para una particula en el potencial atractivo:
V(r)=-V,e /e para [ =0

Encuentre el corrimiento de fase J, para este potencial y discuta la relacién entre 9, y
el espectro discreto.

3. Considere la colisién de particulas idénticas con una energia de interaccién V(r). En-
cuentre la seccién eficaz efectiva para la dispersion de particulas idénticas en el caso de
fuerzas de corto rango.

4.4. Aproximacién perturbativa

En la seccién anterior se enfatizd sobre la importancia que tiene la seccién eficaz por ser
el puente de contacto entre la teoria y el experimento. Sin embargo, en general, es nece-
sario realizar una correccion a los resultados tedricos para que puedan ser comparados con el
experimento. La razén de esta correccion se debe a que un proceso de dispersion es funda-
mentalmente un proceso de dos cuerpos mas que un proceso de uno solo, y es necesario dar
cuenta del retroceso de la particula blanco. El estudio de las interacciones de los dos cuerpos
muestra que no existe ninguna dificultad de caracter matematico para que este sistema no
sea equivalente al sistema de un cuerpo en el que el centro de masa estd en reposo. La teoria
normalmente presenta los resultados en el sistema de centro de masa, (C'M), mientras que
los experimentos son llevados con una de las particulas inicialmente en reposo (excepto en
los experimentos de aceleradores de particulas donde dos haces colisionan). Los datos son
obtenidos en el sistema de laboratorio y es conveniente ver como ellos se transforman de un
sistema a otro.

4.4.1. Sistema de coordenadas

Considérese inicialmente el problema clésico de una particula de masa m; aproximéndose

a una particula blanco de masa mo con una velocidad v; tal como se muestra en la figura
4.17.

my U1 v ma

CM

FicuraA 4.17. Centro de masa de my y mo.

El centro de masa del sistema se mueve hacia la derecha con velocidad

_ mi
= 4.1
v ep—— vy (4.106)
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La energfa cinética total 1 miv se divide en una parte relativa al movimiento del centro de
masa y otra relativa al movimiento con respecto al centro de masa:

1 1 1
—mv} = = (my +ma)0* + = pot (4.107)
2 2 2
1 m? 9 1 mimy o
=W+ - ——
2 m1+ mo 1 2 my 4+ ma
_ 1 ma(mi +my) 2
2 mi+mo 1

En calculos de dispersion, la energia cinética representa la energia total del sistema, puesto
que la energia potencial es efectivamente cero salvo en regiones muy pequenas donde las
interacciones se dan. De esta forma la energia cinética cambia de una forma tal que la energia
total sea constante.

En términos de la velocidad inicial vy, se deben distinguir dos energias:

E, = 1mv% E; = luv% (4.108)
2 2

donde L significa laboratorio y C' centro de masa.

Las energias dadas en conexién con los datos experimentales de dispersién son energias
de laboratorio, y asi, de entrada en las formulas tedricas se debe usar:

E. = ,=—"—FE; 4.109
my m1 + mso ( )
U/
/
V] c
mi my Oc
0 Ve
" CM
(%] _
[
Vo
M .
mo Ve
Uy
(a) En sistema de laboratorio (b) Desde el sistema centro de masa

FIGURA 4.18. Colisién de dos particulas vista a partir del sistema de laboratorio, (a), y del sistema
centro de masa, (b). La conveniencia del sistema de centro de masa se debe al hecho que v, = vo y

Vo = V.
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El proceso de colisién que sigue de la figura 4.17, se muestra en la figura 4.18. Se observa
que el proceso de dispersion resulta mas simple de describir en el sistema centro de masa,
ya que en todo instante las dos particulas tienen igual y opuesto momento. Puesto que para
colisiones elasticas la energia cinética no cambia, se sigue que todos los cuatro momentos,
entrantes y salientes, son iguales en magnitud, asi que cada particula sale de la colisién con
la misma velocidad con que llegé. Estas velocidades son:

mo ma _
- < == 4.110
ve mi + meo vl mi v ( )
ve=—" =3 (4.111)

mi + ms

Ya que los dos sistemas se encuentran en movimiento relativo con una velocidad o, las
velocidades de la figura 4.18 se encuentran relacionadas por

- L = L L =

U, = U+ 0 VL =Vo+ v (4.112)

Al enfocar la atencién en la trayectoria de la particula incidente, es conveniente representar
el posible proceso de dispersién a través de un diagrama vectorial de (4.112) como se muestra
en la figura 4.19.

L 7 v,
v . L
£ v, ¢ Oc
— —
0. v 9, Y
mo <myp, V. < me =2 mp, V. >0

FiGura 4.19. Diagrama vectorial de velocidades para ms < my y ma > my.

Se observa que si my < my, el d&ngulo de dispersion més grande que puede ocurrir estd dado

por

sengmix = Yo = 2 (4.113)
v

mientras que para ms > my, todos los dngulos son posibles. La conexién entre los angulos de
dispersion de los dos sistemas, segun la figura 4.19, es para los dos casos:

V. sen fq
tanf, = —————
U+ v, cos O
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o lo que es lo mismo:

sen 6
tan HL = =

4.114
my/ma + cos O ( )

Un caso particular se presenta si mj &~ mg (por ejemplo en la dispersién neutrén-protén). La
expresion (4.114) se reduce a:

sen 6
tanf, = ———<  —tani@
71+ cosfe 27¢

0 equivalentemente

Para mo > mj, se observa que tanf, = tanf., y las descripciones en el laboratorio y en el
centro de masa son las mismas.

Ahora se estudiard como se transforma la seccién eficaz de dispersién de un sistema de
coordenadas a otro. Los resultados experimentales son normalmente publicados en coorde-
nadas del centro de masa. Estas son las coordenadas en las que los calculos son hechos. Para
lo anterior es necesario trasladar los datos de laboratorio a coordenadas de centro de masa.

La tasa de conteo que mide el detector no depende del sistema de coordenadas en que sea
observada, asi:

do do
<d(2>csenec dac dqbz <dg2)Lsen9L d@L d(;5 (4115)

en la que los angulos ¢ son el mismo. De esta forma se puede escribir que:
di _ dﬁ sen @, df, _ d(cosf,) dl (4.116)
e/ d?) , senfodb.  d(cosfc) \dQ /),

Para evaluar la derivada, se reescribe (4.114) como:

v + cos g mi
9, — == 4.117
cos T senf./senf, " ma ( )

De la figura (4.19) se encuentra que:

v2 = (T4 v cosOc)? + v2 sen? O

= 0" + vg + 20 ve cos b (4.118)
y también se encuentra que:

vy senf;, = vosenfg (4.119)
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De la relacién (4.119), reemplazando v, por (4.118), se obtiene que:

senf. v
= —=v/14+2 0 2 4.120
senf;, e \/ +aycosho+ ( )

Reemplazando (4.120) en (4.117) se obtiene:

¥ =+ cosf¢
\/1+2700890+’)/2

cosf, = (4.121)

Realizando la derivada respecto a cosf. y reemplazando en (4.116) se encuentra
do do
— | =R|-% 4.122
(), =7 (@), iz

R_ 14 2vcosf: (4.123)
(14 2y cos b + 2)3/2

donde

Para el caso particular de masas iguales, se obtiene que (4.122) es

doy _1(do secio
aa), 4\de), " 2¢

Las anteriores relaciones no son relativistas y por tanto no se usan en fisica de particulas.
Cabe mencionar que para obtenerlas se han usado las leyes de conservacion del momento y
la energia, que hasta donde se sabe son vélidas en el tratamiento cuantico del problema.

4.4.2. Tratamiento a primer orden

En esta seccién se considerara la dispersiéon de una particula como la transicién de un
estado inicial de momento inicial a un estado final de momento diferente pero de igual energia,
usando la teoria de transiciones dependientes del tiempo desarrollada en la seccion 77.

El sistema se ilustra en la figura 4.20. La particula incidente se describe a través de
una onda plana viajando hacia el centro dispersor de momento hk. Este centro dispersor
esta descrito por un potencial débil de corto rango. Por efecto de la interaccién con el centro
dispersor la particula se dispersa, cambiando su momento y ahora queda descrita por una
onda plana de momento hk,.

El interés se centra en calcular la probabilidad de que tal transiciéon se de por unidad de
tiempo. Aplicado a un haz de muchas particulas, esto conduce a la figura de tasa de conteo.

El hamiltoniano H representa la energia cinética de la particula incidente y dispersada
libres. El potencial dispersor (presente en el centro dispersor) es H’ y causa las transiciones
del estado inicial a un grupo de estados dispersados ¥s. Ahora se expande 15 en términos de
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Momento inicial Centro dispersor
hk Momento final
hk,

Detector

FiGUrA 4.20. Estados de momento inicial y final en un proceso dispersivo

los estados de particula libre (?. Lo anterior es posible ya que cuando las particulas dejan
el centro dispersor, en direccién al detector son libres.

¢S — Z C 1/)(0) Z Cn 1/}(0) e~ iEnt/h

Sea la funcién de onda de particula libre dependiente del tiempo representando el estado
inicial ¥ y sea ¥ el estado final contado por el detector luego de la interaccién con el
centro dispersor.

La probabilidad de encontrar la particula en el estado 1, en un tiempo ¢ es:

2
Py =[Cy(t) |
La tasa de conteo que observa el detector dentro de un ancho de estados b es:

dp, _ 2

i = | OO e

Se habia obtenido que la seccion eficaz diferencial de dispersion se puede escribir como

do 1 dN(0)

4.124

A~ L dQ ( )

donde L es la luminosidad y — es la fraccién de particulas detectadas por el contador

correspondientes a un elemento de angulo sélido.
Recordando la expresién (Regla de oro de Fermi):
dp; 2
AN@) =Lt —p =T (< OB (t) |0 >’ S(E9) (4.125)

dt
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4.4.3. Densidad de estados

En la expresién (4.125) hace falta conocer pz(E”). Para hacerlo se supone la particula
libre, en un volumen @ = L3. La solucién general de la ecuacién de Schrodinger para este
problema es una onda plana () = AetFT con condiciones de periodicidad dadas por

2mn 2mn 2mn
kx: L:B’ ky: Ly’ kz: LZ

donde ng, n, y n, son enteros (positivos, negativos o cero). Una combinacién especifica de
Ng, Ny Yy N, representa un estado de movimiento de la particula.

5 de

0 Ty

0 1 2 3 4 5 6

FI1GURA 4.21. Densidad de estados en el caso bidimensional.

La situacion en dos dimensiones, es representada graficamente en la figura 4.21.

Hay un estado por unidad de area en el diagrama, uno por unidad de volumen en tres
dimensiones.

Asi, un elemento de volumen dn, dn, dn. define un nimero de estados igual al volumen:

AN = dny dny dn, — —2— dk, dk, dk.
(2m)3
(]
Q - Q .
dN = dis = d 412
(2r)3 @2rn)s P (4.126)

Resulta conveniente reconsiderar esto en términos de un elemento de volumen en un espacio
de fase de seis dimensiones cuyas coordenadas son x,y, 2, pz, Py, P-
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Si el elemento de volumen () es pequeno, se puede escribir como

db¢ _ dxdydzdp, dpy dp.

WIN=5rmB = (@nhp

(4.127)

de donde se puede concluir que el volumen en el espacio de fase ocupado por un estado
cuantico es (27 h)3.

En el espacio de fase, una particula de momento fijo p tiene asociado un volumen total
(igual al nimero posible de estados de movimiento) dado por:

Niﬁmzﬁz @:ﬁ% p? dp dQ
Q p
“ oy [P
0
Q 4 3 Q
_ 4o 9y 4.12
@ hp 3 P T @rnp (4.128)

donde el volumen de la esfera (V) de radio p es %77 p?, en el espacio de momentos. Asi, el

numero total de estados posibles para una particula de momento fijo p es igual a (@r h)?
T
veces el volumen de la esfera V.

ds}

FiGURA 4.22. Cono direccional en el espacio de momentos.

Para el cono direccional con momento limite p (figura 4.22) el volumen en el espacio de

fase es ———— veces el volumen del cono dV..
(27 h)3
Asi, el nimero total de estados IV es:
Q Q 14
N; % —p°dQd 4.129
b= 2rhpB YT rnp 3l (4.129)
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Regresando a la definicién de la densidad de estados p,(E), o sea al nimero de estados por
unidad de rango de energia, se observa que la densidad de estados en el ancho de estados b
que el detector puede medir es:

ANy Ny dP

(0 — - _0
pi(E,”) = JE® ~ dp dE® (4.130)

La particula libre no relativista de masa p que incide sobre el centro dispersor tiene un mo-

mento fijo p,. Esta particula es dispersada cambiando su estado de movimiento para tener

un momento pp. Ya que se estd considerando una dispersion completamente elastica y por
-2 -9

tanto la energia se conserva, esto es: B = E o lo que es lo mismo Py _ }2& entonces
Iz M

P2 =p.? = |0p|? = pg. Lo anterior significa que aunque el momento de la particula in-

cidente puede cambiar por efecto del centro dispersor su magnitud permanece igual, o sea

‘ﬁa’ = |ﬁb’ =D.

| 2

2
La energia de la particula incidente con magnitud en el momento igual a p es E» = 5—,
1
de donde se obtiene que:
dP I
JED = » (4.131)
De la expresion (4.129) es posible obtener:
AN p? dQ)
-5 _ 4.132
dP @ (27 h)3 ( )

Reemplazando (4.131) y (4.132) en (4.130), se concluye que la densidad de estados en el ancho
b que el detector puede medir es:

. Qupu _ Qu
o= (27 h)3 pdf = (27 h)3

Rk dS2 (4.133)

4.4.4. Seccion eficaz de dispersién

Ahora se puede evaluar la seccién eficaz diferencial dada por (4.124). Se ha considerado
una particula simple dentro de un volumen (), donde se ha asumido que inicialmente se
encuentra en un estado de momento bien definido p,. El estado de esta particula se representa
por una funcién de onda plana de momento p, = hEa que uniformemente llena el volumen
Q, asi que la funcién de onda normalizada es:

PO = Q=12 gika™ (4.134)

La particula incide sobre un centro dispersor y es dispersada cambiando su estado de movimien-
to a pp = hky (figura 4.23). En este estado la particula queda descrita por la funcién de onda
plana:

WO = Qe (4.135)
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. Detector

ks
0

Centro dispersor
kq

1

F1GURA 4.23. Diagrama en el espacio de momentos de la dispersién de una particula de masa pu.

que también llena completamente el volumen Q).

El centro dispersor estd caracterizado por producir una perturbacion il (t) sobre la
particula. El vector Eb apunta del centro dispersor hacia el contador.

Por el hecho mencionado previamente de tenerse una colision elastica, la energia se con-

serva y entonces | kq | =| Ky | = k. La densidad de particulas del haz incidente es Q~!, puesto
que ésta puede identificarse con la densidad de probabilidad. La particula incidente al tener
p hk

momento bien definido cuya magnitud es p = Ak, tiene velocidad v = = =
"

d=vAt

=l
Z

F1cUrA 4.24. Volumen V' = Ad ocupado por las N particulas que atraviesan la seccién transversal
A en el tiempo At.

Ya que la luminosidad (£) del haz incidente es el nimero de particulas (V) que atraviesan
una seccion transversal de drea A en un tiempo At, o sea:

N

E=aa

(4.136)
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entonces, durante el tiempo At las N particulas que han atravesado la seccién transversal
de area A, se encuentran ocupando un volumen V = Ad, donde d es la distancia méxima
recorrida por algunas particulas en el tiempo At, o sea d = vAt, (figura 4.24). De esta forma
el volumen V es:

V= Ad= A" A (4.137)

I

En el volumen V hay N particulas, asi la densidad de particulas es:

N N

-1_ 4.138
@ 1% A%At ( )

Reemplazando (4.136) en (4.138) se obtiene que la luminosidad se puede escribir como:

hk
L=—— 4.139
0 (4.139)
De la expresion de seccién eficaz diferencial (4.124) es claro que:
1
do = 7 dN(0) (4.140)

Reemplazando la tasa de conteo dN(0) dada por (4.125) en (4.140) se obtiene:

do 1 27(" <¢(0) ’w >‘ E(O) (4141)

Reemplazando (4.133) y (4.139) en (4.141) se obtiene

2
_ (1R (0) 0
do = <2ﬁh2> | (1) o >>‘ (4.142)
de donde es posible concluir que la seccién eficaz diferencial se escribe como:
do pQ ? (0) /
6~ (me) |01 0] @143

Teniendo en cuenta que la seccion eficaz diferencial de dispersion corresponde a la norma

al cuadrado de la amplitud de dispersion, esto es d— = | F(0)]?, entonces la amplitud de

dispersién queda escrita como:

0)=-2%

donde el signo menos se ha introducido por convencion Asi, para conocer F(f) hace falta

(0 B (0)|00) (4.144)

Unicamente evaluar la integral <¢l(;0)‘ H ! ‘7,/} > lo cual se hace una vez conocida la forma
del potencial dispersor.
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4.4.5. La aproximacién de Born

El resultado (4.144) fue obtenido por primera vez por Max Born en 1926. Aunque este
resultado no es del todo satisfactorio, pues conduce a conclusiones algunas veces enganosas,
contiene un excelente truco que permite entender los procesos de colisién de una forma directa.
El truco implicito en la expresién (4.144) es suponer que la funcién de onda exacta en las
vecindades del centro dispersor no es muy diferente de la que se tendria en ausencia del
potencial dispersor.

Si la perturbacién H’ es una interaccién describible por una funcién potencial V(7),
introduciendo los estados no perturbados 1 y " dados por (4.134) y (4.135) en (4.144),
se obtiene

H L ityr L iy o g
F(0)2—27Th2Q/Q1/26 b W@ V(T)d’r

_ H i(ka—kp) Ty (=Y g
= — etre V(r)dr 4.145
o | (7) (4145)
Fa
0 E = _’a - _’b
o
FIGURA 4.25. Definicién del vector k. En la grafica 8 es el angulo de dispersion y | kq | = | Ky | = ka.

Noétese que @ se cancela, lo cual es natural si se tiene en cuenta que la seccién eficaz no
depende del tamano del laboratorio.
Si V(7)) es un potencial central, es decir con simetria esférica, la integracién angular de
(4.145) se puede realizar sin dificultad.
Se elige como eje polar el vector (figura 4.25):
ko —ky =k (4.146)
asi que:
(ko — kp) - 7=k -7 = krcosn (4.147)
donde k, la longitud de k es:

k = 2kqsen (4.148)
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y 1 es el angulo entre los vectores k y 7. La integral en (4.145) dada por

2

/ /senndn/me“fm’s”w )

0

se puede realizar sobre las variables angulares ¢ y cosn, obteniéndose

T sen k
/enr rdr
0

De esta forma, (4.145) se puede escribir como

[e.e]

2

F9) = h;;c /senk‘rV( )rdr (4.149)
0

Este resultado estandar de la aproximacién, se conoce como primera aproximacién de Born

debido a que el reemplazo de las funciones de onda se hace con las funciones de onda del

sistema sin perturbar, o sea obtenido con la teoria de perturbaciones dependiente del tiempo

en la aproximacién de primer orden.

4.4.6. Seccion eficaz de Rutherford

Debido a su importancia, se considera como un ejemplo de aplicacion de la primera
aproximacion de Born el caso de la dispersiéon de una particula cargada via el potencial de
Coulomb. El largo rango del potencial 1/r implica que muchas de la formulaciones de la teoria
de dispersién no son directamente aplicables a este potencial y en particular la aproximacién
de ondas parciales introducida en la seccion 4.2 no se puede usar en este caso.

Con el fin de calcular la amplitud de dispersion para el potencial de Coulomb, es necesario
introducir un factor de convergencia p y escribir

e? e?
Ve(r) = A— — Ve(r,p) = A—e™" (4.150)

para la interaccién de dos cargas de igual signo +e. El potencial dado por (4.150) es el

de Yukawa con un rango finito de aproximadamente R ~ 1/u. Al final de los calculos se
hard p — 0 y asi se recuperard el rango infinito del potencial. Reemplazando (4.150) en

(4.149)
F(H):F(k:):—< >< >7dr€ M sen(kr)
0

21 Ae? 1
= — 4.151
( h? > p? + k2 ( )
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Tomando el limite y — 0, la amplitud de dispersiéon para el haz de particulas cargadas
dispersadas via el potencial de Coulomb es:

21 Ae?\ 1
La seccién eficaz diferencial puede escribirse como
do 2u Ae? 2 _ Ae? \? 1 (4.153)
dQ  \ h2k2 - \4E©® ) sen(6/2) ’

donde se ha usado el hecho que k = 2k, sen(0/2) y hkq = /2mE©.

do
dTZ(HCM) mb/ster

108 Formula de Rutherford
107 Tones de O'° sobre Au
106

10°

10*

103

102 0
0 20 40 60 80 100 120 o

F1GURA 4.26. Seccién eficaz diferencial para la dispersién de Rutherford de oxigeno ionizado sobre
nicleos de oro ilustrando la férmula de Rutherford. Datos tomados por Bromley, Kuehner y Almqvist
(1961). D.A. Bromley, J.A. Kuehner and E. Almqvist, Phys. Rev. 123 (1961) 878.

El resultado (4.153) es la misma seccién eficaz de Rutherford obtenida usando técnicas pu-
ramente clasicas y se observa que cuando la seccién eficaz queda descrita en términos del
observable energfa F”, esta no contiene explicitamente factores de h, lo cual es un com-
portamiento tnico de la dispersiéon de Coulomb mostrando de manera sugestiva la dnica
correspondencia con el resultado clasico.

El resultado (4.153) puede facilmente generalizarse a la dispersién de cargas Zje por un
potencial de carga Zse por el simple reemplazo de 2 — Z;Ze?. Esto ha sido verificado
para muchos sistemas, y quien lo hizo por primera vez fue Ernest Rutherford en 1911 para
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la dispersién de particulas « (nticleos de Helio, Z; = 2) por niicleos de oro (Zy = 79). En la
figura 4.26 se muestra los datos de dispersion de niicleos de oxigeno (Z; = 8) sobre ntcleos de
oro, confirmandose experimentalmente la dependencia caracteristica de la forma 1/ sen*(6/2).

La expresion exacta para la amplitud de dispersiéon de Coulomb puede obtenerse al solu-
cionar la ecuacién de Schrodinger en coordenadas parabdlicas. (Véase Quantum Mechanics,
Leonard 1. Schiff, Mc Graw Hill International Editions, 1968.)

EJERCICIOS 4.2.

1. Considérese la dispersién de particulas de masa m por el potencial paso atractivo finito
tridimensional

—Vo parar <a
Vir) =
0 parar > a
Calcule la seccion eficaz diferencial y la seccién eficaz total para los casos de bajas

—

energias (k-7 — 0) y altas energias, en la aproximacién de Born.
2. Considérese la dispersién de particulas cargadas con un &dtomo neutro. El campo de
Coulomb del ntcleo es apantallado por los electrones orbitales a una distancia p™*
A
del orden de un radio de Bohr. El potencial V(r) es V(r) = —— e7#". Usando la
r

aproximacion de Born, calcule las secciones eficaces diferencial y total.



Capitulo 5

Introduccion a la mecanica cuantica
relativista

En esta seccion se extenderd la ecuacidon de Schrodinger no relativista a la descripcién del
movimiento de una particula que tiene una velocidad cercana a la de la luz. Esta extensién
se puede hacer de varias formas, pero cada una de ellas es consistente con las ecuaciones de
transformacion de Lorentz de la teoria de la relatividad especial. Un hecho caracteristico de
las ecuaciones de onda relativistas es que el espin de la particula es construido dentro de la
teoria desde el comienzo y no puede ser adicionado después, tal como Pauli adicioné el espin
electrénico a la ecuacion no relativista de Schrédinger.
Dos ecuaciones relativistas son consideradas aqui:

» La ecuacion de espin 0 debida a Schrodinger que sirve para describir el movimiento de
las particulas escalares, por ejemplo el meson .

» La ecuacién de espin 1/2 debida a Dirac que describe el movimiento de un electrén.

5.1. Ecuacion relativista de Schrodinger

Schrodinger desarrollo paralelamente a la ecuacién de onda no relativista, una extensién
relativista.! Esta ecuacién sigue de la natural relacién no relativista de la mecénica clésica.
-9
p

B=2
m

[\~

entre la energia y el momento de una particula a la correspondiente relacion relativista

E? = 25% + m2

donde ahora F incluye la energia en reposo mc?.

'Véase E. Schrodinger, Ann. Physik 81 (1926) 109.

233
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La ecuacion de Schrodinger no relativista para la particula libre es:

oy = _ﬁQ B h?
S =Hv=Ey=Fy-——

2m

ih V2 (5.1)

Es decir, la energia y el momento pueden ser representados por operadores diferentes que
actian sobre la funcién de onda 1

E—)ihaat
N
p— —ihV

La ecuacion de Schrodinger relativista para la particula libre es:
0 ? 2 o 2 4
zh& Y =c(—ih V)Y +mcy
_R2 8271!) —

2 = —h? 02$2w+m204w (5.2)

Esta ecuacién (5.2) se puede escribir como:

82
hQTtZ’ —h262€21/)+m204¢ ~0

Dividiendo por i2¢? se tiene:

1 0% =, m2c?

Zor VYT TR v
Definiendo:

1 92
2 _ 2 _
a2z YV %%

donde

la versién covariante de (5.2) es:

Y =0 (5.3)
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o también:
O Db + k*
con
12 m2c?
=3

La ecuacién conjugada de (5.4) es:
O 0, " + kP*
multiplicando por ¢* la ecuacién (5.4) y por ¢ la ecuacién (5.5), se tiene:
MY Oy + kP Y =0
M P Dy b + K2pp* =0
restando (5.6) y (5.7):
M (O — ow™| =0
llamando
Ju = B Oup — YOub™)

donde B es una constante por determinar, se tiene la ecuacién de continuidad

o' J,=0
donde
Ju=(Jo,—Ji) = (cp,—Ji)
Entonces
L 10 1 oy*
JOZCP:B@ ;aif* p i)
P c? Ot ot

(5.4)

(5.8)

(5.9)

(5.10)

(5.11)
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ya que:

0 . 10 - —
0MJ,=0"Jy+0"Ji=—-—cp+V-J =0

c Ot
se tiene la ecuacion de continuidad:
15)
—f+?-7:0 (5.12)

Es decir, la cantidad

_ . O0Y oy~
p_B<w ot 8t>

se conserva.
Por no tener signo definido, p no se puede consider_a)r como la densidad de particulas y se
le atribuye el significado de densidad de carga, luego J es la densidad de corriente eléctrica.

Para fijar el valor de B, se toma en cuenta que el limite no relativista se debe recuperar.
En el caso no relativista 1 representa una onda plana monocromética (pues es solucién de

(5.1)):
Y(7t) = e Py (i)

Sustituyéndola en (5.10), se tiene:

p= E <eiEt/h¢*(f’) <—Z£J> e*iEt/hw(F) — efiEt/hw(F) (Zf) eiEt/hw*(F)>

=2
p= 20wty
y puesto que E = ch, entonces:
p=—2i 37m P ap (5.13)
Esta cantidad debe coincidir con la densidad de carga no relativista:
p=eyy (5.14)
Comparando (5.13) con (5.14)

ihe
2m
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y asi, la densidad de corriente es:

i h
Tu = (07 0t = 40, 0") (5.15)

Si se supone que la solucién de (5.2) tiene la forma:
Y(7t) = Aet Er=rum (5.16)

o también, con £ = hv = hw

E _ .
, 7 = w, como:

V(7 t) = aél (k-F—wt)

>ty

Al reemplazar (5.16) en (5.2), v teniendo en cuenta que k = =, se tiene que la ecuacién se

satisface si
E, 2 -9
2 (-%) b = —h2c? <—];2> b+ m2cty

E? =cp? o + mPcty = (P p2 + mPct)y
Entonces:
(hw)2 =22 k2 £ m2ct
es decir:
E=+1F, con Fy= \/m
En resumen:

E =+/m2ct + 2 p? (5.17a)

hw = :I:\/7n204+02h2E2 (5.17b)

Nétese que en las ecuaciones (5.17) se tiene una ambigiiedad en el signo de la energia. Es
decir, la teoria predice soluciones de energia positiva y negativa.

Precisamente fue la intencion de eliminar las soluciones de energia negativa lo que condujo
a Dirac a plantear su ecuacién, pero no le fue posible pues en aquella ecuacién también se
predicen soluciones de energia negativa.

Las dos soluciones son:

w+ — A+ efithriE-f’ (518)
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Y = A eiwt+iE-F (519)

donde ¢, corresponde a hw =FE >0y ¢Y_ahw=F <0.

Al sustituir estas soluciones en las expresiones para la densidad de corriente dada por
(5.10):

2m

p= s (v 5 =057 (5.20)

2mc?

) <¢ %f—Qﬁaw*) con B:ih—e

=B (v Viv - v Vi)

5= T (g i -0 T (5.21)

2m

Sustituyendo (5.19) y (5.19) en (5.20) se obtiene:

h ) "
P+ = 2Zm062 <¢+( )¢+ - ¢+(Z w)¢+>
p+=’”°§w+w+ 6E0!A+|2

En el limite no relativista Fy = mc?, luego
pr=elA |>>0 si e>0

Por otra parte

I
po = oo (Vi) v — v (—iw)ur)
_hew e Ey 9
- me2 1/] ¢ W |A* |

En el limite no relativista Fy = mc?, entonces:
p.=—e|A_><0 si e>0

De manera que para e > 0, las soluciones de energia positiva corresponden a particulas con
carga positiva, en tanto que las de energia negativa corresponden a cargas negativas.
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5.1.1. Movimiento de una particula de carga e en un campo electromagnético
definido por ¢(7,t)y A(7,t)

Para el caso no relativista (Apéndice E) el hamiltoniano del sistema es:

1 N2
H=— (ﬁ—fA) ted
2m c
0 sea:
1 N2
E—ep=— (ﬁ—fA)
2
En el caso relativista
(E—e¢)? = (cp—ed)?+m?c (5.22)

0
reemplazando E — i ETRd p— —i hV en (5.22) se tiene:

2
<iha—e¢) W (Ft) = (—iheV —e A2 (Ft) +m2cty (7t)

ot
o sea:
ok 0 0¢
<—h o) —22eh¢§—zeha+e 10) ) W (7 t)
— - = - — -
= |-h?AV 24 2iehicA-V +iehc(V - A)+ A2+ m2ct| ¢ (Ft) (5.23)

. Y - 109 < =

Teniendo en cuenta la condicién de Lorentz (ecuacién (L.11) del apéndice L) — aJr V-A =0,
c

entonces (5.23) se puede escribir como:

5 O - 9 2 42 -
—h @—QZehqba%—egb Y (7, t)

= [—ﬁ202€2+2iehcj~?—1—6214'2—}—771204 Y (7, t) (5.24)
La ecuacién (5.24) puede separarse con respecto a r y t, asumiendo que:
) (7, t) = U(F)e Fh (5.25)

Reemplazando (5.25) en (5.24) se obtiene:

. 2 .
[—h2 <—f> —2iehg <—f> +e%¢?| U(i)e En




240 CAPITULO 5. INTRODUCCION A LA MECANICA CUANTICA RELATIVISTA

= [—h202$2 + 2iehcA- ? +62fT2 + m2c4} U(F)e*iEt/h

[E% —2¢ B¢ + 2¢%] U(F) = [—h2c2€2+2iehc/f-€+e2ff2+m204} ()
Entonces
— RN .
[E—e¢?U(7) = [-mEV2+2iehcA -V + A% + m?ctU(7) (5.26)

- — e
Para el caso particular en que se tiene B =0, o sea, A =0 con E # 0 y en particular ¢(7)
esféricamente simétrico, (5.26) es:

Uu(r) (5.27)
Ecuacién que puede ser separada en coordenadas esféricas con
U(7) = U(r,0,¢) = R(r)Yim(0, ¢) (5.28)

reemplazando (5.28) en (5.27) se obtiene:

1 d[5d I(1+1) (E —eg¢)? —m2ct
- = — = =0,1,2,... 2
[ e (r dr>+ = ]R o R (1=012..) (529

Si se toma E = mc? + E' y se asume que E' < mc?, e p < mc?:

2
2,4 E'—e¢ 2,4
(E—e¢)? —m2t  (mP+E' —e¢)? — m2ct mc(l—l— mc‘;) — m?c
h2c2 - h2c2 N h2c2
2,4 E'—e¢ 2 2,4
mc<1—|—2 2 +) —m-c om
- h2c? TR (B —e¢)
y se obtiene el limite no relativista.
5.1.2. Niveles de energia en un campo de Coulomb
Y Z ¢ o
Una solucién exacta de (5.29) puede obtenerse para el caso e ¢(r) = ———. Esta situacion

representaria un atomo hidrogenoide donde la particula en (5.29) no puede ser un electrén
por no tener espin.
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Si se hace el cambio de variable p = ar, entonces (5.29) puede escribirse como:

1 d 2dR> {A 1 I(l+1)—~2
Ldfpdiy AL WHD=9) 5 5.30
p? dp( dp p 4 P (530
con
7 e? , _ 4(m%c* - E?) 2E~
7= "The “ h2c? ’ A hea (5.31)

El parametro A se determina por la condicién de contorno sobre R cuando p = oo, y E es
expresado en términos de A reemplazando « en (5.31)

o — 2F ~
ke

o 2E v\ 2 _ 4(m2c* — E?)
he) h2 2

AE?y?  4(mPct — E?)

R 2 2

A2
52 m?ct
- 2
1+ %
2 7 e
E =mc (1 + )\2) (5.32)

Al estudiar la solucién de (5.30) se encuentra que las soluciones que son finitas en p = 0 e oo,
existen solamente si

A=n'+s+1
Para verlo, se asume que la solucién de (5.30) es de la forma
1
R(p) = F(pe~2” (5.33)

donde se observa el comportamiento asintdtico para p — oo, y F'(p) es un polinomio de orden
finito en p. Reemplazando (5.33) en (5.30) se obtiene:

F=0 (5.34)

d*F 2 dF [A—=1 1(1+1)—~2
——+(==1) —+ - 5
dp p dp p p
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Ahora, se asume que la solucién de (5.34) es de la forma

F(p)=p°(ap+arip+azp’+---)=p°L(p) ag #0;5>0 (5.35)
y asi F(p) es finita para p = 0.
Reemplazando (5.35) en (5.34), se obtiene:

2
przpiﬂ[?(sH)—Pl i$+[p(A—s—1)+s(s+1)—l(l+1)+72] L=0 (5:36)

Si p = 0 en esta ecuacién, se sigue que

s(s+1)—[l(I1+1) =~} =0

s(s+1)=11+1)—~2 (5.37)
Escribiendo (5.36) como:
p? ijs +p[2(s+1) = p] Zﬁ + [ +s(s+1)—[I(l+1)—~*]] L=0 (5.38)
con
n=\-s-1
entonces
A=n'+s+1 (5.39)

Las soluciones de (5.38) existen en p =0y p = 0o si n’ es cero o m entero positivo, donde s
satisface la ecuacién

sS+s—[1+1)—~=0

1/2

H_

N N = DN

[1+40(+1) — %]

»
Il
|

(14412 + 41 — 4922

H_

NI—= NI~ N~ N

1/2

H_

(5.40)

V)
Il
|

(20 +1)* — 47°]

V>)
I
|

1/2
%)2_72] /

H_
_l_
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Una positiva y otra negativa para [ > 0.

Para [ = 0. los dos valores de s son negativos, as{ que
R(r) ~r® parar~0 (5.41)
Reemplazando (5.40) en (5.39) pero con el signo positivo para cualquier I:

1/2

A:n’—%+[(l+%)2—ﬂ +1

1 1/2

A=n'tg+ [+ 3)2 -+ (5.42)

Las ecuaciones (5.32) y (5.42) dan una estructura fina a los niveles de energia no relativistas
w72 e?
2h2 n?

Reemplazando (5.42) en (5.32) se obtiene:

E, =

me
E= 1/2
2
i
1+ ; o N2
(”’+2[(5+2) 72} >
1 2 1 4
—me 122 v S+ v .
2 1 112 1/2 8 ) 2 1/2
<n’+2+[(l+2) —’}/2} > <n’+2+{(l+2) —’)/2]
1 72
2
- me 1_5 1/2\ 2
2
w434+ (+3) [1-5 2]
(r+2)
e £
8 1/2\ 4
2
wepeed -]
(1+3)
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2 1 4
E=mc |1— 7 5+ < 7 ik
1 2 8 1 2
2(n—-——+ ne—-
I 2 (l+3) 2 (l+3) ]
2 4
2 gl 1 Y
=mc” |1— 5 5 2+§ 3 2
s MY 1 v 44 Z 4.
2{n Ny N2 2 (1+13)
i (I+3) 4(+3) ’
S PR 1 RS 7
2n2 Y/m 1 ~%/n? 8n41_§ 72 /n? n
i I+5 41+ 2 (1+3)
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5, mZ%*  mc?ytn—1

C2m2n2 2p3 n—%

E =mc

Donde el primer término es la energia en reposo, el segundo corresponde a los niveles de
energia del a&tomo de hidrégeno en reposo. El tercer término es la energia de estructura fina
que remueve la degeneracién de un mismo n y diferente [. Este término es muy grande en
comparacién al resultado experimental observado en el espectro del hidrégeno.

EJERCICIOS 5.1.

1. Resuelva la ecuacién de Schrédinger relativista para un potencial cuadrado atractivo:

0 O0>r>a

Haciendo uso de las condiciones de continuidad en r = a.
V(r)

Vo

Obtenga explicitamente una expresién para el minimo V con un a dado que tan solo
apantalle una particula de masa m. Compare el resultado obtenido en ambos casos.

2. Encuentre la solucién de la ecuaciéon de Schrodinger relativista que es finita en r = 0
y corresponde a la energfa potencial e¢p = —Ze?/a para r < a 'y ep = —Ze?/r para
r > a, cuando a es muy pequeno. Nétese que solamente los dos primeros términos de
una expansion en serie de potencias en r se deben tomar. Muestre que la solucién para
r > a se aproxima a la correspondiente de signo positivo en el caso tratado en clase

11
s=-3+5 [(20+ 1) — 442]"/?

cuando a — 0
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5.2. Ecuacién de Dirac
En su derivacion original de la ecuacién relativista del electrén, Dirac introdujo como
(5.43)

condicién que la energia de la particula, cuyo cuadrado estd dado por:
E? = 25+ m?é

fuera positiva y propuso que deberia existir una relacién lineal entre F y p’ de la forma

E=cd -7 +8mc (5.44)

de tal forma que su cuadrado fuera (5.43). Por lo tanto el operador hamiltoniano més simple
(5.45)

que es lineal en el momento y el término de masa es:
77 - —
H=cd P +pmc

reemplazando H en la ecuacién de Schrodinger:
L0 S .
Zhaw(r,t):Hw(r,t):EdJ(r,t) (5.46)
se obtiene:
(E—ca - —Bmc*)(it)=0 (5.47)
o
.0 . — = 2
zh—t—i-zhca‘V—Bmc =0 (5.48)

. Qué deben ser @ y 3 para que se cumplan las leyes relativistas?
mc?):

Multiplicando (5.47) a la izquierda por (E +ca - p +
(E4+ca-p+B8m)E—ca-p—8mc*)y=0

(B2 = [a2 i+ a2pt + 02 P2 + (a0, + @, @ )pepy + (o, 0 + 0 0, )y

+ (az az + az az)psz} - 26454

—me® | (.0 + Be)ps + (0,8 + By, )p, + (0.8 + Ba)p.| ) ¥ =0 (5.49)

Para que (5.49) se convierta en
(E2 o 02]3-‘2 o m264) w =0
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y por tanto, para que se satisfaga la ecuacion relativista de la energia se requiere que:

a=al=al==1 (5.50)
oo, + a,0, = a0, + oo, = o, + oo, =0 (5.51)
a, B+ fa, = a,f+ Po, = a.f+ fa. =0 (5.52)

Como se observa, los cuadrados de las cantidades o, ,a, a, y B son 1 y cada una de ellas
anticonmuta en pares.

Inmediatamente se concluye que «, , o, a, y 8 no pueden ser nimeros y necesariamente
son matrices. Para tener una representacién matricial de estas cantidades se debe tener en
cuenta en (5.45) que H es hermitico, y asi cada una de las cuatro matrices o, ,a, ., y 3
deben ser hermiticas y asi, cuadradas.

El problema se reduce a encontrar explicitamente la representacion en la cual una de estas
matrices sea diagonal y las otras 3 no diagonales ya que no conmutan entre si y no conmutan
con la diagonal. Los cuadrados de las cuatro matrices son la unidad y asi sus valores propios
son +1y —1.

Arbitrariamente se escoge 8 como matriz diagonal, y se rearreglan las filas y columnas de
tal forma que el valor propio +1 esté agrupado dentro de una matriz de rango n y el valor
propio —1 dentro de una de rango m.

100 ...0: 0 0 O 0

010 ...0: 0 0 O 0

00 . ...0: 0 0 " 0
g-|00...01:0 0...00:<10>

000 ...0: =10 0 ...0 0 -1

000 ...0: 0 —1 0 ...0

00 . ...0: 0 0 .0

00 00: 0 O 01

Ahora considérese la ecuacién matricial o, 3 + Ba, = 0. El elemento jl de esta es:

(O‘w)jl (8, +6)=0
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Aqui 3, y (5, son los valores propios de 3. Si (ﬁj —1—@) = 0 entonces (O‘I)jl = 0, luego la matriz
para «, se puede escribir en la forma

00 . 0 0:
00 . 0 0:
00 . 0 0: Uy
00 .0
aw:< 0 O‘“) 0
a,, O 00 00
00 . 0 0
s 100 00
00 -0
00 ... ... 0
y va que (a,)% = (O[y)2 = (a.)? = 1 necesariamente se requiere que o, = 1 ¥ oty = 1,

lo cual implica que a,; y a,, sean matrices cuadradas 2 x 2.

Se conocen matrices anticonmutantes 2 x 2, las llamadas matrices de espin de Pauli.

01 0 —1 10
o, = o, = o, =
10 i 0 0 -1

que satisfacen las ecuaciones
. 2

2Oy = —0,0, =10, o.=1

0,0, =—0,0,=10, oy =1

O, = ol=1

= —0,0, =10,

Luego:

00:01
00:10 0 o

a, = | ... o = @ 5.53
01700 Te 0) (559)
10:00
10:0 0

g=|[01:00 (5.54)
00:—-1 0
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Conocida la forma de a, por tener o, o, + o, = 0, se encuentra que o, o, + o0, =0

00:0 —i
00:4 0 0 o
o, =|...... . = Y 5.55
oS00 (% 0) (5:55)
i 0:00
Ahora conocida la forma:
a0, + oo, =0 y oo, + oo, =0
aylazl + azlayl = 0 y Q1O + Q1O = 0
se puede concluir que
00:10
0 0:0-1 0 o
o, = | ... .. AU = * 5.56
1 0:00 - 0) (559
0-1:0 0

Ahora se sabe entonces que (5.48) es:?

P1(7t)

5 Pa(7t)
(ihatl—i-ihca~V—,6mc2> bl 1) =0 (5.57)

Ya(7t)

es decir, se tienen cuatro ecuaciones diferenciales simultaneas que son lineales y homogéneas
en las cuatro (7, 1).
Se proponen soluciones de la forma

by (Fot) = Uer P T=ED (1 93 4) (5.58)

Al reemplazar (5.58) en (5.57) se obtiene:

E 000 0001 00 0 —i
oro00|_ . [ootol__ [oo0io0
00FEO Pr 10100 Pyl o —io o
000E 1000 i 000

2En el apéndice M se expresa esta misma ecuacién en notacién covariante y se enuncian algunas de sus
propiedades.
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0 0 1 0 10 0 O
e 0 0 0 -1 — e 01 0 O
P11 00 0 00 -1 0
0-10 0 00 0 -1
E —mc? 0 —cp, —Cpy + 1Cpy U
e . U
0 E—mc CPx — 1CPy cp, 2 o (Frwt) _ 0
—Ccpy —cpy +icpy B+ mc? 0 Us
—Cpy — iCpy cp, 0 E + mc? Uy
(E —mc?)Uy — ep.Us — c(pr — ipy)Usg
(E — mc*)Uz — c(pg + ipy)Us + cp:Uy .
67, (k~F—wt) — O
(E 4+ mc*)Uz — cp:Ur — c(ps — ipy)Us
(E 4+ mc?)Uy — c(ps + ipy)U1 + cp.Us
En otras palabras, se tienen cuatro ecuaciones:
(F — mcz)Ul —cp:Uz — c(py — ipy)Us =0
(FE — ch)UQ — ¢(pg +ipy)Us +cp.Us =0
(E +mc*)Uz — ep.Uy — ¢(py — ipy)U2 =0
(E 4+ mc*)Uy — c(pz + ipy)U1 + epUa =0

(5.59)

Estas ecuaciones son homogéneas en las U y tienen solucién si el determinante de los coefi-
cientes es cero. Llamando M a la matriz que aparece en (5.59), se debe cumplir:

E — mc?

0
0=detM =

—CPz

—Cpy — 1CPy

=(F - mcz)2 (E+ m02)2 + (02102)2 —

— P2 (E +mc*)(E — mc?)

0
E — mdc?

—Cpy + 1Cpy

CP=

—CPz
—CPy — 1CPy
E +mc?

0

—Cpy + 1Cpy
CPz
0

E +mc?

[(—Cpm + ipr)(—Cpm

- ipr)]2

— Ap2(E +mc*)(E — mc?)
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= (B> = m?c')? + (@p2)” = [p} + *p})” — 22 B — mPc!)
= (E? = m2chH? + (*ph)? + [CQp?C + chz]z -2 [c2p§ + 021012/]2 — 2% (E? — m2ch)
= (B2 = m2c)? + [2p? + 2 + p2) " — 2(cPp?) (P2 + ¢p?)

-2 [C2p§ + chz]z — 222 (E? — m2ct)

2
= (B? =m?c")? + [P0 + 05 +p;)]” — 2 [P0 + ol + vy [Pph + Ppl)]

E2_m2c
— 222 (E? — m2ct)

92
= (E* —m?*c")? + [2(§)?]” - 2(Pp2 + chf/)(E2 —m?2ct) — 22 (E? — m2ch)

Este determinante es (E? — m2c* — ¢2p?)?) = 0, asi que la relacién relativista entre E y p,
E? = 25?4+ m2c* se satisface.

Las soluciones explicitas se obtienen para cualquier momento p por escogencia de un signo
para la energia, es decir

E. =+Vp?+m2ct

y entonces hay dos soluciones linealmente independientes

cp- c(pz + ipy)

! 2 T E, +me? 4 E, +mc?
C(pm_ipy) CPz

Uy =0 Uy =1 Uy = SPe =Py Uy=—— P2

! 2 T E, +me? 4 E, +mc?

Similarmente si se escoge la raiz cuadrada negativa

E_ = —\/c2p2 +m2ct

CP~ C(px +ipy)

T ——— T ——— p— 1 p—
NEE e V=g e Vs a=0
_ bz —ipy) ___ P . _
Ul_E,—mc2 Uz = E_ —mc? Us =0 Ui =1

y cada solucién estd normalizada en el sentido que ¥*y = 1.
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Para ver que las anteriores U efectivamente son soluciones, se reemplazan directamente
en las ecuaciones (5.60). Por ejemplo, partiendo del término de la izquierda en (5.60a):

CPz

E, —mc®)1—cp, — 22
(B = me’) P2 E 1 me?

N )

CJpe—ipy)elpatipy) oo B
E, + mc? * E.+mc2  E,+mc?
B} —mPct = & (py +p, + D)
N E, +mc?
B Ei — (*p? + m?ct)
E, +mc?
2 2
_ BB
E, +mc?
Ahora, partiendo de (5.60b):
-\ c(pe —ipy)
E—mc)1— APz — WPy)
( me”) 1 — c(pe + ipy) B, + me
B S i o)
E. + mc? E. + mc?

B, — (2p? +m2ct)
E. +mc

De manera silmilar, partiendo de (5.60c):

CPz
E_ 21— _—
(E_ 4+ mc?) cps T e
_C<pz - Z‘py) c(pz + ipy)

=0
E_ —mc?

Finalmente, reemplazando en (5.60d):

. C(pe —1p
(E_ +mc*) 1 — c(ps +ipy) j(Ex—mch
—Cp, Pz =0

E_—mc?
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En conclusién, para E, = /c2p2 + m2c? | se tienen las soluciones:

E, +mc?
0 of (7 —Est)
i) = -
w( ) sz E+ + ch
c(pz +ipy)
0
E, 4+ mc? 6% (P-T—Eqt)
Y(rt) =

C(pm _ Zpy) E+ + ch

—CPz

Para E_ = —/c2p? + m2c* |, se tienen las soluciones:

CP~
c(pz +ipy) e% (P 7T—E_t)
2 1) = entm
’(/}(T7 ) E_—mc2 E__m02
0
c(pz — ipy)
—CPz eh (BT —E-t)
2 1) =
’(/}(/r7 ) O E_ _ ch
E_ —mc?

5.2.1. Electrén relativista en campo electromagnético

Teniendo en cuenta que en presencia de un campo electromagnético

cﬁ—>cﬁ—e/f

EFE—FE—ec¢

(5.61)

(5.62)

(5.63)

(5.64)
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entonces
[E Ce(Ft) — T - (cF — eA(Fo1)) — ﬂmc2] W(Ft) =0 (5.65)

Multiplicando a la izquierda por E —e¢ + @ - (cp — eff) + Bmc? se tiene:

((E—ed))2— {5)- (cp —ed)| —m?ct — (E —ed)d - (cp— €eA)
————
) ) (3)

El segundo operador de (2) se puede reducir usando
(@-B)(@-C)=B-C+id - (BxC) (5.67)

. _ ) ) ) ) . -
donde B y C conmutan con « pero no necesariamente entre si, y se identifica B = C =
cp—eA

-, -, —

(cp—eA) x (cp—eA)=—ce(A x P+ P x X) —ieheV x A =ieheB (5.68)
Reemplazando (5.68) en (5.67)
[3 (ef— efT)]Q = (cf— eA)? +io’ - (ie hc B)
= (cf—eA)? —echco' - B
Los operadores (3) y (4) de (5.66) se pueden reescribir como

Ll A
¢@ - (EA— AE) +ce @ - (¢ — Fo) :ieha’.%tﬂehca%?(p: —iehca - E

Luego (5.66) se convierte en:
{(E —ed)? — (cp—eA)? —m*c* 4 ehco’-B—iehed - E’)} (7 t) =0 (5.69)

Si se coloca E = E’ 4 mc? en el limite no relativista y asumiendo E’ y e¢ pequeios en
comparacion a mc? y reemplazando (E — e$)? — m2c* ~ 2mc?(E' — e¢) en (5.69)

[2mc2(E’—e¢) — AP - %g)2+ehca"§—iehca)-f} P(r,t) =0

1. .= h 5., teh o =
E'¢:[2m(p—‘ZA)2+6¢—2€mCU/-B+2meE'E]¢ (5.70)



Apéndice A

Particula en pozo cuadrado infinito

A.1. Pozo unidimensional

A continuacién se resuelve la ecuacién de valores propios (1.2) del operador H 0 para
el caso de una particula libre, de masa m, restringida a moverse a lo largo del eje x, en el
intervalo (0, a). En los puntos 0 y a existen barreras infinitas de potencial que no permiten que
la particula pueda moverse fuera de este intervalo. Por lo anterior, en el intervalo mencionado,
el operador Hamiltoniano del sistema es HO = p2/2m. Para este caso, la ecuacién de valores
propios en la representacién de coordenadas es

)

5 ) = EOYY (). (A1)
m XT

La anterior ecuacién diferencial se puede escribir de forma equivalente como

PHE) |,
dx? + k5, 7(10) (x) =0, (A2>
en donde se ha definido que
2mE®
k2 = et (A.3)
La solucién mas general de (A.2) esta dada por
Y (x) = Asenkyx + B cos kna. (A.4)

Ya que el movimiento de la particula libre estd restringido al intervalo (0,a), entonces la

solucién planteada debe satisfacer las condiciones de frontera zpéo)(o) = wéo)(a) = 0. La
condicién de frontera, para el caso z = 0, implica que
»9(0) = Asen0 + Bcos0 = B =0,

n

y asi, la solucién mas general de la ecuacién (A.2) adquiere la forma

Y (z) = Asenkyz. (A.5)

255
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La condicién de frontera, para el caso z = a, conduce a
0 (a) = Asen kpa = 0,

por lo cual se concluye que para poder tener soluciones no nulas en el intervalo (0,a), con
A # 0 en (A.5), es indispensable que sen kna = 0, lo cual es posible si se satisface que

kna =0, £mw, £2m, -+,
o equivalentemente, si se cumple que
kp =—, conn=1,223,...,

resultado que, teniendo en cuenta (A.2), permite encontrar que los niveles de energia del
sistema son

21.2 2,212
B O (A.6)

£©) -
" 2m 2ma?

Las funciones de onda, dadas por (A.5) con n = 1,2,3,..., para que tengan una adecuada
interpretacion probabilistica deben satisfacer la condicion de normalizacién

/‘wflo) (w)‘zdx = / |A|? sen? (kpx)dr = ]A\Qg =1,
0 0

con lo cual, se encuentra que las funciones de onda de probabilidad, que describen los estados
mecanico-cuanticos de la particula en el pozo cuadrado infinito unidimensional, estdn dadas
por

0@ =B () - n=t2s et



Apéndice B

El oscilador armonico cuantico libre

B.1. Oscilador unidimensional

La ecuacién de valores propios del operador H? para el oscilador arménico unidimensional
libre, en la representacion de coordenadas, es

)

1
om a2ty et (x) = EPY (), (B.1)

ecuacion diferencial que puede reescribirse como

h d2¢7<10)( ) mw 2En°
_m 72 ¢(0)( ) w(O)( ) (B.Z)
2E©)
Introduciendo el cambio de variable & = %ZL’ £ = n;iw z? y llamando K, = mz , la
anterior ecuacién toma la siguiente forma
gy
——ge H Y = K, (B.3)
0 equivalentemente
dZw(O)
e = (€ - K) v, (B.4)

Para & — 00, el término ¢2 domina sobre K,, y (B.4) se puede aproximar a

d*g”
de ~ 52 1(10)7 (B5)
cuya solucion es de la forma
€2 &2
O)(¢)~ Ae™ 27 + Be?. (B.6)
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Teniendo en cuenta que para & — oo, x — 00, m(lo)(oo) — 0, es decir

A
P (00) ~ o T BET =0, (B.7)

entonces en (B.6) se tiene que B = 0, y por lo tanto la solucién fisicamente aceptable tiene
la forma

b0 () ~ e (B.8)

La solucién de (B.4) debe dar cuenta del comportamiento para & pequenos, por lo cual se
asume una solucién general de la siguiente manera

(€)= ha(€)e™ 2, (B.9)

donde la funcién h, () da cuenta del comportamiento de (B.9) para & pequenios. Derivando
(B.9), con respecto a &, se obtiene

dy? ([ dhy, &
e = (d§ —fhn> ez, (B.10)

resultado que al derivarse nuevamente conduce a

20 (Ph,  dh, &
= -2 —1Dh, € 2. B.11
= (G -G @ - o) (B.11)
Reemplazando (B.9) y (B.11) en (B.4), la ecuacién diferencial se convierte en
d’h, dhp,
— — 26— K, —1)h, =0. B.12
- (5, - ) (B.12)

Se propone una solucién de (B.12) en términos de una serie de potencias en &, de la siguiente
manera

ho(§) =ao+aré+a®+ - => a;¢. (B.13)
j=0

Derivando (B.13) término a término, respecto a & se tiene

dhn, 2 — . i—1
nga1+2a2£+3a3€ + - :‘]Zojajfj s (B14)
d2h,, ) =, . :
e =202 +2-3a3§ +3 4048 -+ =D (DG +2) a2, (B.15)

J=0
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y reemplazando (B.13), (B.14) y (B.15) en (B.12) se encuentra que
D G+ DG + 2)aj42 — 2ja; + (Ky — 1ag] & = 0. (B.16)
j=0

De la unicidad de las expansiones en series de potencias, se puede concluir que en (B.16) los
coeficientes de la serie deben ser cero

G+ 1) + 2)aze2 — 2ja; + (Kn — 1)aj; =0, (B.17)
y asi, se obtiene la siguiente formula de recurrencia

2j+1-K,

G2 CI G2 Y (B.18)

la cual es completamente equivalente a la ecuacién de valores propios (B.1). Desde el punto de
vista operativo, la anterior formula permite que dado un ag, se puedan generar los coeficientes
asz, a4, ag, ... y dado un a; se puedan generar los coeficientes ag, as, a7, ....

Por conveniencia, los polinomios h,(§) se escriben de la siguiente manera

hin(§) = Tpar (§) + himpar (§), (B.19)
donde
hpar(§) = a0+ ag € +as &' + -+, (B.20)
es la funcién par de £ construida sobre ag y

himpar(f) Eal£+a3§3+a5£5+"' ) (B21)

es la funcién impar de £ construida sobre ay.

Por lo tanto, la ecuacién (B.17) determina los hy, () en términos de dos constantes arbitrarias
(ap y a1), como es de esperarse para una ecuacién diferencial de segundo orden.
Sin embargo, no todas las soluciones obtenidas pueden ser normalizadas. Para j muy
grande, la féormula de recurrencia (B.18) se convierte en
2
Ajro R Eaj, (B.22)

donde se puede plantear como solucién aproximada

L~ C
/2!

(B.23)
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siendo C' una constante. Lo anterior conduce, para ¢ grande (donde las potencias mayores
dominan), a que

ha(§) = CY (j/lz)! &~ czk: % % ~ cet’, (B.24)

y entonces wﬁf’) (£), a partir de (B.9), tendria la siguiente forma:

PO ~ Cete 2 ~Cez, (B.25)

solucién en la que para £ — o0, se tiene que wr(lo) (§) — oo. Este comportamiento para
la solucién analitica planteada no es fisicamente aceptable para una funciéon de onda de
probabilidad. Lo anterior implica que hay que modificar de alguna manera la solucién hasta
ahora obtenida. Para que las soluciones sean normalizables la serie de potencias se debe
truncar en un valor j entero especifico (que se denominara n), de tal forma que la férmula
de recurrencia conduzca a la restriccién an+2 = 0.

Para las soluciones fisicamente aceptables, se debe cumplir que K,, = 2n + 1 y con lo
anterior la férmula de recurrencia es

2(n — j)

R R o

y en consecuencia los valores propios de energia se relacionaréan con los valores de n asi

2E(0)

2 1=
n + o

(B.27)

de donde se deduce que los valores propios de energia asociados a los estados cuanticos del
oscilador arménico unidimensional son

n

1
EO — <n + 2) hw paran=0,1,2, ..., (B.28)

Si n = 0, hay solamente un término en la serie (se toma a; = 0 para eliminar hjpmpar ¥y j =0
en (B.26)), esto implica que ag = 0, por tanto

ho(€) = ao, (B.29)

y asi, la funcién de onda del estado fundamental es

(B.30)

Para n =1 se escoge ag = 0, y (B.26), con j = 1, conduce a ag = 0, por lo tanto

hi(§) = a1 ¢, (B.31)
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siendo la funcién de onda para el primer estado excitado

_&
B©) =amee 7. (B.32)
Para n = 2, se escoge a; = a3 = 0. Tomando j = 0, ax = —2ag, y con j = 2, ag = 0. Por lo
cual

ha(€) = (1 —2€%) (B.33)

y de esta manera, la funcién de onda del segundo estado excitado es

(0) &2

by (€) = ao(1 —2€%)e — = (B.34)

2
En general h,, (&) son los polinomios de Hermite de grado n en £, denotados por H,(&). Si n
es entero par, la serie tiene solamente potencias pares. Si n es impar, la serie tiene potencias
impares. El factor multiplicativo se escoge de tal forma que el coeficiente de la potencia mas
alta de & sea 2™.

Como consecuencia de todo lo anterior, la solucién de la ecuacién (B.1) para el oscilador
armoénico unidimensional libre, conduce a que los niveles de energia estén dados por (B.28) y

los estados cudnticos correspondientes estdn representados por las funciones de onda (Figura
B.1):

/4 1 &
¢’ELO) (CB) = (%) WHn(g)e 2 con &= mTiwx’ (B35)

donde H, (&) son los polinomios de Hermite. Para los primeros valores de n, ellos son

Hy=1
Hy, =2
Hy = 462 -2

Hjy = 8¢3 —12¢

Hy = 166 — 48¢% + 12

B.2. Operadores de creaciéon y destrucciéon

Con el fin de estudiar las correcciones de segundo orden a la energia del estado funda-
mental y la correccién de primer orden al estado fundamental, la perturbacion anarmonica
H' = 133 + v27* puede reescribirse convenientemente expresando los operadores 73 y % en
términos de los operadores de creacion y destruccion. Para comenzar, se definen los operadores
P y X como

P=\/-Lp,, (B.36)
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v (€)

S

=

¥ (€)

S

FicuraA B.1. Gréfica de algunas funciones propias del oscilador arménico

X= \/Ehwa (B.37)

Los operadores de momento (p,) y posicién (Z) del sistema, en términos de estos nuevos

operadores, quedan expresados como

De = \/mwhﬁ,
(B.38)
7 =/LX,

de manera que el operador H? del sistema libre, queda escrito como

ﬁo = ——+ —=
2’7’; 2 (B.39)
w ~
- 2 (p? XZ)
7 (P
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Ahora se definen los operadores de creacién (at) y de destruccién (a)

at = \}i (}? - iﬁ) , (B.40)
a= \2 ()? + 1'13) . (B.41)

Sumando y restando (B.40) con (B.41), se obtiene respectivamente

2 ~

atra= 2

a'+a = X,
V2

PO .2
a—al =i—

)

)

de donde es posible escribir los operadores X y P en términos de los operadores creacién y
destruccién

X

- 5=
%)

(@' +a),

)
=

iP=—(a—al),

y por lo tanto, se pueden expresar los operadores T , 22, 2° y z*, en términos de a' y @, asi
~ _ h >
(B.42)
_ [ m
= /3 (@+ah),
2 =27
(B.43)
= 71— (aa +aa' +afa +atal),
3 = 172
(B.44)

— (32.)*? [aaa + aaa' + aa'a’ + afaa’ + atata + aa'a + ataa +afatal ,

= (i)2 [(@)*+ (@)%a’ + (a)?(a")? + aataa’ + a(ah)?® + (a)*a'a + aa'(a)? +a(a’)*a

+al(@)? +al(@)%a +ata(@")? + @)* + (ah)%aal + ataata + @)2@)? + @h)%.
(B.45)



264 APENDICE B. EL OSCILADOR ARMONICO CUANTICO LIBRE

Para expresar HY en términos de los operadores de creacién y destruccién, hay que escribir
X2y P2 en funcién de estos operadores

X2 = XX

= 4 (aa +aa' +a'a+a'al)

P2 = (—iP)(iP)
= —3 (aa +aa' +a'a +afal)
sumando las dos anteriores expresiones se obtiene
P21 X2 =qgal +ata,

y remplazando éste tltimo resultado en (B.39), es posible escribir que

Ao = wh (aaT +aTa> . (B.46)
Las ecuaciones de valores propios de los operadores destruccion y creacion son
~ 0
alyl") = valuh), (B.47)
al o) = v+ 1), (B.48)

La aplicacién sucesiva del operador creacién sobre el estado fundamental, permite obtener
todos los estados mecénico-cuanticos posibles del sistema, de la siguiente manera:

) = WT( a)" [u). (B.49)

Se observa que el operador de destruccion aplicado sobre el estado base, no puede disminuir al

estado, por lo tanto aw(()o)} = 0. Reemplazando las ecuaciones (B.47) y (B.48) en la siguiente
ecuacion:

BOJl?) = 5 (@t +ata) [ul)
= 5 (avar ol +atvaluly))
-2 (WW!% ) + vy T Iu))
- % ( (n+ 1)) + 0|yl >>
= wh (n+3) [vi”)

= En|¢’510)>7
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en coherencia con los valores propios del oscilador armoénico unidimensional, previamente
obtenidos.
La relacién de conmutacién entre los operadores @ y af es

[a, a*] =1, (B.50)
de donde se obtiene que
aal =1+ata. (B.51)

Reemplazando este resultado en H 0 dado por (B.46), se obtiene

~

A/~ o
Hoz%(1+aTa+aTa)

(B.52)
= wh(a'a+ %),
resultado con el cual es posible concluir que
770],,(0)\ ~~ 1 (0)
HOgn”) = wh(ala + 3) vn”)
(B.53)
0
= wh(n+3) o),
y asi es posible definir el operador nimero, como
N =a'a, (B.54)
operador que satisface la siguiente ecuacion de valores propios
N[ = n[e), (B.55)

justificandose de ésta forma el nombre del operador N.
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Apéndice C

Atomo hidrogenoide

C.1. Paridad de las funciones de onda

El operador hamiltoniano H° de un 4tomo hidrogenoide libre, que tiene Z protones en el
nucleo, esta dado por:

~ p Ze
HY =~ = C.1
om r’ (C.1)

donde k = 1/4me,. La ecuacién de valores propios de HO es:
f[o‘nlm> = B |nlm). (C.2)

En el curso de Mecédnica Cudntica I se resolvié en detalle esta ecuacion, obteniéndose que los
niveles de energia de Bohr para este sistema son:

Ze? 2 1
o= " (2 )~ —1,2,... C.3
" 2h? <47750> n? " T (C3)

v los estados cuanticos quedan representados por las funciones de onda:
DO (1,0,0) = (x| nlm) = Roy(r)Yim (6, ), (C.4)

donde los nimeros cudnticos principal (n), momento angular (1) y proyeccién del momento
angular (m) en la direccién del eje z, toman los valores:

n=12,...
[1=0,1,2,...,(n—1)
-1 <m<]

La funcién radial (R,;(r)) en (C.4) tiene la forma:

Stm—tl—1)0 _r [2r\!
o [(2) Sl s () 1 e

267
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47T€0h2
mZe?
ag = 0,529 x 10719 m.

siendo a =

En particular para Z = 1, se tiene que el radio de Bohr esta dado por

., p . . .
La funcién Lq+p(m) representa a los polinomios asociados de Laguerre, dados por:

pd"Ly(2)

0yl = (-1l (C.6)
donde Lg(x) en (C.5) denota a los polinomios de Laguerre, definidos como:
d1
Ly(z) = €"— (e "a9) (C.7)

dz1

Algunos de estos polinomios se muestran explicitamente en el Cuadro C.1.

Polinomio de Laguerre Polinomio asociado
Lo=1 Lj=1; Lj=1
Ly =—-z+1 IY=—z+1;Li=-22+4
Ly=a—4x+2 L} =3x? - 18z + 18
L3 — 23 +92% — 182 + 6
Ly = z* — 162 + 7222 — 96z + 24

CuaDRO C.1. Algunos polinomios de Laguerre y asociados de Laguerre.

Las funciones angulares en (C.4) son los armonicos esféricos (Y7,,(6, ¢)) definidos como:
Yim (0, ¢) = Om (0)Pm(9), (C.8)

donde la funcién angular Oy, (0) estd dada por:
Oim(0) = Ci P (cos 0) (C.9)

de tal forma que las funciones P/™(cos @) representan a los polinomios asociados de Legendre,
con las constantes de normalizacién C,, tomando los valores:

@2+ 1) (I |m])!
Clm_\/ ar (14 |m|)V

y la funcién angular ®,,(¢) se escribe como:

D, (p) = e€™m? (C.10)
donde la constante de normalizacién € toma los valores
(=1)™; param >0

€= (C.11)
1; para m < 0.
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Algunos polinomios asociados de Legendre son:

P} = sen0,
P = cos¥,
P} = 3sen?4,

P} = 3senf cos0,
P = 3(3cos?0 — 1),

mientras que algunos armoénicos esféricos son:

YE)O

o] &~

& cos 0,

e

u
3 .

Vit = 74/ = senfet?,
8m

Como se puede observar cuando se calculan correcciones de primer orden a los niveles de en-

P(r,0,9)

=3

>

Fiaura C.1. Coordenadas esféricas (r, 6, ¢).

ergia de Bohr, resulta 1til estudiar la paridad de las funciones de onda del 4&tomo hidrogenoide.
Para hacer esto se usan coordenadas esféricas, tal como se representa en la Figura C.1. La
paridad de estas funciones se determina considerando el cambio en las coordenadas r, @, ¢,
al invertir el signo de x,y, z. Es decir, se hace la transformacion inversion de coordenadas
cartesianas:

P = ($7y7 Z) - Pl = (x/7y/72/) = (—],‘, Y, _Z) (012)
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0 equivalentemente:
x — 2’ = —z,
I J—
yr—vy ="y
/
Z— 2z = —z.
El efecto de esta transformacién sobre las coordenadas r,0, ¢ se determina de la siguiente

z P Y P

0 =m7—20 ¢ =r+09

P’ P’

Ficgura C.2. Cambio en las coordenadas 6 y ¢ al invertir las coordenadas cartesianas.

manera. Primero se tiene en cuenta que el punto P’ = (—z,—y, —z) queda representado
por las coordenadas 1/, 6, ¢'. Al hacer la inversién de coordenadas cartesianas, claramente se
observa que r = 7’. El cambio en las coordenadas angulares 0’ y ¢/, se puede determinar con
ayuda de la figura C.2, en donde se han proyectado los puntos P y P’ sobre el plano yz, para
el angulo ¢, y sobre xy para ¢’. Entonces, con la inversion, las ecuaciones de transformacién
de las coordenadas esféricas estan dadas por:

r— 1 =r (C.13)
0 — 0 =m—0, (C.14)
¢ — ¢ =m+ ¢ (C.15)

El objetivo a continuacion es establecer cual es el efecto de la transformacién de las coorde-
nadas esféricas sobre la funcién de onda 1/1522,1(7“, 0, ¢). Para esto, inicialmente se determina el
efecto sobre la funcién radial. Esta funcién tiene una forma especifica de acuerdo a los valores
que tomen los niimeros cudnticos n y [, por ejemplo:

T
Ry = 2(1_3/26_%

1 1r r
Ry = —=a 32 (1--~)e 2
20 \/§a 2a a?
R21 — La73/256_27‘7a’

V2a a
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2 2r 2 /r\2 T

R — 73/2 1_ — | — 673(1

0= a7t < 3a * 27 (a) > ’
8 1r r T
Ray = ——a32(1—---)(=)e 3a
7 97 B ( 6a> <a> :

4 r\N2 _r
Ryy = ———q3/2 <7) € 3a.
27 8430 a

Estas funciones radiales son graficadas en la Figura C.3. Como se observa, estas funciones
solamente dependen de r y son funciones pares respecto a la transformacion, al cumplirse
que r =r’.

Ry

Rao

R3o R

R3s

F1aura C.3. Gréficas de la funcién R, (r).

A continuacion se determina el efecto de la transformacién sobre los arménicos esféricos.
Para esto primero se determina el efecto sobre la funcién ©y,,(6). Al realizar el cambio de
variable p = cos 8, los polinomios asociados de Legendre se escriben como:

imi/2 d™ Py ()

PP (eost) = () = (1 i)™V S, (©16)
donde Pj(u) = P;(cosf) son los polinomios de Legendre, dados por:
P = o (i 1)’ (€.17)
M= g et ' '
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Los polinomios de Legendre, para los primeros valores de [, son:

Py =1,

P = p,
_Lige_
P, 2(3u 1),

1
P3:§(5,ﬂ—3u).

Dada la transformacion (C.14), se tiene que:

p=cos® — p' =cos(m —0) =—cosh =—p

de manera que la paridad de los polinomios de Legendre depende de [ debido a que:

1d(u2 1)
Pi(—p) = 21“2“(‘_#) )

Teniendo en cuenta que:

entonces la expresion (C.19) queda escrita como:

(-1 d (42— 1)’

2l]! d(_ﬂ) = (_1)ZB(M)

P(—p) =

Por lo anterior los polinomios asociados de Legendre tienen la forma:

P (—p) = (42 — 1)V A" P(—p) _ (42 = 1)\2 (_1)1M_

d(—p)

Si se reemplaza (C.20) en (C.22) se obtiene que:

d(—p)

jm] /2 _pyiml d™P(p)

V"5

P (—p) = (4* = 1)

B jml /2 m 4™ P ()
= (/ﬂ —1) (—1)H! ‘T/j)

(C.18)

(C.19)

(C.20)

(C.21)

(C.22)
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es decir:
P (—p) = (=)™ P (), (C.23)

con lo cual la inversion de coordenadas se manifiesta sobre los polinomios asociados de Legen-
dre P/(cosf) a través de un factor multiplicativo (—1)*1™l y de esta forma el valor de I +|m|
determina la paridad de estos polinomios.

Ahora, se determina el efecto de la inversién espacial sobre las funciones ®,,(¢). Para esto se
tiene en cuenta que:

P (¢) = Prn(9)
= ®(m + ¢)
= e[cos(m(m + ¢)) + isen(m(m + ¢))]
= € [cos mm cos ¢ + i cos mm sen ¢
= cosmm B ()
= (=1)" P (o)
es decir:
B, (¢)) = En(¢)  olmes par (C.24)

—®,,(¢) sim esimpar,

con lo cual la paridad de las funciones ®,,,(¢) depende del nimero cuéntico m.

Finalmente, el efecto de la inversion espacial sobre los armonicos esféricos, se manifiesta a
través de la paridad de las funciones ©y,,(0) y ®,,,(¢). La paridad de los Y;,,(0, ¢) estd dada
por:

Paridad de Y},,(0, ¢) = (Paridad de ©;,,(0)) - (Paridad de ®,,(¢))

= (—l)l—i-\m\ (-1 = (_1)1 (_1)|m| (—1)m. (C.25)

Si se tiene en cuenta que:

entonces se cumple que:

()= (-
y por lo tanto la paridad de los Yy, (6, ¢) queda determinada por:

Paridad de Y},,(8,6) = (=1)' (=1)™ (=1)"™ = (-1)’, (C.26)
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es decir la paridad de los arménicos esféricos depende de si [ es par o impar.
Finalmente el efecto de la inversion espacial sobre las funciones de onda se manifiesta a través
de su paridad, es decir:

Paridad de ') (r,6,¢) = (Paridad de Rp(r)) - (Paridad de Y (6, ¢))
(1)(=1)! = (=1

Como conclusion, las funciones de onda del dtomo de hidrégeno son pares sil es par e impares
si l es impar.

(C.27)

C.2. Elementos de matriz <n’l’m"/z\‘nlm> y nimeros m y [

Con el fin de facilitar la evaluacién de la matriz de perturbacion, para el caso del efecto
Stark, inicialmente se establece una relacién entre los elementos de matriz (n'l'm/ ’2‘ nlm) y
el nimero cuantico m. Para realizar lo anterior es necesario tener en cuenta que el operador
momento angular . =T x p, tiene como componentes cartesianas a los operadores:

L. = Up> — 2Dy, (C.28)
Ly = 2p» — Tp-, (C.29)
L. = &Py — U, (C.30)

los cuales en representacion de coordenadas se escriben como:

;= n < 9 za> , (C.31)

Lo = i Yoz oy
~ h 0 0
~ h 0 0

A partir de los anteriores operadores se puede escribir el cuadrado del operador momento
angular como:

[

LP=L2+ L2+ L2 (C.34)

En particular el operador momento angular en la direccién del eje z satisface una ecuacion
de valores propios de la forma Lz‘nlm> = ihm‘nlm>, vy una relacién de conmutacion de la
forma:

[L.,2] =0 (C.35)
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de modo que se cumple que
(n'l'm’| [Ez, Z]|nlm) =0 (C.36)
La anterior ecuacién implica que:
<n’l'm"i{z\‘nlm> - <n’l/m"/z\iz‘nlm> =0, (C.37)
donde al tener en cuenta la ecuacién de valores propios se obtiene:
m'h<n/l'm/|2’nlm> - mh<n’l/m"?}nlm> =0, (C.38)
o lo que es lo mismo:
(m’ — m)R(n'l'm’|Z|nlm) = 0. (C.39)
El ultimo resultado implica que:

<n'l'm"3’nlm> 20 simi=m, (C.40)

=0 sim #m.

A continuacién se establece un criterio para evaluar los elementos matriciales (n'l'm/ ’2‘ nlm)
con respecto a la paridad de las funciones de onda, las cuales quedan determinadas por la
paridad de los niimeros cudnticos [ y I’. Para esto, primero hay que tener en cuenta que los
elementos matriciales son integrales de la forma:

(n'l'm!|Z|nim) = / Uty 2nimdr (C.41)
Se observa que si los niimeros [ y I’ son ambos pares o impares, se cumple que:

<n’l'm"3{nlm> = /wnl’m/wnlm zdr, (C.42)
—_————

par

y en consecuencia, para este caso, el integrando es impar, y por consiguiente:

<nl’m"ﬁl"nlm> =0. (C.43)
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Apéndice D

Perturbaciones de la estructura fina

D.1. Perturbacion en la interaccién espin-orbita

Supoéngase una carga ¢ describiendo una trayectoria circular de radio r. Si esta carga
tiene una masa m, entonces existe un momento angular orbital L=7x P =T Xmuv; U es
perpendicular a p por lo tanto L = mrv. También existe una densidad lineal de carga (\)
asociada con la carga ¢ en movimiento dada por:

q q
A=-=— D.1

{  2nr (D-1)
La carga se puede ver como una corriente I que genera una campo magnético y a la cual
se le puede asociar un momento de dipolo magnético fi. Dada la simetria del sistema, este
momento es ji = I A, de modo que u = IA, donde A = 7r2. Dado que la corriente se puede
escribir como I = Av = ZLU, por lo tanto el momento dipolar magnético se puede escribir

r
como:
q 9 qUrT qmru qL
= —vnr‘-=-— = = —,
H 2rr 2 2m 2m
o en forma vectorial, como:
i q »
= —1PL. D.2
=g (D.2)

Por lo anterior, el momento de dipolo magnético orbital del electrén es:

—eL, eLe
- _ - _ D.3
Hre = 9L 2me 2m.’ (D:3)
siendo para este caso gr, = 1, el llamado Factor de Lande. A la cantidad
eh
= D4
/’LLe 2me7 ( )

277
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=

Area= A

Ficura D.1. Orbita del electrén alrededor del niicleo.

se le conoce como el magnetén de Bohr, y su valor es u,, = 5,7883811749(43) x 10~ %i}g

Si en vez del electrén se tiene al nicleo del d&tomo de hidrégeno (el protén) describiendo la
trayectoria circular, el magneton nuclear, es:

eh
/"[’Lp = 5 (D'5)

©2my,’
tomando el valor i, = 3,152451238(24) x 10~ 2. ~ 10734, . Por otro lado, si en la

expresién (D.2) se reemplaza al momento angular orbital L por el momento angular de espin
Se, entonces el momento dipolar magnético de espin del electrén esta dado por:
i, =¢gs—2>S D.6
/'[’Se gS 2m€ € ( )
siendo gs = 2 para este caso. De esta manera, el momento dipolar magnético anomalo del
electrén es:

eh

fs, = e (D.7)

A continuacion se calcula el campo magnético producido por el protén visto desde el sistema

en reposo del electrén. Desde este punto de vista, el niicleo esta orbitando como se ilustra en

la figura D.2.

Ze
1
(cldsicamente). Por la Ley de Biot-Savart el campo magnético producido por esta espira es

proporcional a I:

Esta carga orbitando es una espira de corriente I. El periodo de la 6rbita es T =

5 Mol po Ze
B=—-="—+— D.8
2 r 2r T ( )

2mr
En el sistema de reposo del nicleo L, = muwr. Pero la velocidad es v = Ea entonces:

I @_2777"2711@
e =mr T =7
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Tl

q=+Ze

Ficura D.2. Orbita del nucleo, vista desde el sistema en reposo del electrén.

Entonces:
1 L,
e D.
T 27r2m, (D-9)
MKS = D.10
en Ho 0l ( )
reemplazando (D.9) y (D.10) en (D.8):
1 Ze

 Ameg mec?r3C

FEl electrén siente un campo magnético producido por el nicleo debido a que para él, el niicleo
es una carga moviéndose.! La energfa potencial, Vj;, de orientacién del dipolo magnético del
electron y el campo magnético producido por el niicleo es en general Vi = —fi - B.

Como en este caso B estd actuando sobre el espin del electron:

— e = 1 Ze -
Vu=-ji, B=|—-—S5) — ———=1L
M Mg, < Me e) ey mec?r3 ~©

Ze? 1 g
VM = e
4dmeg micir
Al hacer el andlisis en el sistema en reposo del electrén, hay que tener en cuenta que este
sistema no es inercial pues, desde el punto de vista clasico, el electréon esté orbitando alrededor
del nticleo. Una correccién cinematica aproximada se da introduciendo el factor de precesion
12

de Thomas, cuyo valor es 5 .

1Se est4 haciendo un tratamiento cldsico pues en primera cuantizacién, el campo electromagnético se trata
clasicamente.

*Véase Am. J. Phys. 57(1989)171.
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Con esta correccion:

Ze? 1

= Sren m2c2r3 C
8meg miccr

P

Vi
Entonces aparece una perturbacién para el atomo hidrogenoide que se puede llamar correccion
espin-orbita, Hg,:
Definiendo
L Zer 1 1
G(F) =

- 202 43
8meg micc T

el Hamiltoniano del atomo hidrogenoide se escribe como:

~ PP 1 Ze? PPN
A= _ - 2° L qg#®S L
2m  4meg r —

~ H’
HO



Apéndice E

Ecuaciones de Maxwell y
ecuaciones de movimiento

Las ecuaciones de Maxwell son:

VB ) = - plr,) (1)

€0
Vx B t) = -2 r.) (E.2)

ot
V- B(r,t)=0 (E.3)
V x B(r,t) = poj(r,t) +copo 5 (r1) (E.4)
con
1
o Mo = 2

Los campos E y B se pueden escribir en términos de los potenciales ®(r,t) y A(r,t):
E(r,t) = -V &(r,t) — ——— (r,t) (E.5)

— —
B(r,t) =V x A(r,t) (E.6)
Los campos E y B son invariantes bajo las siguientes transformaciones de los potenciales:

10F(r,1)

P(r,t) — d'(r,t) = D(r, 1) T

A— A(r,t)=A(Ft)+ V F(r,t)

281
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Al reemplazar (E.5) y (E.6) en (E.1) y (E.4), se tiene

2 195 2 __ 1
VEb(r,t) + — o (V- Ar,t)) = = p(r,t)  (ET)

_— O2A (7t - — 0d(r,t )
VZA(T,t)—EOMOE)g)_v(v'A(r7t)+€oﬂo g )> = po(r, 1) (E.8)

Se puede escoger entre el gauge de Lorentz o el de Coulomb para desacoplar estas ecuaciones.
Si se escoge el de Coulomb, se eligen @(r,t) y A(7,t) de forma que satisfagan:

- —
V-A(r,t)=0 (E.9)
entonces con (E.7) y (E.8)
2 1
Ve d(r,t) = —— p(r,t)
€0
. 02 A (7t &(r, .
V2 A(7,t) — €0 po 81(52 )—V€0M0 8(75 = poj(r,t)
En el caso estatico
1
V2h(r) = —— p(r) (E.10)
€0
V2 A(F) = —poj(r) (E.11)
Con la condicién de Lorentz
v Z(r,t) = —eo o 8@5;’,0 =0 (E.12)
en (E.7) y (E.8)
02 ®(r,t) 1
2 )
Ved(r,t) — €0 o 5z o p(r,t) (E.13)
. 02 A (7t .
V2A(7,t) — €0 o aig) = —poj(r,t) (E.14)

Estas son ecuaciones de onda no homogéneas, o sea, para medios materiales donde existen
densidades de carga p(r,t) y densidades de corriente j(r,t). Para el caso particular de una
regién del espacio sin fuentes de carga ni densidades de corriente (p(r,t) = 0y j(r,t) = 0),
se tiene:

82 B(r, 1)

2
\Y @(I‘,t) — €0 Mo ot2

=0 (E.15)
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=0 (E.16)
Estas son ecuaciones de onda homogénea con soluciones de la forma:

D(r,t) = Pysen(k - r — wt + )

= &, ei(kr—wt + @ e—i(k~r—wt (E.17)

-

A(7t)=A'sen(k -t —wt +7)

= Ao 6i(k-rﬂut +A8 efi(k-rfwt (E18>

Considérese ahora una particula de masa m y carga ¢ en presencia de un campo electro-
magnético. La fuerza actuando sobre la particula es la fuerza de Lorentz, entonces la ecuacion
de movimiento es:

md’r A
W =q (E(r,t) + E X B(r,t))

Prueba: Del estudio de la mecdnica se sabe que el hamiltoniano del sistema esté dado por:

(p-td(rn)

H = D(r,t E.19
5 +q&(r,t) (E.19)
y
. x OHpi—14;
;= — = c E.20
o t Op; m ( )
'A_&__BH_i g aAk_ 0P
pi = t  dx; me (pk ¢ Ak) Ox; q ox;
q Oxy, DAy 19
== — — E.21
C 875 81’1 qafL‘i ( )
con esto:
d2$i d ( ) mi Pi — %AZ
dt? atc T dt m
d
—— _ 9 4.
= 1)
_pi a4
t ct
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c Ot Ox; q@xi c Oxy, Ot c Ot

q % 0Ay B 0P q 0A; Ox,  qOA;

87@_’_@ 0Ay Oxp q 0A; Oxp.
9 Oox; ¢ Ox; Ot c Oz, Ot

d2:c2-

m [

dt?

Para el 4tomo hidrogenoide en presencia de radiacion electromagnética, la situacién es la
que se ilustra en la figura E.1 Respecto del campo de radiacién electromagnéticas:

= qEi(r,t) + Lv x B(r, t);
C

p Perturbacién (campo de radiacion)

FIGURA E.1. Atomo hidrogenoide en presencia de un campo electromagnético.

- —
V:Anqa=0
Prag =0
Respecto al campo de Coulomb
Aco =0
1 Ze
Qcoul = r -
TEQ) T
Entonces con ¢ = —e el hamiltoniano del sistema sera:
~ 1 e~ 2 1 Ze?
i (ot 2
2m p+c (r,%) dreg 1
1 (o e =~ e~ ~e?~, 1 Ze?
= — -p-Alr,t)+ - A(r,t —A%(r,t) | — — E.22
s (B2 5B+ S TR0 ) - - 05 @
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La ecuacion de movimiento del sistema en coordenadas es:

m _, ieh = — ieh e? ~ dY(r,t)
——— VP — V. A(r,t) - A- A?(r,t t) = ih —— 2
( 2mv 2me VoAl 2me v 2me? (x, )> Wlr,t) =i ot
- —
con V - A =0, se tiene:
0 _ A - A =3 ’ E.2
( 5 \% S vV + 53 (r,t)) Y(r,t) =ih Y (E.23)
En general ¢(r,t) = e~ Ety(r) de modo que al reemplazar en (E.23)
P gr by G € R ek Prpe) = Bpre i E
2m 2me 2mc? ’ N
Entonces la ecuacién de movimiento de la particula es:
n _, ieh e? ~
. _ A - A2 =F E.24
(“5 7 = g A+ 5z B0 ) 00 = BV (B:21)



286 APENDICE E. ECUACIONES DE MAXWELL Y ECUACIONES DE MOVIMIENTO




Apéndice F
Solucion de la integral

A continuacién se presenta otra forma de resolver la integral (3.21):

2 6 2
1 2z
o= (2 /d* /d* 1 _eTanTm) F.1
11 2 < o 1 2 |771—7?2| 0 ( )

1 Ax ek
— = d®k F.2
1= o (£-2)

De acuerdo a la figura F.2, la integral (F.2) se escribe:

k.

o

K

FiauraA F.1. Sistema de coordenadas para la evaluacién de la integral.

7 A7 ) 6ikrc050
/(277)3k sen@TdOdQZ)dk
0
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s

o0
// etkreost son0df dk
0

1 ezkrcosﬁ 1 Ooe—ik:r_eikr
- = [ = dk
71'/ ikr 7TT’/ k

=n~

0 0
o0 o0
:271'. senkrdk:2/senkrdk
Tri k T T
0 0
Llamando x = kr:
2 T 1
1
1 _’/senxdx:_‘ (F.3)
Floom| 7 T | 7|
s _

Reemplazando (F.2) en (F.3)

€2 A eiF(fi—2) 220
B fon o )
47 ezk (F1—72) 5
<a0> //r1r2sen018en92 (/( . 12 d’ k

—Q*Z(r +r2)
- € ao 12 d?“ldTQd@ldegd(bld(bQ

2 6 4 oL e
= % <Z) (27733(277)3 /// %73 sen 0y sen fg sen fe kTR T
72 \ ag T

2z, 2z
e a0 "' ao 2d7‘1d7“2d91d92dkd0

7 2zr
E(l)—4( ) /[//rlsenﬁle - a01d7“1d91

Iy

[\

ﬂw‘ Q

e 2272
//rfsenele”“”‘ a0 drodfy | senfdkdb
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Yy
I
c

=

=

01

FiGURA F.2. Sistema de coordenadas para la evaluacién de las integrales Iy, I5.

mT oo
_,_227’1
Il—//r sen91€ a drydby
0

m™ o0

2 ikmr COSGl—%
= — —rie a0 senfi;drydo,
0 0

0o _ 22m3 T
e ag .
_ ’I”% : el k1 cos 01 dr
—1kry
0 0
o0 2211 ikry o0 2211 +ikry
2 e ao 9 € ao
= [ r? i dr+ [ rq : dr
—ikry ikry
0 0
2zr
00 ik, — 2201 00
r € ao 7 —(—ikri+
= 2Re . dri| =2Re| —= | ri € ( L ao)rldr
1k k
0 0



290 APENDICE F. SOLUCION DE LA INTEGRAL

= 2Re

2Re(k(%§4zkkﬂ k(<%§_kﬂ-—%?)

Entonces:

7 dk _2zoo dx _221]O dx _57r22
8 214 " ag ) (14224 ap 2 1+22)2 32 ap
0 (Z—j) {1—# (%0) } 0% ( ) 0 ( ) 0

2 \9, =

8 (2 664z2<ao)857r2z 15 2e?  5x 20zt 5z
ad 32a) 2832 a9 2°x32 a9 8 ap



Apéndice G
Sistema de dos particulas

Considérese el caso unidimensional de dos particulas no interactuantes (figura G.1).
> z, - Ty

M, Mo

FiGURA G.1. Dos particulas no interactuantes de masas My y Ms.

Su hamiltoniano esta dado por:

_ P P
oM, | 20,

Ya que las particulas son completamente no correlacionadas, la probabilidad de encontrar a la
particula 1 en x, y a la particula 2 en x, es el producto de las probabilidades independientes,
de encontrar a la particula 1 en z; y a la particula 2 en x,:

P(xy,x,) = P(x,) P(x,)

luego, se espera que la solucién de la ecuacion de valores propios
__2> U(:Ul,[L‘Q):EU(:El,Q?Q) (G‘.].)
sea separable, de modo que:

Uz, 2,) = ¢1(21) ga(z) (G.2)
Reemplazando (G.2) en (G.1) y dividiendo por U(zx,,x,)

1 m dae) 1 B Pa(m)
¢1(.1‘1) 2M1 d%% ¢2($2) 2M1 d%g
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luego E = Fq + E5. Entonces:

LQ d2 ¢l($1)

_2M1 dz? = By ¢1(x1)
por lo tanto
~ 2M1E
p1(x,) = Aetkrm conk? = h12 !
y
v T B
2 My dz2 2 P2(T>)
cuya solucion es:
» 2Ms E
bolas) = Be'hr™ conkl = =222

Reemplazando en (G.2) estas dos soluciones:
U(.Tl, xQ) - A elkl z1 B elk2 T2
Entonces, finalmente la solucién de (G.1) es de la forma:

U(wlaxQ) = Celhatikm (G3)
La solucién (G.3) se puede reescribir usando otro tipo de coordenadas:
r =T — Ty

esta coordenada del movimiento relativo indica la separacién entre las particulas, y

X — Mz, + Max,
My + Mo

es la coordenada del centro de masa. Con ella se describird el movimiento del centro de masa.
Segun lo anterior:

Mz, + Max,

kix —I—k:x——ozx—l—ﬂX——ozx—x —I—ﬂ
1L 2L 2 (1 2) M, i
O sea

ﬁMlv’ﬁ B Moz,
My + My My + M,

kix, + koxy = vy — oy +
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ordenando términos:

kixy + ko, =

Comparando coeficientes:

sumando las dos ecuaciones:

Restandolas:

ki — ko =20+ 3

Despejando « se tiene:

Definiendo:

se puede escribir:

O sea:

LM (L
M, +My) ™!

B Mo

My + Mo

B My
b= ad
' “ My + My
B Mo
k= —a4 2
? “ My + Mo
k1+k2zﬁ
My — My
My + Mo
P kiMy — k1Mo + ko My — koMo
My + Mo
 kaMy — kyMy
My + M,
ki +k, =K
kle—klezk
M+ M,

U(z, X) = CetX ethe

U(xl,xz) = U(x,X) — CeiKX—H'k:x

)

(G.6)

Con la definicién que se ha hecho de las coordenadas del centro de masa y la posicion relativa
entre las particulas, la figura G.1 toma ahora el aspecto de la figura G.2.
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F1icura G.2. Coordenadas C'M y posicién relativa entre las dos particulas. | §| =R=u1x.

En la ecuacion (G.6) K es el nimero de onda correspondiente al movimiento total, y k es
el niimero de onda correspondiente al movimiento relativo entre las dos particulas.
La energia del sistema se puede escribir como:
h? h?

E=FE +Ey=——k+—k
LB = o Bt oy R

Pero segun las definiciones (G.4) y (G.5):

h2 M, \* R My \?
2M4 My + My 2M, My + My

h2 .2 2aﬁM1+< B M, )2
My + M M + M,

h2 2
n o 2a 8 Mo +< B Ms )
2Ms My + My My + M,

Cona=kyp=K

E

R (2 2I<:K,M1+ K2M? )
o 2M, My + My (M1 + M2)2

2 ( 5 2kK, M, K2M? )
+ o (B = +
2M, My+ My~ (M + My)?

_h2k2<1+1)+2 kK +h2 M K?
T2 \M, M My+ My 2 (M + Mp)?

_ g kK +h2 MyK?
B M+ My 2 (M + Ma)?

R2E% (1 1 B2 ([ My + M, 5
= | —+— |+~ — K
2 \M; ' M, 2 \ (M + M>)?
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R K? 2k (1 1
2(M1 + Mz) 2 <M1 M2> ( )
Esto se puede escribir como:
RPK?  RE?
E= —_— )
oM, + 20 (G.8)

El primer término es la energia cinética de la masa total M, = M;+ M, moviéndose libremente
con momento total A K. El segundo término es la energia cinética de una particula de masa
reducida p y momento Ak .

Si se tiene en cuenta ahora la interaccién entre las dos particulas V(x,,x,) = V(z, — x,)
entonces en términos de coordenadas comunes el hamiltoniano es:

i P
H(z1,p1,%2,p2) = TM + 27]\42 + V(x, — )
y en las nuevas:
2 P2
H(X,P,z,p) = o T 2 + V()

Asi, la ecuacién de valores propios es:

Si se escribe

se encuentra que la ecuacién para ¢(x) es

R P4
2 dr?

V(z) p(x) = € p(x) (G.9)

con V(z) un potencial de tipo central respecto a una coordenada (la separacién entre las
particulas).
Generalizando, la ecuacion de valores propios tridimensional es:

h2

T V2p(R) + V(R)$(R) = e ¢(R) (G.10)

Esto es, la ecuacion de valores propios de una particula de masa mu sometida a un potencial
V(R), cuya energia es:
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Apéndice H

Representacion de p?

En este apéndice se representa el operador p? en términos de L? y las coordenadas esféricas.

Se comienza con la definicién de L2:

L?=(f xp) (T x P)
=—(ExD) (px7)
=7 [px(px7)

= % [p(p ) - '

e
[7.7°) - [£.55]
= [t p]Pp+P[T.P]
— %P
y

Teniendo en cuenta que:

~

2% (7*%) - G- B)(B7)

y va que el conmutador [?, D 2] por (H.2) se puede escribir como:

T2 — p°T = 2ihp
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(H.2)

(H.3)

(H.4)
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entonces
Pt =Tp° — 2ihp

De esta forma reemplazando (H.5) en (H.4) se obtiene:

L? =7%p° — 2ihT-p— (T-D)[F- D — 3il]

— 7%5° — 2ihT- P — (F-P)(F- B) + 3ih(F - )

Puesto que

Entonces, reemplazando (H.9) en (H.8)

~ h 0 h 0 h 0
2 _ 252 o _(h 9N [(h O
L g i or <ir07“> (irar>

_ 222 2. 9 2 O O
—rp—l—hra +hr87"r8
A22+ﬁ27“2—|—h2 a—l—ra—z
or or or?
82
— 7252 1 onty 2.2
+ 2h o + h*r 92

Entonces

(HL.8)

(H.9)

(H.10)

(H.11)
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luego:

L2 B, 0 )
~9 o 2 2
=2 h or <'r 8r> (H.12)

Existe una manera alternativa de llegar al mismo resultado. Para esto considérese la definicion
del simbolo de Levi-Civita:

1 17k = 123, 231, 312 Permutacién par de 123
€k = § —1 5k =321, 213, 132 Permutacién impar de 123
0 Cuando dos o més indices son iguales
Usando la notacién de suma, se puede demostrar que:
€ijk €ngk = Oindjq — 0igl;j (H.13)

Las componentes del operador momento angular orbital se pueden reescribir como:

~ ) o)
se sigue que:
-~ ~ 0 0
2 _ — _K2¢.. L e L
L =LyLy=—h €ijk €Engk T 81:]- L, a$q
0 0
— _B2(S. 5 — 8-S e
= —h*(0indjq — OigOjn) Ti oz, T dug
0 0 0 0
_52 o )
= <aTZ Ox;j i Ox; ' Oz ]833,)
ox 0 2 Ox 0 o 0
:_h2 7 L) — 1L i — )
{x (83:]) oz, T " b, 0z, (81’]) or; "% Bg, axj
TS RN R R I
- Y0z T Owy O "Ox; ' Oy Oxy
2 |, 22 N, 0
= — —2_’ — Xy
I {7‘ \Y -V -z J@xiax]}
0 0?
_ 2,292 _ 9.9 207
=—h {r Ve —2r En r 87"2]
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0 0
_ 12 ].202 9 [ 20
=—h |:7"V 8r<r 67’)]

0 0
2,272 2 2
= —h"r°V:+nh r(r )

Entonces

~ 0 0
72 252 | p2 2
"p or " or

de donde se tiene finalmente:

o L2 RO 0
oL (2 )

L
r2  r2 or or

(H.15)



Apéndice 1

Expansion de onda plana en serie
de polinomios de Legendre

La solucién de (4.56) a partir de la solucién general (4.22) debe tener la forma:
(7)) = Re(r)Yim(0, ) (L1)

donde para el caso particular que se estd tratando, V(r) = 0. La funcién radial Ry(r) tiene
como solucién las funciones esféricas de Bessel regulares:

Ry(r) = Ri(r) = ji(p) (1.2)

cuyo comportamiento asintético para p grande estd dado por (4.54).
Cada valor propio de energia de la particula libre es infinitamente degenerado. Para un
valor propio de energia existen infinitos estados propios de la forma:

Ui (7)) = Ri(1)Yim (0, ¢) (1.3)

conl=0,1,2,... y I < m < [. Este infinito conjunto de estados propios degenerados forma
un conjunto completo y por tal motivo la solucién més general de (4.56) se puede escribir
como una expansién de la forma:

0o l
W(F) = ek E_%Z_j (K )5 (k7) Yim (6, ) (L4)

Si se escoge kalo largo del eje z, la onda puede escribirse de la forma
ei k- — eikzrcos@ (1.5)

observandose que existe una independencia de la funciéon de onda respecto al dngulo ¢, esto
es:

o

Z gikreosd _ 0 7
i i O¢

eikrcosé -0 (1.6)
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Esta independencia de 9 (7) respecto al dngulo ¢ implica que en la expansién (1.4) solamente
se tendra contribucion de los términos m = 0.

Llamando p = kr y u = cosf, la expansién de la onda plana se reduce a una expansion
en una serie de polinomios de Legendre:

e =" Cijp)P(u) (I.7)
=0

donde los coeficientes C; toman unos valores muy particulares.
Para determinar los coeficientes Cj, se procede de la siguiente forma: primero se diferencia
(I.7) respecto a p obteniéndose:

4 di
ive'm =3¢ di’Pl (L.8)
p
l

Multiplicando a ambos lados de (I.7) por iu y haciendo uso de la siguiente relacién de
recurrencia para los polinomios de Legendre:

204+ 1uP" =(1+1-m)P + (1 +m)P", (1.9)

se obtiene que:

. iou . ) I+1 ) l )
iue't = ZCI JZ(P)UPI(U) =1 Z <2l—|—3 Cl+1 Jipr T ﬁ Cr—1 ]l—1> PZ(U) (1-10)
l l

Igualando (I.8) y (I.10) y usando las relaciones de recurrencia que satisfacen las funciones de
Bessel esféricas dadas por

(2l + 1)jl =p [jl+1 + jl—l] (I.ll)
_ d 1+11 . 1 d, .,
Ji-1 = [dp + p] = 7+ dp (" d1) (I.12)

se obtiene que:

1 { 1 t
1Ty 1G] = Ul o/ 5 ' I.1
: <2l—|— 1 ¢ 20-1 Ci 1) ) <l+ ) <25+ 1 Ci+ 2 +3 Cl+1> Jen(p)  (L13)

Esta ultima expresién debe satisfacerse para cualquier p. Para que esto sea cierto es necesario
y suficiente que las expresiones entre paréntesis desaparezcan, es decir:
1 i
C =
20+1 20+1

Ci  (1=1,2,3,...,00) (1.14)
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o equivalentemente con [ = [+ 1 en (I.14):

1 1

—Clp1 = —C, 1=0,1,2,... 1.15
2l + 3 +1 20 +1 l ( s Ly 4y 700) ( )

v lo anterior sucede si:
C) = (21 + 1) i'Co (1.16)

El coeficiente Cj se obtiene al escribir la expansién (I.7) para p = 0, o sea:

=1=> Cijp=0)P(u)
=0

Pero se sabe de (4.48) que el comportamiento de j,(p) cerca del origen (p < 1) tiene la forma:

!

dlp) = P
1-3-5---(20+1)

O sea:

y con FPy(u) = 1, entonces Cp = 1.
En conclusién, la expansion de una onda plana en términos de los polinomios de Legendre
toma la forma:
e'h* = ehreost =N (91 4 1) i jy(kr) Py(cos 6) (1.17)
1=0
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Apéndice J

Definicion de flujo: Vector corriente

La condicién de normalizacién de la funcién de onda o(7):

N = /ﬂw )2 dit =1 (J.1)

permite darle un significado de densidad de probabilidad a |+/(7)|?. Para sistemas fisicos en
los que el hamiltoniano no depende explicitamente del tiempo, es claro que la probabilidad se
conserva en el tiempo, y por ende N debe permanecer constante en el tiempo. Las funciones

¥ y Y* deben satisfacer respectivamente la ecuacién de Schrédinger:

9
iho o =Hy (J.2)

lﬁfw-—(wa (J:3)
Derivando con respecto al tiempo |¢(7)|? se tiene:
[T ) J .
a‘w = (aﬂ’) + <8t¢ > (G

= [vre) — (HY) ] (1.4)

donde se ha usado (J.2) y (J.3). Integrando en la ecuacién (J.4) a ambos lados de la igualdad
sobre todo el espacio de configuracién:

9 2
[ arar =5 [P = 5w
dN 1

-G -/ [w*ww) — (Hy)" | dr (15)
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Para que la norma permanezca constante en el tiempo = 0, es necesario y suficiente que

? dt
[ rvyar= [y var (1.6)

La propiedad de conservacién de la norma tiene una simple interpretacién si se introduce la
nocién de corriente. El lado izquierdo de (J.4) puede siempre colocarse en la forma de una
divergencia del vector corriente. Para el caso de una particula en un potencial escalar, se
define el vector corriente 7( 7,t) en el punto 7y en el tiempo ¢ como:

h —=
J (7 t) =" \% J.7
(7 ) =" 51T o (17)
Facilmente se verifica que:
- — T, N
VT = vt H) - () ) (1.8)
y asi, (J.4) se puede escribir como
0 +V-T =0 (J.9)
o’ - '

La relacién (J.9) se satisface en hidrodindmica y representa la ley de conservacién para un
fluido de densidad p y corriente 7 en un medio sin fuente.

La masa de un fluido contenido en un volumen V' dado es igual a la integral de la densidad
p extendida sobre el volumen. De (J.9) se obtiene que:

— —
/v J di = /J . d§ (J.10)
S

es decir, el fluido contenido en V' es igual al flujo del vector corriente a través de la superficie

S que encierra ese volumen. La masa total permanece constante (conservacién de la norma)

si el flujo de la superficie S va a cero en el limite donde V se extiende sobre todo el espacio.
Es decir, ya que la norma es independiente del tiempo, de (J.9) se tiene que:

V.7 =0 (J.11)

Esta propiedad es de interés ya que no depende de la forma especifica del término del potencial
en el hamiltoniano. .
Si se define el vector densidad de corriente de probabilidad o vector corriente J como:

WV - Vg (J.12)

22m

entonces
V. T(7t)=0

y por tanto el flujo se conserva, o sea el flujo estd dado por el vector densidad de corriente
de probabilidad (J.12).



Apéndice K

Ortogonalidad de los armodnicos
esféricos

El movimiento de una particula de masa p moviéndose en una regién del espacio donde
actia una fuerza central estd descrito por la funcién de onda (4.22)

(7)) = Rp(r) Y, (0, 9) (K.1)

en donde Ry (r) es la parte radial de la funcién de onda y Y7,,(6, ¢) son los arménicos esféricos,
dados por:

con € = (—1)" param >0y e =1 para m < 0.
Puesto que el problema dispersivo no depende del éngulo ¢, entonces en (K.2) se toma
m =0, asi:
(20+1)

Y26, 6) = /= P (cos0) (K.3)

Los polinomios asociados de Legendre estan dados por:

[m]
A = (- ()" A (K.4)

donde x = cosf. Para m = 0, se tiene que los polinomios asociados de Legendre son los
polinomios de Legendre:

P(z) = Fi(z) (K.5)
Por tal razén (K.3) se escribe como:
20+1
1260.0) = \/ 2V p(eose) (K.6)
T
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La condicién de normalizacién de la funcién de onda
[arlutnp=1

implica que

/r2|Rnl(r) 2dr=1

0
/mm(e,qa) 2d0 =1

En particular de (K.8) para los arménicos esféricos Y;°(6,0) se satisface que:

/sen&d@/dqﬁYl?*(G,O)YZO(H,O) =0,y

Reemplazar (K.6) en (K.9) conduce a:

2m ™
20 +1

4+ /d¢/sen9d9 Pji(cosf) P(cos ) =9,

T
0 -7

por lo cual

] 0.d6 P (cos 0) Py(cos0) = —~——

sen v (cost) P(cos ) = oo ow

—Tr

En particular, la relacion de ortogonalidad de los polinomios de Legendre es:

47

75,
20 +1

/dQ Pji(cos®) P(cos ) =

(K.7)

(K.8)

(K.10)

(K.11)

(K.12)



Apéndice L

Cuadripotencial electromagnético

L.1. Potenciales electromagnéticos

Las ecuaciones de Maxwell son:

V- E(7t) =4 p(7,t) (L.1)

= =, 8@ o dr—

VxB(rt)=—(rt)+—J(7t) (L.2)
ot c

V- B(7t)=0 (L.3)

= 18§ R

Con la ecuacién de continuidad

dp

dt(f,t)+€.7(f,t):o

— —
el campo eléctrico F y el magnético B pueden escribirse en términos de los potenciales
escalar ¢ y el vectorial A como:

E(Ft)=—-V ¢(Ft)— = 2o (7t) (L.5)

B(7t)=V x A(7,t) (L.6)

Las expresiones (L.5)y (L.6) son invariantes bajo transformaciones de calibracién (o trans-
formaciones gauge) de los potenciales de la forma:

A(Ft) = A7) = A(7t) + VF(7,t) (L.7)
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Yy
— = 19A’
E(7 S = 1/ = 4t —
(71) Vorn -2
. 1=0F , 104 , 1= 0F
——ngﬁ(r,t) Eva(Ta )_C ot (T7t)_c ot

Reemplazando (L.5)y (L.6) en (L.1) y (L.2), se obtiene:

10 — —
2 —
— t)— - — A)=14
V2o(7, )~ - (T A) = p(7 1)
como
= - — 1 924 10 = 4 —
A —— (7 - — = — 7
Vx(Vx4) 028t2(’)+00tv¢ c (%)
y ya que
- = — =9 7= 7
VxVxA=-V AV A)
entonces:
- 1 924 = (= — 10¢ i —
2 o R o
_v2A —_ 7 . 2ZY) =
\% (r,t)+02 52 (rt)+V (V A+C 875) . J (7, t)
Con la condicién de calibracion de Lorentz
100 = —
- ¥ A=
- Bt +V 0
las ecuaciones (L.9) y (L.10) se convierten en:
1 GQE = 2 1/ > 47T—> —
?W(Tﬂt)_v A(ht)_? J(T‘,t)
1 0%¢

cﬁﬁ(f’?t)_v2¢(ﬁt) :47Tp(77,t)

(L.9)

(L.10)

(L.11)

(L.12)

(L.13)
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Mediante la notacion

—,

A% = ((b? )
J = (cp,J)

la condicién de Lorentz se escribe como:
0, A“=0"A,=0 (L.14)

y las ecuaciones de Maxwell (L.12) y (L.13) como:

02 4o = 47 jo (L.15)
c
pues de:
8OA0+8lAl:0
se sigue
1
100, G 4 =0
c Ot
y
<2&—V>(¢>,A)—c<cp, )
implica
1 9%
- — — =4
c2 ot? Vie=dmp
e N2 A=
c2 Ot? v c J

Teniendo en cuenta que (9" = (0, —?) =0°—-0",—-0%—-0°) y A" = (qﬁ,ff); y ya que los
- = -
campos E y B se expresan en términos de ¢ y A como:
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- =
las componentes x de £ yB son:

__lan_%__ EQ ﬁ (90 A1 _ 9l A0
Es = c ot Oxr <08tAx+6'a:¢>_ (0747 —0" A7)
_aAZ_%__z 3 (93 (92 A3 _ 93 A2
B, = oy 92 — 0*A° — (=0°A,) = —(07A° — 9% A?)

El tensor de campo electromagnético contravariante se define como:

0 —E, —E, —E.

E, 0 —-B. B,
P =
E, B. 0 —B,

E. -B, B, 0

Fry =0" AY — 9V A*
por ejemplo
F'"=0"A'"-0"A"=-FE

El tensor contravariante es:

F,,=9.,F"g, =

con

0 00O
0-10 0
0 0 0 -1
0 0 0 -1

Guv =
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Asi:
0 E, E, E, 0 -E, —E, —LE,
-E, 0 -B, By E, 0 -B. B,
FHVFH.V
-E, B, 0 -—-B, E, B, 0 -B;
-E, -B, B, 0 E. -B, B, 0
E2+ E. + E?
E? - B? - B
F, F"" =
B2 B?— B?
E?—B2- B2
Entonces:

TrlF,, F*'] =2(E; + E, + E7) — 2(B2 + B, + B?)

=2|E—2| B
Dividiendo por 4 se obtiene la energia del campo electromagnético:

1 1 — 1 =
~TrlF, F*'|==|E|>—=|B|? L.1
1 r[F,, F""] 2\ | 2| | (L.16)

Las ecuaciones de Maxwell (L.1) y (L.2) pueden escribirse como:
4

g v =2 (L.17)
c

Con la introduccién del tensor de esfuerzo electromagnético F*¥, definido como:

0 -B, —B, —B,

g L iy B, 0 E. —E,
_ 5 =

2 B, ~E, 0 E,

B, E, —E, 0
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donde €#¥79 es el tensor antisimétrico de rango cuatro definido como:

1 parau=0, v=1, y=2, § =3 y cualquier permutacién par
v =4 1 para cualquier permutacién impar

0  si dos indices son iguales

Las ecuaciones de Maxwell (L.3) y (L.4) pueden escribirse como:

- —
V-B=0
108 O =0 (L.18)
- =
E+-2—" =
V x +08t 0

— =
La invariancia de los campos E y B en los potenciales transformados

o — .
A=A+ YV F(7t)

1 9F Al = (¢, ~A') = Ay — 0y F(x) (L.19)

o=0- g (71)

o también



Apéndice M

Ecuacion de Dirac en notacion
covariante

La Ec. 4.48 al introducir la notacion covariante se puede escribir como:

(ihil+iﬁcaiﬁi—ﬁm02> (T t)=0

10 .
 h——1—1 ;0" — rt) =
<zhc r 1ha,0 ﬁmc>¢(r,t) 0

multiplicando a la izquierda por (8
(ml ﬁﬁ—m(ﬁai)ai —ﬁch> Y(7t) =0
c Ot
y ya que 3% = 1, se tiene
(iﬁﬂl 9 —ih(Ba;)0" — mc) Y(rt)=0
c Ot
Definiendo v, = 8y v, =
(1 hy 0° — i hy; 8" — me) (7, t) =0
Si se tiene en cuenta que 9" = (9°, —0"), entonces
[ih (70" = 7.0") — mc]P(x) =0

con 7,0t = 7,0° — 7,0 se llega al a ecuacién de Dirac en notacién relativista:

mc

[i%@“ — ?} P(x) =0

315
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con las matrices de Dirac v, dadas por

100 0
o1 0 o] _(10
To=P=lo0o-10] lo-1
00 0 —1
100 0) /0001 0 001
_{o1 0 o 0010 _| 0 0 10| _( 0 o
T=loo-10]lotool |0 -100] \_ 4 o
000 -1/ \1000 ~1 000
100 0\ /00 0—i 000 —i
o1 0 o 004i0|_|o00io0o]_{(0 o
"= loo-1o0flo—i0oo0] " {o0oioo0o]| \_ 4 o
000 -1/ \i 000 i 00 0
100 0)/0o0 10 0010
(o1 0 o]looo-1]_|oo00o-1|_{ 0 o
T=loo-1o0fltoo0o0| " |-1000| \_4 o
000 -1/ \o-10 0 0100

Propiedades de la ecuacion de Dirac
) mc . L :
Aplicando el operador ~,0" + 7 por la izquierda a la ecuacién de Dirac

mc m-c

(7”(9” + %) [%8“ - ?} Y(x) = (%%8“8“ _ ; 2) =0

que se puede escribir como:

262

1 m
[2 (Ve +3%) 00" — = } =0

y teniendo en cuenta que

VYo NV =290

se tiene
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La cual se aplica a cada una de las cuatro componentes

Y1 ()
m2:27 | ¥2(2)
[DQ_ hz] by |

Ya(x)




