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PROLOGO

Existen textos excelentes sobre quimica cudntica que abarcan desde el nivel introductorio,
orientado al que se enfrenta por primera vez con la materia, hasta niveles avanzados adecuados
para una puesta al dia del investigador especializado. No obstante, resulta a veces dificil
conectar las herramientas que se utilizan para desarrollar la quimica cudntica en dichos textos
con los principios en los que se basa esta disciplina, tal como se enuncian en la mayor parte de
los libros de mecdnica cudntica orientados a estudiantes de fisica. Por ejemplo, el formalismo de
matrices de densidad reducidas desarrollado, entre otros autores, por Lowdin y McWeeny estd
estrechamente emparentado con los operadores de densidad que se utilizan para describir
estados mezcla en mecdnica estadistica cudntica, pero la forma en que suelen introducirse uno y
otros no evidencia facilmente la conexién que existe entre ellos. Esto puede conducir a
interpretaciones erroneas, como ocurre con la incorrectamente denominada matriz de densidad
de primer orden en una base no ortogonal de orbitales (véase §3.5). Por otra parte, la
descripcidn de estados mezcla mediante operadores de densidad ha cobrado renovado interés
como consecuencia de la revolucion provocada en la resonancia magnética nuclear por las
técnicas multi-impulsionales. En efecto, la explicacion de muchas de estas técnicas exige la
utilizacion de aquel formalismo, que no suele incluirse ni en los curricula de las licenciaturas en
quimica ni en los textos de quimica cudntica de nivel de post-grado.

Las consideraciones anteriores nos han llevado a alaborar estos apuntes de introduccién a
aquella disciplina en los que se incide especialmente en la conexion de las herramientas que
necesita el quimico cudntico con los principios en los que se fundamenta la mecdnica cudntica.

Muchos usuarios de la quimica cudntica opinardn que no se precisa un entendimiento detallado
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de las bases del formalismo para poder aplicarlo, y probablemente estén en lo cierto, pero es
indudable que una formacién bdsica sdlida proporciona un sentido critico sumamente valioso
para analizar cualquier resultado que se aparte de los pardmetros convencionales.

El planteamiento de estas notas es claramente introductorio, por lo que no pretendemos
desarrollar en profundidad cada concepto ni detallar las aplicaciones précticas. Tampoco
pretendemos cubrir de manera exhaustiva la metodologia de la quimica cudntica. Por ejemplo no
mencionaremos los métodos perturbativos estacionarios ni dependientes del tiempo ni los
problemas de colisiones, aplicaciones de la teoria de gran importancia en la quimica que se
encuentran excelentemente desarrolladas en diversos textos. Tampoco utilizaremos el
formalismo de segunda cuantizacidén que, si bien es una herramienta muy prdctica para
desarrollar ciertos aspectos de la quimica cudntica, no introduce elementos fisicos nuevos y
puede enmarcarse en la teorfa de representaciones que serd desarrollada con cierto detalle.

En ocasiones hemos sacrificado el rigor matemadtico en favor de la sencillez sin que ello
condicione la aplicabilidad del formalismo en el contexto en el que va a ser utilizado. Por
ejemplo, hemos omitido o relegado a anotaciones a pie de pagina ciertas precisiones referentes a
los dominios de definicién de los operadores (por ejemplo, la distincién entre operadores
autoadjuntos y hermiticos), a la existencia de reglas de superseleccion que puedan limitar la
validez de un enunciado y a la extension al continuo de resultados obtenidos para operadores de
espectro discreto. Asimismo, hemos discutido la simetrizacion de los vectores de estado de
sistemas que contienen particulas indistinguibles sin entrar en la consideracién de las para-
estadisticas y hemos introducido el colapso del estado sin hacer referencia a las recientes
formulaciones de la mecdnica cudntica "sin reduccién", las cuales aportan interesante
informacion sobre uno de los aspectos mds espinosos de la formulacién estdndar.

Por otra parte, ciertos teoremas y propiedades se enuncian sin demostracién y otros han sido
relegados a ejercicios intercalados en el texto. Aunque no es preciso resolver todos los
problemas para poder seguir del hilo argumental, es muy recomendable leer siempre los
enunciados, ya que, al margen de su valor ilustrativo, pueden contener resultados que se utilicen
posteriormente en el texto. La inclusién de complementos matematicos intercalados en el texto,
en lugar de dedicarles un capitulo introductorio o un apéndice, crea ciertos problemas en
relacién con su ordenacion 1égica, pero facilita su asimilacion tanto por la forma dosificada en la
que se introducen como por la inmediatez de su aplicacion.

Aunque utilizaremos la notacion de Dirac para los productos escalares, no introduciremos el
"bra" correspondiente a un "ket" como elemento del espacio dual dado que, si bien es pracica
habitual en los textos de mecdnica cudntica, lo consideramos una complicacion innecesaria para
el desarrollo de la materia que trataremos.

Dada la comodidad que ello supone en el desarrollo de la quimica cudntica, utilizaremos con

frecuencia unidades atdmicas, las cuales pueden obtenerse a partir del sistema internacional
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definiendo tres magnitudes mecdnicas y una eléctrica (las unidades de temperatura, cantidad de
materia e intensidad luminosa no se modifican), por ejemplo,

unidad atémica de masa = masa en reposo del electrén : m_ =9,109 389 7 x 103! kg

unidad atémica de momento angular = constante de Planck/2m : K = 1,054 572 66 x 10719 J s
unidad atémica de longitud = bohr : a,=5,291 77249 x 10" m

unidad atémica de carga = carga elemental : e =1,602 17733 x 10719 C .

El nivel del texto se adecta a los conocimientos de un licenciado en quimica o fisica; en
particular, se suponen conocimientos elementales de matematicas al nivel de un primer ciclo de
cualquier carrera cientifico-técnica (nociones de espacio vectorial, cdlculo matricial elemental,
etc.). La comprension del texto resultard mds facil si se dispone de alguna formacién previa en
mecdnica cudntica, al nivel de las asignaturas troncales de las licenciaturas en quimica o fisica, o
de los textos de introduccién a la quimica cudntica. No obstante, dicha formacién no es un
requisito indispensable, ya que la exposicidn de la teoria arrancard desde cero. Ocasionalmente
se utilizard, sin demostracion, algin resultado de teoria de grupos.

Dado el cardcter general de los temas tratados en el texto, no se han incluido referencias
bibliogréficas salvo en casos en los que se hace alusion directa al contenido de alguna publi-

cacion.
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1. POSTULADOS DE LA MECANICA CUANTICA

1.0 Introduccion

Entre los diversos aspectos en los que la mecdnica cudntica choca con las ideas cldsicas,
cabe destacar los relacionados con la medicion de observables.

En las teorias precudnticas se admite la posibilidad de medir con precisién, en principio,
ilimitada variables suficientes para que cualquier observable quede determinado en instantes
posteriores, siempre que se conozcan las interacciones que determinan la evolucion del sistema.
Por ejemplo, para un sistema mecdnico aislado bastard conocer en un instante determinado las
posiciones y los momentos de las particulas que lo constituyen y las fuerzas que actian entre
éstas. También se supone que los procedimientos de medicién siempre pueder refinarse de
modo que no alteren de modo significativo el estado del sistema.

De acuerdo con la teoria cudntica, en cambio, no es posible efectuar mediciones que
determinen univocamente todas las propiedades de un sistema ni su evolucién futura, a pesar de
que —contrariamente a una concepcion bastante extentida—. no se establece ningun limite en la
precision con la que puede medirse cualquier observable. Deberemos, pues, conformarnos con
conocer distribuciones de probabilidad de los valores que podrdn tomar los observables. Este
cardcter probabilistico de las predicciones es uno de los factores que hacen necesario un modelo
matemadtico para desarrollar la teorfa fundamentalmente distinto del utilizado en mecdnica cldsica.
Por otra parte, los efectos de las mediciones sobre el estado del sistema observado no son, en
general, irrelevantes; al contrario, juegan un papel crucial en algunas de las aplicaciones mads
prometedoras de la teoria

En los afios 1925-26 se propusieron, de forma independiente y casi simultdnea, dos
formulaciones de la moderna teoria cudntica con enfoques muy diferentes: la mecdnica de
matrices de Heisenberg y la mecdnica ondulatoria de Schrédinger, cuya equivalencia fue
probada por Schrédinger en 1926. En 1927 von Neumann y Landau (segtn otras fuentes
también Bloch) exendieron la teoria a sistemas parcialmente determinados. Dirac desarrolld, ese
mismo afio, una teoria cudntica del campo electromagnético, y en 1928 incorpor6 las ideas
relativistas a la mecdnica cudntica, iniciando asf el desarrollo de un marco teérico mds general
que desembocaria, mds tarde, en la electrodindmica cudntica. Esta teoria describe
completamente —por lo que hasta ahora se conoce— las interacciones involucradas en los
procesos quimicos.

En 1930 Dirac publicé un libro —The Principles of Quantum Mechanics— en el que se
establece una formulacion de la mecdnica cudntica —podriamos denominarla mecdnica de

vectores— y una notacidon que serian rdpidamente adoptadas por la comunidad cientifica. Las
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formulaciones de Heisenberg y de Schrodinger se obtienen de forma muy directa a partir de la
Dirac, la cual fue rigorizada por von Neumann en un texto definitivo —Matematische
Grundlagen der Quantenmechanik— publicado en 1932. En €l se sentaron también las bases de
la teorfa de la medida, uno de los aspectos mds controvertidos de la mecdnica cudntica.

En el presente capitulo expondremos las bases de la mecdnica cudntica siguiendo una linea
argumental basada en el texto de von Neumann y utilizando una notacion similar a la propuesta
por Dirac. Nos limitaremos a desarrollar la formulacién no relativista de la teoria, dado que los
efectos relativistas no juegan un papel esencial en la mayor parte de las aplicaciones de la teoria a
la quimica y, cuando ello es necesario, pueden incorporarse a posteriori en un tratamiento no
relativista. Desarrollaremos la teoria sobre la base de seis postulados, de los cuales los dos
primeros definen el marco matematico en el que se representan los estados y las propiedades de
un sistema fisico, el tercero indica como extraer informacion practica a partir de los elementos
representativos previamente introducidos, el cuarto y el quinto versan sobre la evolucion
temporal del sistema y el sexto establece importantes matizaciones relativas a sistemas

constituidos por subsistemas diferenciables.

1.1 Primer postulado: Correspondencias sistema <> espacio de
Hilbert y estado puro <> rayo unitario

A cada sistema fisico se le hace corresponder un espacio de Hilbert complejo y separable ().
A cada estado puro del sistema en un instante (t) se le hace corresponder un rayo unitario
perteneciente al espacio de Hilbert asociado. Cualquier elemento de dicho rayo (Wt) puede
utilizarse para representar o describir el estado puro y se le da el nombre de "vector de estado"

0 ert n
Comentarios:

i) Sin entrar en precisiones matematicas, podemos definir un espacio de Hilbert complejo
como un espacio vectorial definido sobre el cuerpo escalar C de los nimeros complejos y dotado
de un producto interno o escalar que, para dos vectores P y {' de # , designaremos mediante la
notacién (y |y'):

(W v +y") = (Y[ )+(p[y") Vy .,y e,
(Wlky') = k(yp|y') VYy,yEH, VKEC,
(W) = (' |p) Vyyesr,

(Wlw)=0 Vyes,

(Wlw)=0 < y=0.

v
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El calificativo separable significa que contiene un conjunto numerable denso, es decir, un
conjunto discreto de vectores {,, {,, ...} que permiten aproximar cualquier vector { del
espacio tanto como queramos mediante combinaciones lineales de los elementos del conjunto; tal

aproximacion debe entenderse con la nocion de distancia que se deriva del producto escalar:

lim <1P—2?=1 Cip; |1P—2?=1 CﬂPi> =0,

n—>00

lo cual indicaremos abreviadamente asi:

®
P = Eizl Ciy;
Diremos que un conjunto {y, , {,, ...} con dicha propiedad es completo o que es una base
del espacio # . Con frecuencia nos interesard expresar los vectores del espacio en funcion de
conjuntos que, si bien no son completos, pueden "completarse" afiadiendo un conjunto continuo

de "vectores" 1, que no pertenecen al espacio (representan situaciones limite no realizables

fisicamente), y hablaremos, impropiamente, de "bases" continuas o con parte continua:

W= e+ Pye(0) dx

ii) Un rayo unitario es un subconjunto de # cuyos elementos se pueden expresar de la forma

(e* ¢),er > siendo P un vector normalizado fijo de # ({ ¢ |y )= 1)y o un nimero rea

arbitrario.

iii) Para entender el significado de "estado puro" es conveniente considerar la forma en que
se prepara un sistema que va a ser objeto de estudio. Dicha preparacion puede consistir, por
ejemplo, en una serie de mediciones que nos permitan obtener informacidn sobre el sistema.
Tales mediciones pueden afectar en mayor o menor grado al sistema (no es lo mismo determinar
la masa de un trozo de grafito mediante una balanza que quemarlo y medir el volumen de CO,
desprendido) pero, asi como en mecdnica cldsica se supone que podemos minimizar tanto como
queramos dicha perturbacidn, esto no siempre es posible en mecdnica cudntica. No obstante, las
mediciones a las que nos referiremos en lo que sigue serdn ideales en el sentido de que
perturben lo minimo posible el sistema y filtrantes para un valor o un pequefio conjunto de
valores (como ocurre siempre que medimos una magnitud continua) de la propiedad u
"observable" medido.

Decimos que dos observables de un sistema son compatibles cuando, en cualquier estado
del sistema en el que esté determinado uno de ellos, una medicion ideal del otro no afecta al
valor previamente determinado del primero, lo cual puede comprobarse repitiendo la medicion

del segundo observable®. Un ejemplo de observables no compatibles para una particula con spin

ES3 . ., . . . . . . . .
Esta afirmacidn solo es estrictamente cierta si nos limitamos a considerar espacios de Hilbert coherentes, en
cada uno de los cuales toman valores Unicos ciertos observables, como la carga eléctrica, que se conocen como

observables de superseleccion.
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no nulo son las componentes s, y s, del spin, ya que la medicién de s, sobre un sistema con
s,=h/2 produce un estado en el que pueden obtenerse los valores +h/2 con igual probabilidad al
medir de nuevo s, (vease ejercicio 1.17). Es evidente que una forma adecuada de preparar un
estado serd la medicion de un conjunto de observables compatibles entre si. Decimos que dicho
conjunto es maximal cuando cualquier otro observable compatible con todos los del conjunto es
funcion de ellos. La medicién de un conjunto maximal de observables proporciona una
informacion mdxima sobre el sistema, en el sentido de que cualquier otra propiedad compatible
con las de aquel conjunto estard determinada sin necesidad de realizar nuevas mediciones. Si,
ademds, las mediciones realizadas son filtrantes, el sistema quedard "preparado" en un estado
del cual disponemos del maximo grado de informacion posible, y diremos que hemos preparado
el sistema en un estado puro. De acuerdo con el presente postulado, el estado del sistema asi
preparado se representa mediante un vector del espacio de Hilbert asociado. Asimismo, cada
rayo unitario de dicho espacio representard, un estado puro del sistema.

Si el conjunto de observables medidos no es maximal existirdn otros observables compatibles
con aquéllos que no quedaran determinados, de modo que podran existir distintos vectores que
correspondan a los valores obtenidos en las mediciones pero difieran en los observables no
determinados. En cada caso, serd la practica la que nos permita decidir si un conjunto de
observables compatibles es maximal para un sistema dado, ya que esto dependerd del tipo de
propiedades y fendmenos que vayamos a considerar e incluso del grado de precision con que
vayamos a trabajar. Por ejemplo, para un dtomo de hidrégeno, los observables energia total
H), 2y 1, constituyen un conjunto maximal cuando estudiamos fenémenos en los que no se
ponen de manifiesto los spines del electron y del proton, pero serd preciso incluir estos
observable si queremos analizar experimentos en los que cobren importancia los efectos
magnéticos. Por otra parte, muchos aspectos de la resonancia magnética nuclear pueden
comprenderse considerando tinicamente los observables de spin nucleares; es decir, sin incluir
explicitamente en el tratamiento ni la estructura interna del ntcleo ni la estructura electrénica. En
cambio, ésta ultima adquiere un papel preponderante en la espectroscopia electronica.

Un conjunto de observables compatibles maximal no redundante (ningun observable del
conjunto es funcién de los restantes) recibe el nombre de conjunto completo de observables
compatibles (CCOC) y, en general, no es unico para un sistema dado.

La medicion de los observables de un CCOC es suficiente para preparar un estado puro e,
inversamente, en todo estado puro estardn bien definidos los observables de algiin CCOC. No
obstante, en general, no serd facil idear un dispositivo experimental que permita medir los
observables necesarios para preparar el estado puro que corresponde a un vector arbitrario del
espacio de Hilbert. Normalmente se elige el CCOC a partir de los observables que mads

significacion tengan en nuestro problema. Por ejemplo, la energia total juega un papel relevante

 No consideraremos observables de superseleccidn, que limitan la validez de la afirmacién anterior.

4
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en muchos problemas y, completada con otras propiedades que permitan distinguir entre
distintos estados de un mismo nivel energético, dard lugar a un CCOC adecuado para tratarlos.
Por otra parte, un CCOC que, como veremos en el capitulo 2, tiene especial importancia en
relacién con la representacidon de los vectores de estado en una base es el formado por las
coordenadas de posicion (y, si se requiere, las de spin) de todas las particulas del sistema (en la
seccion 2.3 se justificard el que tales observables formen un CCOC).

Si no conocemos los valores que toman todos los observables de un CCOC vy, de los
observables no determinados, sélo disponemos de probabilidades de encontrar cada valor
posible, diremos que el sistema se encuentra en un estado mezcla (o en una mezcla estadistica
de estados puros). De acuerdo con esto, no podremos asociar un vector de estado a un estado
mezcla, pero podremos caracterizarlo mediante una distribucién de probabilidades de un conjun-

to de vectores de estado.

Ejercicio 1.1. a) Indica como podrias preparar un dtomo de hidrégeno en el estado puro
correspondiente a uno de los vectores 1, = (1sa = 1sp) /V2 (desprecia los efectos relativistas
y comprueba que sy estd bien definido en los estados representados por ,, en el sentido que se
indica en el enunciado del ejercicio 1.7).

b) (Cémo podrias preparar un estado con energia —1/2 hartree y 50% de probabilidades de

obtener +1/2 u. a. al medir s,? ;Estard bien definido sy es dicho estado?

Ejercicio 1.2. Indica un CCOC para el estado interno de un dtomo polielectronico a) sin
considerar interaccién spin-6rbita (en cuyo caso la energia total es compatible con L?, L, S?y
S,), b) considerandola (ahora la energia es compatible con L2,8%,1%2y] ,» bero no con L, ni
con S,) y ¢) cuando sometemos el dtomo a un campo magnético uniforme (que rompe

completamente la degeneracion energética).

1.2 Segundo postulado: Correspondencia observable <> operador

A cada observable de un sistema fisico se le hace corresponder un operador lineal autoadjunto
que actia sobre elementos del espacio de Hilbert asociado al sistema. A las coordenadas
cartesianas de posicion de las particulas que constituyen el sistema q, q,, ... QN y a sus
momentos conjugados Py, Py, --- PN, Se asocian operadores autoadjuntos independientes del
tiempo que satisfagan las reglas de conmutacion:

@ qil=0, [pip=0 y [aqpl=iAdyl , Vij=12.N

A todo observable cuya expresion cldsica se pueda poner en la forma A(...qi,---pj,-.-t) se
asocia el operador obtenido substituyendo en esta expresion las coordenadas y momentos por

sus operadores cudnticos y simetrizando, si fuera preciso, el operador resultante. Si existen

5
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observables que no tienen andlogo cldsico, los operadores correspondientes deberdn construir-

se de manera que reproduzcan los hechos experimentales que han conducido a postularlos.

Comentarios:

i) El conmutador de dos operadores A y B es un nuevo operador definido como
[K, ﬁ] = A B - B A. Cuando este operador es nulo (K B=8B K) decimos que A y B

conmutan.

ii) Con la excepcion del operador de inversion temporal, los operadores que aparecen en

mecdnica cudntica son todos lineales por lo que omitiremos este calificativo en lo que sigue.

iii) Dado un operador K, su operador adjunto AT se define mediante la relacién (| A P' )
= Af Ylw') Y, €H ;en espacios de dimension infinita puede ocurrir que A y AT
tengan dominios distintos (se demuestra que D(KT) 2 D(K)). Decimos que un operador es
autoadjunto cuando coincide con su adjunto (K = KT); si esta coincidencia solo se produce en

D(f\) se dice que el operador es hermitico.

iv) La simetrizacion de la expresion cldsica de un observable se precisa, por ejemplo, cuando

aquélla contiene el producto de una coordenada y su momento conjugado; en efecto, dado el
observable A =g, p, , no podemos asociarle el operador A=qp; niel A=p:qi, ya que

ninguno de ellos es autoadjunto, en cambio si lo es el operador A= (qi pi + i al) /2.
Ejercicio 1.3. Comprueba las afirmaciones hechas en el comentario iv).

v) Entre los observables sin andlogo clasico cabe destacar el spin. Experimentos como el de
Stern-Gerlach ponen de manifiesto que en un dtomo de hidrégeno en su nivel fundamental, por
ejemplo, los observables H, 17 y 1, no determinan completamente el estado del sistema: hay un
observable compatible con ellos que no es funcidn de ellos, ya que puede tomar dos valores una
vez fijados los valores que toman los tres primeros. Los experimentos revelan que el nuevo
observable tiene mucho en comun con el momento angular orbital (cardcter vectorial, relacion
entre sus componentes cartesianas, relacion con el momento magnético, etc.) pero es
esencialmente distinto de aquel (cardcter intrinseco de su mddulo, valores que puede tomar,
etc.). Los operadores de spin se introducen de manera que reproduzcan tales propiedades

(aunque la mecdnica cudntica relativista conduce a ellos de manera natural):
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[g;, g;] = ihs/; (+ 2 relaciones obtenidas permutando ciclicamente X, y y z).

1.3 Tercer postulado: Resultados de medidas

Si en un sistema fisico que se encuentra en el instante t en un estado puro descrito por el vector

normalizado W, medimos el observable A en aquel instante,

i) la probabilidad de obtener el valor a, del espectro discreto de A como resultado de la medida

es:
5 \

P(A=a) = (w|P, W),

ii) la densidad de probabilidad de obtener el valor a del espectro continuo de A como resultado

de la medida es:

dPtciQ::a) = (w|Pw),

iii) la probabilidad de obtener un valor que no pertenezca al espectro de A como resultado de la

medida es nula.
Comentarios:

i) Daremos una definicién de espectro (o) de un operador que, si bien no es rigurosa
matemadticamente, nos servird para hacernos una idea simple de su significado. Llamaremos
espectro de un operador al conjunto formado por sus valores propios en un sentido amplio que
enseguida precisaremos. Si el operador es autoadjunto, su espectro es la unién de dos conjuntos
disjuntos de numeros reales: el espectro discreto (0y) y el espectro continuo (o,). El primero
estd formado por sus valores propios en sentido estricto, es decir, por los nimeros a; que
cumplen la ecuacion
AY; =Y
con ; € A, los cuales forman un conjunto numerable. El espectro continuo es, en cambio, un
conjunto continuo de valores 'a' que cumplen formalmente una ecuacidén similar
Ay, =ay,
pero en la que 1, no es un vector normalizable del espacio de Hilbert #/ . No obstante, es
posible tratar el espectro continuo de forma andloga a como se trata el discreto utilizando la

delta de Dirac, funcién™ de la variable 'a' que juega un papel andlogo al de la delta de Kro-

k . .« o e, . . . .

Puede ampliarse la definicion de espacio de Hilbert para dar cabida a tales vectores, pero no consideraremos esta
posibilidad.
% . . . s . L.

Este tipo de "funciones" con corpontamientos atipicos se conocen en matemdticas con el nombre de

distribuciones.
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necker en el caso discreto. En efecto, la extension del concepto de ortonormalidad a "vectores"
del espectro continuo se expresard asi:

(Wa| Ya) = d(a—a) ;

donde la delta de Dirac 0(a—a') es una funcién nula para todo 'a' salvo en a=a' y tal que, para

cualquier funcion f(a) continua en a',

d(a—a") f(a) da = f(a').

—oo
Es facil demostrar que el espectro de un operador autoadjunto es real, y que dos vectores
propios de un operador autoadjunto con valores propios diferentes son ortogonales entre si. Si
éstos corresponden al espectro continuo la ortogonalidad se expresa mediante la delta de Dirac.
Admitiremos, sin justificarlo, que los vectores propios de los operadores autoadjuntos
(incluyendo, en su caso, los que corresponden al espectro continuo) forman un conjunto
completo en el sentido indicado en el comentario i) del primer postulado, es decir, que

cualquier elemento del espacio de Hilbert puede expresarse en la forma:

d; d.
V= Eaichd 2j=1 Cij Wij +faEOC 2j=1 ¢ P, da ,

siendo P;; un vector propio de A con valor propio a, del espectro discreto de A Y W, un vector

correspondiente al elemento 'a’ del espectro continuo de A, y siendo d; y d, las degeneraciones
de a, y de 'a', respectivamente’. La demostracion del resultado anterior es trivial para espacios
de dimension finita, pero su extension a espacios de dimensidn infinita excede el nivel de este

texto.

Ejercicio 1.4. Indica si los siguientes operadores tienen espectro discreto, continuo o parte
discreto y parte continuo, y la degeneracién de los valores del espectro: a) hamiltoniano de una
particula libre monodimensional sin spin, b) hamiltoniano del movimiento interno de un dtomo
de hidrégeno, c¢) operador momento de una particula sin spin y d) operador posicion de un

electron.

ii) Dado un subespacio #, de un espacio de Hilbert #, llamamos complemento ortogonal
H ll de #{, en 7 al conjunto formado por los vectores de # ortogonales a todos los vectores de

#,. Se demuestra que # ll es un subespacio de # y que todo vector de # se puede descomponer

de forma tinica como suma de un elemento de #, y uno de su complemento ortogonal:
Y =y +y, con Y, EH, y Y,EHTL.

La aplicacion P que a cada elemento 1 de # le hace corresponder su componente 1, de #, se

T Con el fin de evitar una complicacién excesiva de la notacién supondremos que los indices de degeneracién son

siempre discretos.
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llama operador de proyeccion ortogonal o proyector de # sobre #. Si {... ¢,...} es una base

ortonormal de #;, podemos poner

Py = Ei¢i<¢i|w>

0, utilizando una notacién de evidente cardcter mnemotécnico®,

P = Ei|¢i><¢i|'

En efecto, el vector 131p pertenece a #, y, completando el conjunto {... ¢,...} con una base
ortonormal de # IL, {... ¢j' ...}, obtenemos la descomposicion tnica de ¢ como suma de un
elemento de #{, y otro de #(,*:

P P1P+Ej¢j'<¢j'|w>

Py+(1-Py.

Ejercicio 1.5. Demuestra las siguientes afirmaciones:

a) Un operador idempotempotente (1&2 = K) tiene, como mdximo, dos valores propios que son
1yO.

b) Un operador es proyector si y solo si es autoadjunto e idempotente.

(W [Py) =[Pyl

d) Una combinacidn lineal de operadores autoadjuntos es un operador autoadjunto si y sélo si
son reales todos los coeficientes de la combinacion.

e) Una combinacién de proyectores sobre subespacios ortogonales es un proyector si y sélo si
todos sus coeficientes valen la unidad.

La notacion PAai designard el operador de proyeccion sobre el subespacio propio de A con
valor propio a;:
- d,
P, lpt = 2j=1 wij < wij ’ lpt > ’
siendo Klpij =a,y;; con j=1,2,...d,.

De forma andloga,

~ da

PaW, = Yict by {0y | W)

siendo thpaj =a1, con j=1,2,...d,.

Ejercicio 1.6. Dado el desarrollo de un vector de estado \ en una base de estados propios de un

* La notacién "bra-ket", introducida por Dirac y muy extendida en mecdnica cudntica, consiste en representar
mediante |y ) los vectores del espacio de Hilbert ("kets") y (| los elementos correspondientes del espacio
dual ("bras"). Dado que las nociones de vector de estado y producto escalar son suficientes para desarrollar la
presente exposicion, no utilizaremos el concepto de "bra" y consideraremos las expresion general | ;) ( W; ]
como notacién mnemotécnicas para designar el operador que transforma el vector ¢ en al vector 1; ( W [p).

En adelante utilizaremos indistintamente las notaciones y y |y ) para los vectores de estado.

9
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observable A:

— i da
v = Eaieod 2j=1 Cij Wy "‘LEOC 2j=1 ¢j(a),; da ,
demuestra que
d;
P (A=a) = 2j=1 | cij| 2
y
dP, (A=a)/ da = DEEIOIES

Los coeficientes ¢;j y ¢j(a) cujos moédulos elevados al cuadrado representan probabilidades y

densidades de probabilidad, se denominan, respectivamente, amplitudes de probabilidad y

amplitudes de densidad de probabilidad.

Ejercicio 1.7. Demuestra que un observable A estd bien definido en un estado puro W (es decir,

Py (A=a) = 1) siy solo si W es propio de A.

Ejercicio 1.8. ;Qué valores pueden obtenerse y con qué probalidades al medir, en el instante t =

0, la energia total y la componente z de los momentos angulares orbital y de spin del electrén de

un dtomo de hidrégeno descrito por el vector de estado W,_, = g dys0 + % e+ gop,B ?

iii) Todo operador autoadjunto se puede expresar mediante su descomposicion espectral:

A = E aﬂiﬁf algada.
aco.

afc0q
Ejercicio 1.9. Deduce la relacién anterior teniendo en cuenta el comentario 1).

Ejercicio 1.10. Demuestra que, para cualquier sistema, existe un operador (o mds de uno) que,
por si solo, constituye un CCOC. Sugerencia: construye el operador buscado a partir de su

descomposicidn espectral. Puedes encontrar un ejemplo en el apartado c) del ejercicio 1.2.

Dada una funcién de variable real f(x), definimos el operador "funcién f de A" (f(f\)) como

aquel cuya descomposicién espectral es

fA) = Y fla) Py + f f(a) P, da .
aco.

aEoq

Ejercicio 1.11. En un dtomo polielectrénico y prescindiendo de efectos relativistas, ;es posible

o~ o~

expresar los operadores L? y S como funciones de H?

10
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El operador identidad se puede considerar como funcién de cualquier otro, por lo que pode-
mos escribir una descomposicion espectral o resolucion de la identidad a partir del espectro de

cualquier operador:

-y 1>A+f Fa.
aEo,

a0y

Si f(x) es una funcién analitica de x, podemos desarrollar f(a;) y f(a) en serie de Taylor, lo
cual permite expresar f(g) en la forma

f(A) = f(0) + £'(0) A + £'(0) A2/ 2! + f"(0) A3/3! + ... .

iv) Llamamos valor esperado del observable A en el estado W, ( (A >‘Pt ) al promedio de
los resultados que se obtendrian al medir el A en infinitos sistemas idénticos todos ellos en el

estado W, . De acuerdo con el presente postulado,

(A)w, = E ai<lpt|f);ilpt> +f a<1Pt|1§alIIt>da
aco.

aE0a

0, introduciendo la descomposicion espectral de A,

(A)y = (W |Aw,)

v) Dado que, en general, la medicién de un observable A en sistemas idénticos y preparados
en el mismo estado W no conduce a un unico resultado, interesa disponer de una medida del
grado de dispersion que presentan los valores obtenidos. Esta medida se define usualmente

como la desviacion cuadrdtica media o dispersion del observable A en el estado W:

AgA = (‘I’I(A—(A)q,)zlp)”2

{( AZ >1p _ (< A >lp)2}1/2 )

Dados dos observables A y B de un mismo sistema, AyA y AyB cumplen la siguiente

relacion de dispersion :

AyAAB = (W[[A Bly)|/2.

Para demostrarlo definamos los operadores autoadjuntos A' = A —( A Yo ¥ B =B-(B Iy -
Si A es un pardmetro real,

(W] (A —iAB) (A'+iAB) W) = | (A +iAB) W2 = 0,

es decir,

(W|B2W)A2+ (W]|i[A, BIW)A+(W|AZW) = 0

y, teniendo en cuenta que [K', ]§'] = [K, ]§] y la definicién de dispersién de un observable,
(AyB)2 22+ (W |i[A, BIW) L+ (AyA)2 = 0.

El primer miembro de esta desigualdad es un polinomio de segundo grado en A con coeficientes

11
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reales, ya que

(W[i[A, B]W) = (-i[B, A]W|W) = (i[A, B]W|W)

por lo que podemos utilizar el resultado del ejercicio 1.12 para establecer la desigualdad
4 (AyA)? (AyBY? —(W|i[A, BIW)? = 0,

que equivale a la relacion de dispersion.

Ejercicio 1.12. Demuestra que el polinomio de segundo grado en la variable real x con
coeficientes reales ax?+bx +c¢ y a>0 toma valores =0 para todo x si y s6lo si
dac—b% = 0.

Ejercicio 1.13. Demuestra que, si el conmutador de los operadores A y B asociados a dos
observables A y B es una constante no nula, no existen estados con ambos observables bien

definidos. ;Pueden existir tales estados cuando el conmutador no es una constante?

vi) Si un sistema se halla, en el instante t, en un estado mezcla con probabilidades p,, p,,
...p;» ... para los vectores normalizados independientes ¢, y,, ...y, ... (con 0 =<p,, p,, ...
<1y Y.p,=1), el valor esperado de un observable A serd un promedio ponderado de los
valores esperados que corresponderian a cada uno de dichos vectores:

(A) = Yipi(A)y.
Introduciendo el operador densidad
Pt :Ei pi | wi) (Wil

para representar matemdticamente aquel estado mezcla, y un conjunto numerable denso ortonor-

mal {... ¢; ...} podemos poner:

Alp = EiPi<lPi|/A“Pi>

25 25 (il o) (il Awy)

25 25 pi (51 ALwi) (il o)
20 Apcay).

y, definiendo la traza de un operador B como
B = 3;(0|B o)

(A)p = Tr(Ap)|.

Ejercicio 1.14. Comprueba las siguientes afirmaciones.

a) La traza de un operador es independiente del conjunto numerable denso ortonormal utilizado

* .z .
En la seccién 2.1 veremos que la traza de un operador es la traza de la matriz que lo representa en una base

ortonormal.

12
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para calcularla (utiliza la propiedad Ei Ly Lji* = 9y; que cumple la matriz de cambio de
una base ortonormal a otra, y que deducirds en el ejercicio 2.2).

b) La traza de un operador hermitico es la suma de sus valores propios.
¢) Tr(AB) = Tr(BA) .
d) Tr(A;...Ap) = Tr(A;,...A;)

donde 1i,...i es cualquier permutacion ciclica de los indices 1...n.
e) Trp=1.
D pf=p.

Ejercicio 1.15. Demuestra que, para cualquier operador A y cualquier vector W,

Tr (A W) (W) = (¥| A ).

Ejercicio 1.16. Demuestra que la probabilidad (o la densidad de probabilidad) de obtener un
valor 'a' al medir el observable A en un sistema que se encuentra en el estado descrito por el

operador densidad B en el momento de realizar la medicion viene dada por
N AN d a AN
Py(A=a) = Tr(Pap) = »i% (W |pwy)-

Un estado es puro si y sélo si su operador densidad es un proyector sobre un subespacio
unidimensional. En efecto, un estado puro puede representarse mediante una mezcla estadistica
de estados con probabilidad 1 para uno de ellos y O para los restantes, de modo que podemos
asociarle un operador densidad igual al proyector sobre el vector del estado que tiene probabili-
dad 1. Reciprocamente, si el operador densidad es un proyector cumplird la relacion de idempo-
tencia 62 = B, y sus valores propios serdn 1 o O (ejercicio 1.5 a)). Como la traza de un
operador es la suma de sus valores propios y Tra =1 (ejercicio 1.14 b) y e)), 6 tendrd un vector
propio con valor propio 1 y los demds tendrdn valor propio O; es decir, habrd un estado puro
con probabilidad 1.

Los operadores densidad constituyen, pues, una alternativa a los vectores de estado para
representar estados puros que permite tratar a €stos como caso particular de los estados mezcla.
Este formalismo no presenta la ambigiiedad que surge al representar los estados puros mediante
vectores de estado, ya que los distintos vectores de estado correspondientes a un mismo rayo

unitario conducen a un mismo operador de proyeccion.

13
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1.4 Cuarto postulado: Colapso del estado

Dado un sistema fisico que, en el instante t, se encuentra en el estado descrito por el operador

densidad p,, si realizamos en dicho instante una medida ideal del observable A filtrante para

un conjunto de valores A =A;U A_, A del espectro discreto de A y A, de su espectro

continuo, el sistema queda en el estado descrito por el operador densidad

o~ N

~  Pap¢Pa
Pr = —
Tr (Pa py)

EaeAdPa+faeAcPada.

siendo Py

Comentarios:

i) En general, la medicién (aunque sea ideal) cambia el estado del sistema. No obstante, tal

alteracion no se produce cuando P, conmuta con p,. Esta caso serd discutido en el comentario

iX).

ii) En general, el estado del sistema se modifica al efectuar la medicidn. El estado resultante,

si bien no serd en general puro, tiene probabilidad 1 para los valores del observable A
contenidos en A. En efecto, P A Bt P A €8 la proyeccion de Bt sobre el subespacio suma directa®
de los subespacios propios de A correspondientes a valores de A, y el denominador que aparece
en la definicion de B A tiene por objeto normalizar aquella proyeccion a traza unidad:
Tr (P, p,P,) = Tr (P, P, p)
Tr (Py p)
de modo que, para un conjunto A discreto (vease ejercicio 1.16),
Po(AER) = Doe Pp (A=)
= 2uen Tr(Pupy)
Tr (P, p,)
=1,

resultado generalizable a conjntos A con parte continua.

Si la medida no fuera ideal el estado resultante dependeria, en general del aparato de medida

utilizado y, por lo tanto, no podria determinarse conociendo unicamente p, y el conjunto de

% . . . . . . .
Decimos que un espacio vectorial es suma directa de dos o mds subespacios cuando cada elemento del primero

se puede expresar de forma univoca como suma de un elemento de cada subespacio, y se designa con el simbolo

®. En el comentario ii) de la seccion 1.3 vimos un ejemplo: H =H; @ HIJ-. El espacio de los nimeros

complejos es suma directa del de los reales y del de los imaginarios puros.

14
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valores filtrados.

iii) Si la medida filtra un unico valor de A, esta propiedad queda perfectamente definida en

el estado resultante y, si dicho valor es no degenerado, el sistema queda en el estado puro

cuyo vector es propio de A con valor propio el obtenido en la medida, estado que designaremos

mediante la notacion abreviada la )=y, ):
(el Smtw) (wla)(a
SNl a) Cal X pilwi) (wil o)
[a)(al 3ipilCwila)]”
> il (wif a)|*
= |a)(al,

resultado que es valido tanto si la medida filtrante es ideal como si no lo es. Observemos que el

estado resultante de la medida es, en este caso, independiente del estado de partida.

iv) Si el sistema estaba en un estado puro W inmediatamente antes de realizar la medicion, el
estado que resulta es también puro, independientemente de que se filtre uno o mds valores y de
la degeneracion de éstos. En efecto, teniendo en cuenta el resultado del ejercicio 1.15,
&zﬂ@Mﬂ

Tr (Py W) (W)
INNG
(W|Py| W)

PAW PAW
[Pa[| /[P

es decir, el vector W, que representaba del estado del sistema inmediatamente antes de efectuar

la medicion, cambiard de la siguiente forma:

P\¥
| PAY ||

—

v) Cuando filtramos valores en una zona A continua del espectro, es imposible seleccionar
un unico valor del observable medido. No obstante, podemos suponer que estamos midiendo el
observable discretizado ISA, para el cual el valor obtenido es tnico (si bien infinitamente
degenerado). En cualquier caso, la medicion de observables continuos no permitird, en general,
preparar estados puros a partir de estados mezcla. Un ejemplo tipico de este caso se presenta
cuando hacemos pasar una particula por una rendija de anchura A para obtener informacion
sobre la coordenada de posicion (x) perpendicular a la direccién de la rendija. Si la particula

atraviesa la rendija quedard en un estado con valor 1 para el observable discretizado "haber

15
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pasado (valor 1) o no (valor 0) por la rendija":
Py = [, Pxdx .

En realidad, si el conjunto A estd inmerso en un conjunto continuo mds amplio, sus limites
no estardn bien definidos y el integrando de la expresidn anterior deberia incluir una funcién
moduladora f(x) que decaiga mds o menos rdpidamente a cero en la frontera de A. La forma de
esta funcion dependera del dispositivo experimental utilizado y, de acuerdo con el cardcter ideal

de las medidas que consideraremos, no serd considerada en lo que sigue.

Observables del tipo P, pueden introducirse también para conjuntos A que contengan partes
discretas.

vi) Un caso limite trivial se presenta cuando el conjunto A coincide con el espectro del
operador asociado al observable medido. Podemos, entonces, suponer que hemos medido el
observable identidad y, por lo tanto, no se produce colapso del estado. Este seria el caso de un
aparato de Stern-Gerlach en el que se separa en dos un haz de particulas de spin 1/2 (también
puede considerarse una uUnica particula) y, sin que quede registrada ninguna sefial detectable de
la ruta seguida por cada particula, se reconducen los dos haces obtenidos para obtener, de

nuevo, un unico haz.

vii) Supondremos que el postulado es aplicable a mediciones ideales no filtrantes siempre
que quede un registro macroscopico detectable del valor o los valores resultantes de la medida

(independientemente de que algin ser consciente observe dicho registro).

Ejercicio 1.17. El estado de un dtomo de hidrégeno de una muestra gaseosa en equilibrio

térmico a una temperatura T se puede describir mediante el operador densidad B = (1/2)

exp(—ﬁ/kT) (vease ejercicio 1.20). En el supuesto de que los observables H, 12 y 1, constituyan

un CCOC adecuado para describir el estado interno del 4tomo, indica el estado en el que quedard

un dtomo de la muestra después de medir su energia interna y obtener

a) el valor —1/2 hartree,

b) el valor —1/8 hartree.

Si incluimos s, en nuestro CCOC

¢) ;qué estado se obtendria después de medir la energia con resultado —1/2 hartree?

d) ;qué estado se obtendria si, después de la medicidn realizada en el punto anterior, sometemos
el 4tomo a una medida de s, filtrante para s, = 1/2 u. a. (recuerda el ejercicio 1.1)?

Un haz de dtomos de hidrégeno preparados tal como se indica en c) y d) atraviesa un dispositivo

de Stern-Gerlach con el campo magnético orientado segtin la direccion del eje z; a la salida de

éste, los dos haces emergentes son reconducidos (segun trayectorias simétricas) a la direccion

inicial e introducidos en un nuevo dispositivo de Stern-Gerlach orientado segtin la direccion del
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eje x; finalmente, una placa detectora registra el impacto de los dtomos que emergen del

conjunto. Indica el nimero de puntos de impacto y la disposicion de éstos sobre la placa en los

sigientes casos:

e) si filtramos los dtomos con s, = 1/2 u. a. en el primer dispositivo;

f) si filtramos los dtomos con s, = —1/2 u. a. en el primer dispositivo;

) si no filtramos los dtomos en el primer dispositivo pero registramos su trayectoria a través del
mismo;

h) si no filtramos los 4tomos en el primer dispositivo ni registramos su trayectoria a través de
éste y del sistema reconductor;

1) si no filtramos los dtomos en el primer dispositivo ni registramos su trayectoria, y existe una
diferencia de longitud entre las trayectorias correspondientes as,=1/2u. a.ys,=-1/2 u. a.

que implica un diferencia de 2z segundos en el tiempo invertido por un dtomo en recorrerlas.

Ejercicio 1.18. Demuestra que un estado mezcla con probabilidades de 1/2 para los estados
puros 1say 1sP es indistinguible de uno con probabilidades 1/2 para estados con s, = 1/2 u. a.

y sy=—1/2 u. a..

viii) Si A y B son observables compatibles para un sistema dado, las medidas sucesivas (o
simultdneas) de uno y otro producen estados en los que ambos observables estdn bien
determinados; realizando dichas medidas sobre distintos estados puros, podemos construir un
conjunto completo de estados puros propios de ambos observables. Se demuestra que esto es
condicidén necesaria y suficiente para que conmuten los correspondientes operadores.
Extendiendo este razonamiento a los observables de un CCOC, concluimos que todos ellos han
de conmutar entre si y que ha de existir un conjunto completo de estados propios de todos ellos
a la vez. Dicho conjunto es tnico (salvo fases) ya que, si hubiera dos bases diferentes {... ;
.3y {... ¢; ...} con algtin y; no contenido en la segunda, podriamos expresar dicho vector
como combinacion lineal de dos o mds vectores de la segunda base que diferirian en algtin valor

de alguno de los observables del CCOC, y y; no seria propio de estos.

ix) Si el operador asociado al observable medido conmuta con p, existird un conjunto

completo de estados propios de ambos operadores. Estos estados también serdn propios de P,

como se comprueba aplicdndoles la definicion de este operador dada en el enunciado del
postulado. Entonces P, y p, tambi€n conmutan y la medicion no altera el estado del sistema. De

hecho, basta que P, y Bt conmuten para que esto ocurra.
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1.5 Quinto postulado: Evolucion libre

Un sistema preparado en un estado puro continua en un estado puro en el intervalo de tiempo
que transcurre hasta la realizacion de nuevas mediciones sobre el sistema; un vector
representativo del estado del sistema evoluciona en dicho intervalo de tiempo de acuerdo con la

ecuacion de Schrodinger:

dw,

= Ht) W

ih

donde H(t) es el hamiltoniano del sistema.
Comentarios:

i) El hamiltoniano es el operador asociado a la funcién hamiltoniana cldsica del sistema, la
cual, cuando no depende del tiempo, coincide con la energia total; este es el caso de cualquier
sistema aislado y, de hecho solo encontraremos hamiltonianos dependientes del tiempo cuando
estudiemos un sistema en interaccion con otro que no se desea incluir en el tratamiento cudntico
(por ejemplo, una molécula sometida a un campo electromagnético oscilante descrito cldsica-
mente). Un estudio de este tipo es aproximado, ya que, como veremos en la discusion del
siguiente postulado, el vector de estado que describe dos sistemas en interaccion mttua no es,
en general, separable en vectores de estado que representen cada parte. No obstante, el estudio
de una de las partes incluyendo en su hamiltoniano los efectos de la otra supone una notable

simplificacion del problema que, bajo ciertas condiciones, conduce a predicciones correctas.

ii) La evolucién temporal de los valores esperados, que es lo que se puede corroborar me-
diante experimentos, se deduce inmediatamente a partir del presente postulado:
d{w, | Av) w,) <dlpt ~ > < (d&(t)) > < ~dw,
= A WP p p W | At
dt g | AP WP W AO S
y, utilizando la ecuacion de Schrodinger,

dlw, | A ¥ S 2
iR < ‘|dt(t) t>:<1pt|[A(t),H(t)]lpt>+ih<qa|(d/3t(t))lpt>.

Si el valor esperado de un observable es independiente del tiempo para cualquier estado puro

del sistema, decimos que dicho observable es una constante de movimiento. De acuerdo con la
ecuacion anterior, A es constante de movimiento de un sistema cuyo hamiltoniano es H(t) si y
solo si

(A, HO| +ih (d Ay /dt) = 0,
ecuacion que, para observables cuyo operador no depende del tiempo, se reduce a

A H®| = 0.
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iii) La evolucion que expresa la ecuacion de Schrédinger puede representarse mediante un
operador de evolucion temporal (ﬁ(t, t')) definido de forma que se cumpla la relacion
W) = U, ty) P(ty)
para cualquier estado puro del sistema. Introduciendo esta relacion en la ecuacion de Schro-

dinger se obtiene la ecuacién diferencial que determina el operador U:

ihdUgt’tO) = H Utt) -

Se demuestra que el operador de evolucién temporal es unitario ([AJ‘I=IAJT), lo cual garantiza la

constancia de la norma de los vectores de estado en el tiempo.
Si H no depende del tiempo la ecuacion anterior, junto con la condicidn inicial IAJ(tO, ty) = T,

conduce a la solucion ﬁ(t, ty) = exp [+ (t-ty) H/ h] .

iv) En un sistema cuyo hamiltoniano no depende del tiempo los vectores propios de dicho

operador representan estados que llamaremos estacionarios.

Ejercicio 1.19. Indica como evolucionan en el tiempo
a) un vector que represente un estado estacionario y
b) el valor esperado en un estado estacionario de un observable cuyo operador no depende del

tiempo.

Observemos que la constancia de los valores esperados de una constante de movimiento no

depende de que el estado considerado sea o no estacionario.

v) La evolucion de un estado mezcla se obtiene considerando como evolucionan los estados

puros que componen la mezcla estadistica:

peo= Dpi Wi ) (W] = 3 pi| Ut o) wicto) ) Ut to) wicto)

es decir,

Bt = fj(t’ tO) Bto GT(L tO)

Derivando esta expresion se obtiene la siguiente ecuacién diferencial de evolucion:

2

A~

ihd(it = [ 2, p |

Ejercicio 1.20. Indica como evolucionan en el tiempo

a) el operador densidad asociado a un estado puro estacionario y
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b) un operador densidad que represente una mezcla estadistica de estados estacionarios.
Un importante ejemplo de este ultimo caso es el operador densidad que describe un sistema

macroscopico aislado en equilibrio termodindmico a una temperatura T:

p exp (-E; /kT) | !
= .. Ll = L ex (—H/kT) ,
=3 Sy W10l = o

donde hemos supuesto que el espectro de H es discreto y que H V;i = E, Wi » =1,...d; .

Ejercicio 1.21. Considera un oscilador arménico unidimensional en un estado mezcla con

probabilidad 0,5 para los estados estacionarios fundamental (¢),) y primer excitado (¢,).

a) (Cudl serd el valor esperado de la posicion en dicho estado? (no es preciso que efectues
ningtn cdlculo).

b) Comprueba que el estado considerado también se puede definir como mezcla estadistica al
50% de los estados puros no estacionarios 1y, = (¢, = ¢;)/V2 . ;Cémo evoluciona en el
tiempo el valor esperado de la posicion en cada uno de estos estados puros? ;Como se
explica que pueda ser "estacionaria" una mezcla estadistica de estados puros no estaciona

rios?

Ejercicio 1.22. Demuestra que la ecuacién de evolucion del valor esperado de un observable en

un estado mezcla tiene la misma forma que la correspondiente a un estado puro:

ihd (Tr Ap) /dt = Tr([A, H] p) +ih Tr {(dA/dt) p} .

vi) La forma en que hemos enunciado los postulados segundo y quinto no es la unica
manera de representar la evolucion libre (es decir, entre medidas consecutivas) de un sistema en
el marco de la mecdnica cudntica. En efecto, hemos supuesto que los operadores
correspondientes a posiciones y momentos son independientes del tiempo y, lo mismo podemos
decir de cualquier otro observable a no ser que el hamiltoniano del sistema incluya términos que
dependan explicitamente del tiempo; la evolucion libre corre, pues, a cargo de los vectores de
estado o de las matrices de densidad, tal como establece la ecuacion de Schrodinger. Esta forma
de tratar la evolucidn recibe el nombre de imagen de Schrodinger. No obstante, 1o que se
observa experimentalmente no son vectores de estado o matrices de densidad, sino valores
esperados en los que interviene, junto con aquellos, un operador relacionado con algun
observable. Por lo tanto, podriamos haber asignado la evolucion temporal a dichos operadores,
lo que conduciria a una forma alternativa de representar la evolucion temporal que se conoce
como imagen de Heisenberg. La ecuacion de evolucion en esta imagen se obtiene facilmente
teniendo en cuenta que ha de conducir a los mismos valores esperados que la imagen de
Schrédinger en cualquier intervalo de tiempo de evolucion libre:

W | Ap®) Wy ) = Ws) | As®) Ps() | .
donde los subindices 'H' y 'S' se refieren a las imdgenes de Heisenberg y Schrodinger,
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respectivamente. En efecto, definiendo
W, = Ui, t,) Wy(h)
= lps(t())

y utilizando la igualdad de los valores esperados, se obtiene la ley de transformacion para los

H

operadores asociados a los observables en una y otra imagen:
A0 = UL, ty) Ag® UL, t,)
(es obvio que el operador de evolucion temporal adopta la misma forma en ambas imdgenes, por
lo que no precisa subindice).

Derivando la expresion anterior respecto del tiempo y utilizando la ecuacion de Schrodinger
se obtiene la ecuacion de evolucion libre en la imagen de Heisenberg:

 dAu() d%c,(t))

= [ Au(. Hu® | +in

Ejercicio 1.23. Comprueba las siguientes afirmaciones:

a) la condicién de constante de movimiento en la imagen de Heisenberg es dgH(t)/dt =0;

b) si ﬁs es independiente del tiempo, ﬁH = Hg.

Ejercicio 1.24. Para una particula unidimensional de masa m sometida a un potencial que solo
depende de la posicion,
a) demuestra que m diH/dt = f)H ;

b) deduce la segunda ley de Newton en la imagen de Heisenberg teniendo en cuenta que,

si [K, ﬁ] conmuta con ﬁ, [K, f(]§)] = [K, ]§] dfB/dB .

Aunque la imagen de Schrodinger es, con mucho, la mds utilizada, la de Hiesenberg propor-
ciona una visién mds proxima a la imagen cldsica, como se aprecia en el ejercicio anterior, y
resulta especialmente adecuada para tratar determinados problemas, como es el caso del estudio
cudntico de la radiacion electromagnética.

Entre las posturas extremas que se adoptan en las dos imdgenes consideradas, existe una
infinidad de imdgenes en las que la evolucion temporal se reparte de distinta forma entre vecto-
res de estado y operadores; de hecho, cualquier transformacion del tipo W.(t) = \A/(t) W (t) con
\A/(t) unitario define una imagen de evolucién temporal. La tnica de estas que tiene cierta
importancia es la imagen de Dirac o de interaccidn, que se utiliza en problemas cuyo hamil-
toniano es de la forma ﬁ(t) = ﬁo + ﬁ'(t) con ﬁ'(t) << ﬁo . En dicha imagen se elimina de los
vectores de estado la parte de la evolucion debida a ﬁo’ dejando tnicamente la debida a ﬁ'(t):
W) = exp (i(t—t,)Hy/M) WO .

Dicha parte de la evolucion se asigna a los operadores:
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A = exp (i(t—ty)H /M) Ag(t) exp (—i(t-ty)H,/h)

Ejercicio 1.25. Deduce las ecuaciones de evolucién en la imagen de Dirac para los vectores de

estado y para los operadores asociados a observables.

1.6 Sexto postulado: Sistemas compuestos

El espacio de Hilbert asociado a un sistema compuesto de subsistemas es el producto directo de
los espacios asociados a cada subsistema. Si dos de dichos subsistemas son idénticos, los
vectores de estado del sistema compuesto han ser simétricos o antisimétricos respecto del
intercambio de tales subsistemas segin sea entero o semiimpar, respectivamente, el momento

angular total de éstos.
Comentarios:

i) Este postulado es un complemento del primero que, por razones pedagdgicas, suele enun-

ciarse separadamente.

ii) Sean # | y # , dos espacios vectoriales definidos sobre el mismo cuerpo escalar.
Llamamos producto tensorial, directo o de Kronecker de # | por # , a un espacio vectorial # |
® # , provisto de una aplicacion bilineal de # | x #, en H | @ H , :

W(1), 6(2)) = Y1) ®4(2) = [Y(1)$(2))

tal que, si {...y,(1)...} y {...¢j(2)...} son bases de # | y # , respectivamente, los productos
{..p,1)® ¢j(2)...} forman una base de #; ® }[2*. Consecuencias inmediatas de esta
definicion son:

— Dim (% | ® # ,) = Dim (#/ ;) Dim (% ,) ,

—si w1 =Yg uiD) y 6= d o).

W) @ 0(2) = Xy cidw (1) §(2)

pero existen elementos de # ,® # , no expresables como producto tensorial de un vector de

H yotrode#H,,

— si H |y H , estén provistos de sendos productos escalares, se puede definir el siguiente
producto escalaren # | ® # , :

(W(1) 62) [ WD) $'2) ) = (WD) [ Y1) ) (9(2) ] 9'2) ) .

Sean X(l) y §(2) dos operadores que actian sobre los espacios vectoriales # |y # ,

* Se puede demostrar que el espacio # |®4H, existe y estd determinado salvo isomorfismos.
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respectivamente. Se define el producto tensorial K(l) ® ]§(2) como un operador que actia
sobre # | ® # , y que cumple:

{A() ® B} v(1) ® 9(2) = {AD) w(1)} ® {B(2) $(2)} .

Cualquier otro operador del espacio producto se puede expresar como combinacion lineal de

productos directos de operadores

C(1.2) = Y, A()®B(2) .
Los operadores

A= A ®1(2)

y

B() = 1) ® B)

se conocen como extensiones de g(l) y ]§(2) a H,® 3, , respectivamente. Cuando ello no

induzca a confusion, prescindiremos de la tilde al referirnos a tales extensiones.

Ejercicio 1.26. Comprueba las siguientes afirmaciones:
a) [A(1), B2) =0
b) El proyector sobre | (1) ¢(2)) es
[W(1) $(2) ) (D) &) | = [w(1)) (WD) [®]d(2)){$(2) |

c)Si{... wij(l) ...} es un conjunto completo # | formado por vectores propios del operador
autoadjunto A(1) y {... ¢,(2) ...} es un conjunto completo de # , , los vectores {... lpij(l)
® ¢,(2) ...}, que forman un conjunto completo de # | ® # , , son propios de X(l); si a; es
un valor propio de K(l) de degeneracion d; en # | , su degeneracion en H | ® H, es d. x

Dim(#{ ,) ; el proyector sobre a; en # | ® H , es la extension a este espacio del proyector

sobre a, en # | .
d)Si A1) = ap(1) y BR) ¢2) = b, ¢2),
{A() +B@)} wi(D) ® ¢,2) = (2 +b) y(1) ® ¢,(2)

(esto se puede generalizar a operadores con espectro continuo).

iii) Los subsistemas a los que hace referencia el postulado son, normalmente, particulas o
conjuntos de particulas que pueden tratarse como particulas debido a que su estructura interna
no se ve afectada por los experimentos que se van a considerar, como ocurre con los nucleos
atomicos en la mayor parte de las reacciones quimicas o con los dtomos de helio cuando se
estudia el comportamiento estadistico del elemento a bajas temperaturas. No obstante, la
"particién" de un sistema puede entenderse también como particion de los observables de un
CCOC en subconjuntos; por ejemplo, el espacio de Hilbert asociado a una particula con spin se

puede expresar como producto directo del espacio que le corresponde si se prescinde del spin
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por el espacio de estados de spin (vease ejercicio 1.27). Esto permite utilizar los resultados del
estudio de un sistema bajo unas condiciones determinadas como punto de partida para un
estudio mds profundo del mismo sistema que exija ampliar el CCOC.

En efecto, si {...lpij...} y {...¢---} son conjuntos completos de # | y de # , , respectiva-

mente, formados por vectores propios de los operadores autoadjuntos A y ]§, los productos
{...wij ® ¢y...} proporcionan automdticamente una base del espacio # | ® # , en cuyos
elementos siguen estando bien definidos los observables A y B, (ejercicio 1.26. c)). En dichos
estados el sistema compuesto es, a todos los efectos una superposicion de subsistemas ya que
cualquier valor esperado de una propiedad de uno de €stos calculada en el sistema compuesto
toma el mismo valor que se obtendria estudiando el subsistema por separado:

(YD @ o (D) N T @ . AD @ . [y @ i) - ) = (i) T A [ 9i(D) ) -

Si, ademads, el hamiltoniano del sistema se puede expresar como suma de un término que
solo contiene operadores del espacio # | y otro que solo contiene operadores de # , (en cuyo
caso diremos que el hamiltoniano es separable), existird un conjunto completo de estados
estacionarios producto directo de un estado de % | y otro de # , (ejercicio 1.26. d)), forma que
se mantendra en los intervalos de tiempo de evolucidn libre del sistema. Es el caso de la caja de
potencial tridimensional o del oscilador arménico tridimensional isétropo, cuyos estados
estacionarios se pueden expresar como productos de estados estacionarios de tres sistemas
unidimensionales asociadas a cada uno de los tres ejes cartesianos.

La discusion anterior explica la necesidad de recurrir al producto directo para estudiar
sistemas compuestos: si un sistema estd formado por dos partes que no interacccionan estre si,
podremos estudiarlas por separado y asignar estados "individuales" a cada una de ellas. Cada
pareja de estados de una y otra parte serd un estado del sistema compuesto y, si escogemos en
cada parte un conjunto completo de estados y los combinamos de todas las formas posibles,
tendremos un conjunto de parejas de vectores cuyas combinaciones lineales permitiran describir
cualquier situacion fisica del sistema compuesto, es decir, una base de su espacio de Hilbert. Si,
como ocurre normalmente, la introduccion de interaccidn entre las partes no modifica
esencialmente la naturaleza del problema, aquellas parejas de vectores seguirdn siendo una base
del espacio de Hilbert asociado al sistema con interaccion. No obstante, el hamiltoniano deja de
ser separable y los estados estacionarios dejan de ser expresables como producto de estados de
cada parte (salvo para formas muy especiales del término de interaccion). Esta es la razon por la
cual los productos de estados monoelectrénicos no describen exactamente estados estacionarios
de sistemas polielectronicos y si lo pueden hacer, en cambio, combinaciones lineales de tales

productos (interaccion de configuraciones).

Ejercicio 1.27. El espacio de Hilbert de una particula con spin se puede expresar como #H =%

® A, donde H _ es el espacio que resulta al eliminar del CCOC el observable asociado al spin
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y # _ es el espacio de estados de spin. a) Si, para ¢ EH |y g € H  se cumplen las relaciones
ﬂq>=e¢, fz¢=m¢ y 8, g=m,g,indica si el vector ¢ ® g espropiodeﬁ, de IAZ®SAZ y

de 1®5s vy, en caso de serlo, con qué valores propios. b) ;Podremos expresar los estados

estacionarios como producto de una parte espacial por una de spin si incluimos un término de

interaccién spin-6rbita de la forma 1 ® s en el hamiltoniano de la particula? ;y si el término fuera

de la forma lAZ ®s,?

iv) Dos subsistemas se consideran idénticos cuando no pueden distinguirse mediante los
observables relevantes en los experimentos a considerar. Por ejemplo dos nicleos de una misma
molécula con iguales nimero atémico y nimero masico en sus respectivos estados internos de
menor energia serdn idénticos, a efectos quimicos, si no es posible identificarlos mediante su
posicion en la molécula. Asi, dos nuicleos de hidrégeno de una molecula gaseosa de metano son
indistinguibles y lo mismo ocurre con cualquier pareja de hidrégenos de un grupo metilo si la
rotacion del grupo respecto del resto de la molécula no estd impedida. Sin embargo, los
hidrégenos de la molécula CH,CIBr son identificables mediante su posicién en relacion al plano
que contiene a los nicleos C, Cl y Br, ya que no existe operacién de simetria fisicamente
realizable por la molécula (rotacién propia o cambio conformacional de barrera energética baja)
que los intercambie.

Ya que los problemas de indistinguibilidad afectan, normalmente, a particulas o a conjuntos
de particulas cuya estructura interna no sufre alteraciones relevantes, utilizaremos, en adelante,
la denominacién "particula" para referirnos a cualquiera de tales subsistemas.

La posibilidad de identificar particulas suficientemente localizadas mediante su posicion evita
tener que preocuparse de que los vectores de estado estén convenientemente simetrizados
respecto de intercambios de las particulas del sistema con todas las demds particulas del mismo
tipo que existen en el universo, lo cual harfa impracticable cualquier estudio cudntico. En sentido
estricto, la posicion nunca permitiria identificar particulas, ya que no es fisicamente posible
localizarlas con precision absoluta en una region finita del espacio (las densidades de
probabilidad siempre tienden a cero asintticamente); no obstante, es facil comprobar que, si las
particulas estdn suficientemente localizadas, se obtiene la misma informacién fisica (mismos
valores esperados) a partir de vectores de estado simetrizados que utilizando vectores sin
simetrizar. El razonamiento anterior puede extenderse a observables distintos de la posicidn: si
dos particulas idénticas en sus propiedades intrinsecas (carga, masa, médulo del spin, ...)
difieren en una propiedad no intrinseca (por ejemplo, la componente del spin sobre un eje) y
sOlo consideramos experimentos en los que ésta no se ve afectada, podemos utilizar dicha
propiedad para identificar las particulas, es decir, podemos considerarlas distinguibles. La

propiedad utilizada puede estar bien definida en el sistema considerado o no estarlo y la
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correspondiente distribucion de probabilidades puede variar con el tiempo; en tal caso, basta
que, en los experimentos e intervalos de tiempo a considerar, sea despreciable el solapamiento
entre las densidades de probabilidad asociadas a una y otra particula.

La definicion de particulas idénticas dada al comienzo de este comentario exige los valores
esperados de los observables relevantes del sistema sean invariantes frente al intercambio de
aquéllas. Veamos como afecta dicho intercambio a los vectores y operadores que determinan
tales valores esperados.

Dado un sistema de N particulas cuyo espacio de Hilbert asociado es H =% | ® ... H  , €l
efecto del intercambio de las particulas 'i' y 'j' sobre un vector de la base {..., (1) ® ... (i)
® ... P, ® ... p,(N), ...} se puede establecer de dos maneras fisicamente equivalentes:
intercambiando los indices (i, j) que identifican las particulas o permutando los subindices (1, m)
que indican sus respectivos estados. Adoptaremos este ultimo convenio, de forma que el
intercambio produzca un vector del mismo espacio # | ® ... H . ® ... H i ® ... H (y nouno
del espacio # | ® ... H i ®...H. ®...H\ ),y designaremos como fl/’?j el operador que efectia
el intercambio:

23 (1) ®... () ©..p_(§) @..p, (N} = (1) ®..p_(1) ®...p,() ... ¢, (N) .
Si las N particulas son idénticas, los espacios asociados a cada una de ellas también lo serdn:
H =H,=...=5H ylosidentificaremos mediante un indice entre paréntesis: # = # (1) ®
... #(N). La invarianza de los valores esperados frente a intercambios entre particulas idénticas
impone cierta simetria sobre los correspondientes operadores. En efecto, dado un observable A
se ha de cumplir
(A)y = (W(1,2,... N)|A(1, 2, ... N) ¥(1,2, ... N) )

= (W2, ... N)|A(L2, ... N)2; W(1,2, ... N) )

= (W(1,2,...N) | 2T A(L, 2, ... N) 2 (1,2, ... N) )
para cualquier vector de estado W, lo que implica
A =2 APy
y, como los operador a son unitarios (ejercicio 1.28 a)),
[A, Pl = 0.
Esto se ha de cumplir para cualquier par de indices (i, j), y diremos que los operadores que
representan observables del sistema han de ser simétricos respecto de los intercambios de
particulas idénticas.

El razonamiento anterior se extiende facilmente a permutaciones arbitrarias de las N particu-
las. En efecto, la extension del convenio adoptado para intercambios de parejas de particulas a
una permutacién arbitraria {1, ... N} — {al, ... aN} conduce a la siguiente definicion del

operador de permutacién correspodiente:

2o (0, (D ® . Y, (N} =, (D@ oy (N).
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Teniendo en cuenta que toda permutacion se puede expresar como producto de transposiciones

(permutaciones de dos elementos), se demuestra facilmente que los operadores P, son unitarios
(ejercicio 1.28 b)), de manera que podemos apelar de nuevo a la invarianza de los valores
esperados para concluir que los operadores que representan observables del sistema han de ser
invariantes frente a permutaciones entre particulas idénticas:

(A 2] = 0.

Supongamos que el observable (o conjunto de observables) A es un CCOC del sistema y
consideremos el proyector sobre un vector propio de A: 12l = |a) (a|. Este operador es tam-
bién un observable del sistema (seria el observable asociado al aparato o conjuto de aparatos que
permiten preparar el estado puro |a )y, por lo tanto, ha de conmutar con los operadores de
permutacion:

[P ?] =0 V2,

de donde se deduce que el vector |a ) ha de ser propio de todos los 52’;:

7o (Ja)(a)|W) = (Ja)(a]) 2, W),

es decir,

2o |a) = ((a|2a| W) /(alW)) [a).

Mediante teoria de grupos se demuestra que el grupo de las permutaciones de N elementos solo
tiene dos representaciones irreducibles unidimensionales, a saber, la totalmente simétrica, de
cardcter +1 para todos los operadores de permutacion, y la totalmente antisimétrica, de cardcter
+1 6 —1 segtin sea par o impar la permutacion, es decir, segtin se descomponga en un nimero
par o impar de transposiciones, nimero que designaremos w,. Esto determina los posibles
valores propios de los operadores fl?a:

Py |a) = +1]a) Vo,

o bien

fl?a la) = (-1)y™|a) Vf?a.

Los vectores simétricos constituyen un subespacio de # (1) ® ... # (N) que designaremos
mediante la notacion

H\ON = 2 (1)@ ... 5 (N).

Dada una base {... ¢, ...} de # , los vectores de la forma

| (P Py ) = (1) @5 .y (N)

(IWNT) Sy 20 {9, (D) ® ...y, (N}

donde la suma se extiende a las permutaciones de N elementos, constituyen una base de aquel

subespacio (vease ejercicio 1.18 d)). De forma andloga se introduce el subespacio antisimétrico:
H ON = 9 (1) @... 5 (N)

una base del cual la forman los vectores:
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Py (1) ®2 ...y (N)
AN SN (1) 2 (D) ® ., (N}

vease ejercicio 1.18 d)). Es evidente que los subespacios # ,©N y 4, ®*N son ortogonales entre
) q P 1Yo g

| (W ) )

si, y se demuestra que las bases {... | (P Ppy---)e ) --.} son ortonormales si lo es {... P,
I

Dado que la paridad de toda permutacién aumenta una unidad al componerla con una trans-
posicién, los vectores | (...y;...4,...), ) serdn, respectivamente, simétricos o antisimétricos
respecto del intercambio de dos particulas idénticas cualesquiera, de modo que, de acuerdo con
el presente postulado, los vectores adecuados para representar sistemas de particulas idénticas
con spin entero (bosones) o semiimpar (fermiones) serdn elementos de # ®'Ny 3 | ®'N
respectivamente. Se puede comprobar que tanto la evolucién libre como el colapso del estado se
producen dentro uno de aquellos subespacios, de manera que no existen contradicciones entre el

presente postulado y los anteriores.

Ejercicio 1.28. Demuestra las siguientes afirmaciones:

—

a) Los operadores de transposicién 2 j; son hermiticos y unitarios.
b) Los operadores de permutacidn son unitarios.
. . -~ ! - iy
c¢) El antisimetrizador 4 = ﬁ I;':l (=1)%« 2, es un operador de proyeccion.
d) Los vectores | (... Ppy-..), ) (vease texto precedente) son simétricos frente a cualquier
permutacién de las particulas del sistema, y los vectores | (...\}}...Y,,...)_) son simétricos

respecto de las permutaciones pares y antisimétricos respecto de las impares.

1.6.1 Sistemas N-electronicos

De acuerdo con el comentario iv) del sexto postulado, dada una base {...; ...} del espacio
de Hilbert asociado a un electrén, el conjunto de todos los vectores de la forma | (y;, ... y;)_)
es una base del espacio asociado a un sistema de N electrones. Esta base es ortonormal si lo es
aquélla. En efecto, sean W =|(; ... yy)_) y ¥'=| (@, ... Yy')_) dos productos directos
antisimétricos con sus factores en maxima coincidencia (es decir, si existen estados monoelec-

tronicos comunes a ambos productos han de ocupar las mismas posiciones en uno y otro),
(W[W) = (INTA{g; ..o pnd [INTA {g; gy

N! - 1 I

azt GO (W) Py [ Po (PPN )
/ 1 si ;= Vi

\ 0 en caso contrario .

% P syt
En el apartado 1.6.1 lo demostraremos para el caso antisimétrico.
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Consideremos dos operadores polielectrénicos F y G de la forma
~ N 4.
F(l,...N)= » i () ,
A N N ~. .
G(1,... Ny = Yily Y5 g, )
con g(i,j) simétrico respecto de la permutacién de los electrones 'i'y j':
(2@, j), 21 =0
y un vector N-electrénico de referencia W:
W= [ Py P BN
Llamaremos vectores monoelectrénicos ocupados a los que aparecen en el vector N-electrénico
de referencia: P, ..., ... Py, ... Py, Y Virtuales a los restantes: Yn, 1, -- Wy - P, ... . Un
vector N-electrénico monosubstituido serd de la forma

o= (g Wy e Wy o WN)-)

uno disubstituido

Wb = (1 oo Py o g ) )

etc., y supondremos que todos ellos en mdxima coincidencia con el de referencia. Con esta

notacion se cumplen las siguientes relaciones de Condon-Slater:
(WIFW) = S (| fy,)

(WIFW.) = (u|fw)

(W[FWy) =0

(P|GW) i1 Doboa (Wa Wy | [ Wawp)
(WG = Yoo (Wawp || wrwy)
(WG Wan) = (P Wy || W)

rst

(W|G W)= 0

siendo

CWa o | W Ws) = (W W [ W g ) = (W W [ W ;) -

Observese que esta expresion se anula cuando Y, =1, y es simétrica serpecto del intercambio

de los indices a-b y r-s simultdneamente; esto permite escribir el valor esperado de G en la forma

alternativa

(W[GW) = (172) Yot Soot {Wa Wy | [ Way )

Ejercicio 1.29. a) Demuestra que todo operador simétrico respecto de las permutaciones de

electrones conmuta con el antisimetrizador.

b) Demuestra que todo operador del tipo F es simétrico y que
AN N N
<1P|FIP>= a=1<wa|fwa>'
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¢) Demuestra que todo operador del tipo G anterior es simétrico y que

(W|GW) = Dt Yo (Watn || way ).

d) Expresa (W | H W) en funcién de estados monoelectrénicos para un sistema de N
electrones cuyo hamiltoniano, en unidades atomicas, sea
H= Y0 h)+ Y 15
y comprueba que, si los estados monoelectrénicos son de la forma ¢ ® g, (con la notacion
del ejercicio 1.27) donde g es una de las funciones o o B, propias del operador s, con

valores propios h/2 y —h/2 respectivamente

No No Ng Ng N, Np
<IP|HIP>—Ehaa+E haa+EEJab_ b+EEJab_ b+E EJaba
1 b>a 1 b>a

donde N, y Nﬁ son los ndmeros de estados monoelectromcos con funcwn de spin a 'y f3,
respectivamente, y la notacion utilizada es la indicada en la seccion 2.4. ;Qué representacion

fisica puede asignarse a cada término de la expresion anterior?
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2. REPRESENTACIONES

2.0 Introduccion

De la misma forma que, para identificar un vector de ® 3, hemos de referirnos a un sistema de

coordenadas, como puede ser el asociado a la base ortonormal {i, j, E}, deberemos recurrir
también a una base para representar los vectores del espacio de Hilbert asociado a un sistema
cudntico. La forma habitual de llevar a cabo esta representacion consiste en elegir como base
ortonormal las funciones propias de un CCOC que incluya observables significativos de cara al
tipo de estudio que vayamos a realizar; por ejemplo, una base adecuada para representar los
estados de un dtomo de hidrégeno de cara a analizar su espectro serd la formada por los vectores
propios del CCOC {H, 1%, 1, y s,} (suponemos que los efectos relativivtas no son relevantes),
ya que estos vectores representan estados en los que estd bien definida la energia, que es la
propiedad a medir, y los observables que determinan las reglas de seleccidn. La expresion de un

estado puro cualquiera en dicha base serd:

v = EnlmmS CnlmmS lpnlmmS

nlmmg — < wnlmms W >
y la representacion del estado en la base serd el conjunto de coeficientes {..., ¢ mm.s -+ » que

con C

puede agruparse en una matriz columna ¢ tal como suele hacerse con las componentes {V , V,

V,} de un vector de % * en una base cartesiana.

2.1 Bases discretas

Dada una base discreta, no necesariamente ortonormal, {y, ..., {,, ...} del espacio de
Hilbert, cualquier vector W de este espacio se representa en aquella mediante una matriz
columna ¢ cuyos elementos c; son los coeficientes que expresan el vector como combinacion

lineal de los elementos de la base. Agrupando los elementos de ésta en una matriz fila:

"'p = (IP]’ tee wi’ ) ’

podemos escribir

¥ =yec.

Un operador A queda determinado sabiendo como actua sobre los elementos de la base:
Ay = Yo, i=12 ..,

ya que, para cualquier vector W del espacio,

AW =AEi1pici= ijlpjﬁljici.
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Esta informacion puede expresarse en forma de matriz cuadrada 4 con (A) i = A :

Ay =ypa |,

donde A (W, ..., Py, ...) = (AY,, ..., Ay, ...) , Y

AW = A YPc
=yAac.
Nos referiremos a la matriz 4 como representacion del operador A en la base W Py
).

Si la base es ortonormal, los elementos de 4 se calculan facilmente multiplicando escalar-
mente la primera de estas ecuaciones por cada elemento de la base:
(Wil Ay ) =a;.
En cambio, si no lo es, la relacion entre estos productos escalares, que designaremos con la

notacion Aji’ y la matriz 4 pasa a ser

Aj; <1Pj|K1Pi>
PRCARTRES

o, introduciendo la matriz de recubrimientos S de elementos S ik = (p i [Py ) s

A=S4

Nos referiremos a la matriz A como representacion segiin el producto escalar del operador Aen
labase {y, ..., ...} .

Se comprueba facilmene que las matrices 4, B, C,... que representan los operadores A. ]§, 6,
... en una base se multiplican de la misma forma que éstos independientemente de que sea o no
ortonormal la base, cosa que no ocurre con las representaciones segtin el producto escalar
(ejercicio 2.1 b)). En este sentido, las primeras matrices son las auténticas representaciones de
los correspondientes operadores, aunque las segundas juegan un papel muy destacado en la
quimica cudntica.

Una consecuencia inmediata de lo anterior es que, si B=A" , B=4"" pero, en general,
B=A"! e, incluso A B =B A . Sin embargo, si B=A", B=AT=(AY" (matriz adjunta
de A), pero, en general, B = 4" (ejercicio 2.1 c¢)). En particular, la representacién segtin el
producto escalar de un operador autoadjunto en una base no ortonormal es una matriz hermitica
(que coincide con su adjunta).

Observemos que la representacion segtin el producto escalar del operador identidad es la
matriz de recubrimientos de la base
Ly = <U:)i|/]\wj> = S;

y se designard siempre como S, reservando la notacion 1 para la matriz identidad (que es la

auténtica representacion del operador identidad).
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Ejercicio 2.1. a) Demuestra que, si W =1 ¢ donde ¢ es una base no necesariamente ortonor-

mal,

(W |¥) = So),.
b) Comprueba que, si AB=C, a8=c , pero, en general, AB = C .
¢) Comprueba que, si B = Af , B=AT pero, en general, B = 4% .

d) Demuestra que
A= Eijk ;) Ay 87Dy (W

donde A es la representacion de A en la base discreta Y. Indica la forma que tomard el

2

desarrollo anterior cuando la base es ortonormal y cuando, ademds, sus vectores son propios

del operador A. Utiliza la expresion anterior para obtener la resolucion de la identidad en una

base discreta no ortonormal:

1= Eij [ W) 87Dy (wy -
e) Comprueba que (AB)T = BfAT

2.1.1 Cambios de base

Un cambio de base {...p, ...} — {...{', ...} puede caracterizarse mediante la matriz

cuadrada L definida mediante

V', = Eiwi Ly
0
Y =YL

y afecta de la siguiente forma a las representaciones matriciales de los vectores:
Y =9c=9'c =yLc
de donde
Yc-Lec) =0
y, como los elementos de ¢ son linealmente independientes,
c=Lc¢
y, si la matriz L tiene inversa (lo que sucederd siempre que ambas bases definan el mismo
espacio),
¢ =L'le.
Andlogamente, dado un operador K,
Ay =ya
y
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;& ,lpl - ,lpl ﬂ' ;

multiplicando la primera relacién por la derecha por L y utilizando la segunda se obtiene
YyAaL-LA4)=0

y, utilizando de nuevo la independencia lineal de los vectores de la base,

AL =LA

Si existe L1,

4=LAaL!
(6]
4 =L'aL.

La ley de transformacion para las representaciones segtin el producto escalar es (ejercicio
2.2. b))

A = LTAL

de donde se deduce que cualquier transformacion L. que cumpla
L'SL=1

transforma la base {... y; ...} en una base ortonormal {... y' ...}.

Ejercicio 2.2. Demuestra que, si Y'=¢ L.,

a)S' = LTSL;

b) para cualquier operador K,
A'=LTAL;

¢) siy y ' son ortonormales, L' = LT (es decir, la matriz L es unitaria).

Ejercicio 2.3. Demuestra que la traza de un operador es igual a la traza de su representacion en
cualquier base (sea o no ortonormal). ;Podemos decir lo mismo de su representacion segun el

producto escalar?

2.1.2 Valores y vectores propios

La expresidon matricial de la ecuacién de valores propios de un operador autoadjunto se

obtiene de forma inmediata a partir de lo anterior. En efecto, si {... ¢. ...} es un conjunto

ortonormal completo de vectores propios de A (g Y, = a,,) , la representacion de este

operador en aquella base serd diagonal:
A P =9 a,,
con (aw)ij = a, 6ij
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y viceversa. Conocida la representacion a, de A en una base cualquiera {... ¢, ...}, el problema

de valores propios de A se reduce a hallar el cambio de base VP = ¢ L que diagonaliza la matriz
ﬂq):
5 L=L a, .

como se comprueba introduciendo este cambio de base en la primera ecuacion:

ApL=¢La,
i teniendo en cuenta que A =04 o
Llamando I, a la columna i-€sima de L es inmediato comprobar que la ecuacion a4, L=L a,
equivale al conjunto de ecuaciones:
a 0 I = al
coni=1,2,...

Este conjunto es lo que se conoce como ecuacion de valores propios de la matriz 4, y es

¢
equivalente a la ecuacién de valores propios del operador (K Y; = a,,), como se comprueba
tomando . = L. Por lo tanto, cada vector columna I, confiene los coeficientes de un vector
propio de A con valor propio a,.

Multiplicando por la izquierda por S 0 la ecuacion de diagonalizacién de 7 podemos expre-

sarla en funcion de representaciones segtn el producto escalar:

A,L=8,La,

En el ejercicio 2.1. e) vimos que los operadores hermiticos se representan segun el producto
escalar mediante matrices hermiticas, para las cuales existen algoritmos de diagonalizacién
eficientes. Por esta razon, conviene utilizar bases ortonormales en las cuales la ecuacién anterior
expresa la diagonalizacién de la matriz Aq) :

A¢ L=L a,
0, teniendo en cuenta el resultado del ejercicio 2.2.c),

= 1.7
aw—LAq)L.

Ejercicio 2.4. a) Comprueba que una matriz real ortogonal (L' = L~!) 2x2 solo tiene un

pardmetro independiente y que se puede expresar de la siguiente forma

L= cosa —sena
seno.  cosa
con aER .

b) Demuestra que una matriz A real simétrica 2x2 se puede diagonalizar mediante una transfor
macion del tipo indicado en a) con
tg2a = 2 A1/ (A11-Ap) .
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El método de Jacobi para diagonalizar matrices reales simétricas es un procedimiento iterativo
basado en la solucion analitica planteada en el ejercicio anterior para el caso bidimensional. Cada
iteracion consiste en seleccionar el elemento no diagonal a;; de mayor valor absoluto y efectuar
una "rotacion 2x2" que transforme en cero aquel elemento (y su simétrico) y deje inalteradas las
filas y columnas de indices distintos de 'i' y 'j'. Las iteraciones se suceden hasta que todos los
elementos no diagonales tienen valores absolutos inferiores a un cierto umbral. Aunque este
método es muy sencillo se han desarrollado otros mucho mds eficientes numéricamente que
permiten diagonalizar matrices de gran tamafio o, por lo menos, determinar algunos de sus

valores y vectores propios.

La diagonalizacion de matrices proporciona una via prdctica para determinar la matriz que

representa a una funcidn analitica de un operador

A~ [ee) /\k
f(A) = Yy fk A
conocida la representacion matricial de €ste en una base ortonormal discreta, {... ¢; ...}. En

efecto,

(o A | ¢;)

Yoeco fi (05| A ¢;)

Do fie S D SOl AL G (DAl om) - (0p | Al D))
V-0 i (A9

[ f(A) 1,

donde sa ha definido la funcién f de la matriz A como

f(A) = Yo fi AX.

Esta funcién puede calcularse facilmente previa diagonalizacion de A. En efecto, sea
A=LalL!

con a diagonal,
fA)= Y ofiLaL' .. LaL"!

L), faHL!
L f(a) L',

donde f(a) se calcula de manera trivial (ejercicio 2.5. a)).

Ejercicio 2.5. a) Demuestra que, si a es una matriz diagonal, (f(a))ij =1(a,) 6ij .
b) Demuestra que, si f(x) es una funcién real analitica de la variable real x, [f(A)]" = f(A") (ten

en cuenta el apartado e) del ejercicio 2.1). En particular, si A es hermitica, también lo serd f(A).
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2.1.3 Ortonormalizacion

En el apartado anterior hemos podido apreciar el interés que presenta la utilizacion de bases
ortonormales en relacion con el cdlculo de los valores y vectores propios de un operador auto-
adjunto. Este es uno de los muchos problemas que se presentan en quimica cudntica en los que
la ortogonalidad de la base simplifica considerablemente el aparato matemadtico, por lo cual
interesa disponer de métodos para ortonormalizar conjuntos discretos de vectores linealmente
independientes, es decir, transformarlos en conjuntos ortonormales que engendren el mismo
espacio. Esta transformacidn no es tnica y, de hecho distintos métodos conducirdn, en general a

distintas bases ortonormales.

Una forma sencilla de efectuar dicha ortonormalizacion es el métode propuesto por Schmidt:
si {Y, ..., P;, ...} es el conjunto no ortonormal de partida, puede obtenerse un nuevo
conjunto ortonormal {,', ..., ;" ...} del siguiente modo:

W1'ZW1/<1P1 |w1>”2,

Cz‘Pz' =‘P2—<1P1' |1P2>1P1'

con ¢, tal que (¢, [y, )=1,

33 =3 = (W [ W3) Wy = (0 [ W3) Wy

con ¢, tal que (5" [y,') =1, ect,

es decir, restamos de cada vector su proyeccion sobre el subespacio engendrado por los anterio-
res vectores ortonormalizados y lo multiplicamos por una constante de normalizacion.

Este método exige elegir previamente una ordenacion para los vectores a ortonormalizar y
esta eleccion influye sobre el resultado de la ortonormalizacidn, ya que los ultimos vectores
sufrirdn, en general, una modificacion mayor que los primeros. Una alternativa que no adolece
de este inconveniente es el método de ortonormalizacion simétrica, propuesto por Lowdin, que
consiste en aplicar al conjunto inicial de vectores la transformacién de matriz L = S~!/2, donde

S es la matriz de recubrimientos de aquel conjunto (vease ejercicio 2.6).

Ejercicio 2.6. Demuestra que la transformacién L = S~'/2 aplicada a un conjunto de vectores
linealmente independientes cuya matriz de recubrimientos es S conduce a un conjunto ortonor-

mal e indica como calcularias S~1/2.

La matriz S~'2 no puede calcularse si S tiene algin valor propio nulo, lo cual indicaria que
el correspondiente vector propio es combinacion lineal de los restantes y, por lo tanto, el
conjunto de vectores de partida seria redundante. Esto no ocurrird en una base bien elegida, pero
puede suceder que el cdlculo de S~'/2 presente problemas numéricos debido a la existencia de

valores propios muy pequefios en S, en cuyo caso el método de ortonormalizacion simétrica no
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serd aplicable. Una forma de solventar este problema consiste en utilizar el método de
ortonormalizacién candnica, que se basa en la utilizacion de la matriz de transformacion

L=U S—l/2’

donde U'SU=s y s es diagonal. Si S tiene n valores propios de los cuales k son inferiores
a un cierto umbral, podemos eliminar los correspondientes vectores propios y construir un
conjunto ortonormal de n—k elementos utilizando la matriz de transformacién rectangular

L=Us 12,

donde s—1/2 es la matriz diagonal que contiene los n—k mayores valores propios de Sy U es la

matriz rectangular cuyas columnas contienen los correspondientes vectores propios. Este
método de ortonormalizacién permite, pues, reducir el tamafio de una base que presenta cuasi-

dependencias lineales alterando lo minimo posible el espacio engendrado por aquélla.

2.2 Bases truncadas

Dado un conjunto {), ... X, } no completo de vectores linealmente independientes de un

espacio vectorial # o "base truncada", la matriz ﬂi definida mediante

K2=iﬂi
con
X = (X - Xy

no es una auténtica representacion de A, ya que tales matrices no se multiplican, en general,

como los correspondientes operadores. Aquella matriz, convenientemente completada con
ceros, es, en cambio, la representacion de la "proyeccion del operador A sobre el subespacio
g£," engendrado por los vectores {;, ... X}, operador que definiremos como

P, AP, ,

donde P, es el proyector sobre dicho subespacio. En efecto, completemos la base truncada con
una base del complemento ortogonal de 7, en #:{y, ., ...}. El proyector sobre #£ actuard de la
siguiente forma sobre la base {), ... X,» Xpy1» ---+ de H:

ﬁin =% sl Isj=n,

IA)Q X; =0 sij>n,

de modo que, para 1<j=<n,

n n
Py APy x; = Py Ay = PQE Xi ()i = E Xi (L)
=1 =

y, para j>n,
Py APy x; = 0.
La representacion del operador Py A P en la base {), ... X,» X,1> ---J S€rd, pues, una matriz

de dimensiones iguales a la de # cuyo primer cuadrante nxn coincide con la matriz 4, y con
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todos los demds elementos iguales a cero:
PPN 2, 0
Py APy (s oo X Ao ) = g w00 Xp» X +++) 00l

Ejercicio 2.7. a) Teniendo en cuenta el enunciado del ejercicio 2.1 (apartado d), comprueba que
Py= Wi l) (S (%!

es el proyector sobre el espacio engendrado por el conjunto de vectores linealmente indepen-
dientes {x; ... %, -

b) Obtén la representacion del operador IA)Q A }A)Q en una base {X;, --- X» Xyyp> ---J» Obtenida
completando el conjunto anterior con una base del complemento ortogonal del subespacio
engendrado por aquel, utilizando la expresion anterior para IA);( y comprueba que se obtiene el
resultado hallado en el texto.

¢) Indica la forma que tendrd la representacion segun el producto escalar del operador 13§ A 13X

enlabase {}, ... X Apups -+ J-

La hermiticidad del operador IADQ A f’g nos garantiza que los valores propios de 4, sean reales
y que vectores propios correspondientes a distinto valor propio sean ortogonales entre si. Ahora
bien, ;existe alguna relacion entre estos vectores y valores propios y los de A? Para responder a
esta pregunta observemos que cualquier valor propio de IADQ A ISQ se puede expresar como valor
esperado de A sobre el correspondiente vector propio:
IADQ A 13% Y = ay
de donde
a = (y|PyAPY)
(Prw|AP W)
(W] Ap)

y, de acuerdo con el teorema variacional, este valor esperado ha de ser superior al menor valor

propio de A. Deduciremos este resultado para un operador de espectro discreto desarrollando 1

en un conjunto completo {... ¢, ...} de vectores propios del operador:
<1P|KIP> Eijci*<¢i|‘&¢j>cj

Eij Ci* a4 ( ; | d)j ) G

Ei leil a;

2 _
Ei Icil a, = a,,

donde el signo igual solo es valido siy = ¢, vector propio de A con menor valor propio a,.

v

Ejercicio 2.8. Deduce el teorema variacional utilizando tnicamente el significado fisico del
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valor esperado.

Podriamos pensar en optimizar {) como aproximacion a ¢, minimizando ( P | Ay > respecto
de los coeficientes 1. de la combinacion lineal que lo expresa en la base truncada,
n _
1P=2i=1 xli=xl,
pero vamos a ver que el vector optimo es, precisamente, un vector propio de P, A P;,.
Sea ( A ),, el valor esperado de A en el estado \, que supondremos no necesariamente

normalizado,

~ n * N o
(A), = wlAw) Dl il Ax ), _ran
wlw) D ilalg/y 1S
La variacion producida en(A)w por un cambio & = ELI X, 6li=261 en | serd
O A 1+17 A 3D 1T ST-1" A 1@BITS1+17Sd1)

At S 1’

6(A )y,

31" A5 1-(A), 81" S'1 . .
= — + complejo conjugado =
1" S'1
n * _ r _ r *
Yo 8l (Ay 1= (A), S i + 81 (Ay 1- (A), S 1)
1" S'1
Para que ( A )w sea minimo, la expresion anterior deberd anularse para cualquier 6l y, en parti-

cular, para variaciones con todas las componentes 0l; nulas excepto una cualquiera, que puede
tomarse real o imagiaria pura. Por lo tanto, se han de anular todos los coeficientes que multipli-
can a los 0l;, es decir,

Ayl = (A )w S1,

que es la ecuacion de valores propios de la matriz 4, expresada en funcion de A,. Las
soluciones no triviales de esta ecuacion se obtienen para valores de ( A >w que anulen el determi-
nante secular:

|Ax—(A), S| =0.

Las n raices reales de esta ecuacion se pueden reunir en una matriz diagonal a, lo que permite
agrupar las correspondientes ecuaciones de valores propios en la ecuacion matricial

Ai L=SLa,

donde L es la matriz nxn cuyas columnas son las matrices l.

Los puntos estacionarios de ( A )w son, pues vectores propios de 4, (o de 1?’% A IA);() y el
menor de éstos ha de corresponder al minimo buscado. Si vamos completando el conjunto de
vectores {... ); ...}, los valores y vectores propios de 4, se irdn aproximando a los exactos y,
de acuerdo con el teorema de separacion, cada adicion de un nuevo vector al conjunto rebaja
cada valor propio y afiade uno nuevo que queda por encima de todos los anteriores. Por lo

tanto, si ordenamos los valores propios de A, de menor a mayor, el i-€simo serd siempre una
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cota superior del i-ésimo valor propio exacto de A.

Dado el importante papel que juegan los estados estacionarios en la descripcion de sistemas

microscépicos, la aplicacion mds interesante de lo anterior se obtiene cuando A es el hamil-
toniano del sistema. Para otros observables puede tener poco interés el cdlculo aproximado de
sus valores y vectores propios si no conocemos la relacion entre éstos ultimos y los estados

estacionarios del sistema.

Aunque la mayor parte de los cdlculos que se realizan en quimica cudntica utilizan bases
truncadas, nos referiremos con frecuencia a tales conjuntos sin explicitar su cardcter incompleto,
lo cual no debe hacernos olvidar que los resultados que produzcan tales cdlculos no correspon-
derdn a los observables exactos, sino a sus proyecciones sobre los subespacios engendrados

por las bases truncadas.

2.3 Bases continuas

Debido a la importancia que tienen los observables posicién y momento, interesa, con
frecuencia, incluir unos u otros en el CCOC utilizado para construir la representacion, de forma
que las componentes de un vector de estado en la correspondiente base nos proporcionen
informacidn directa sobre la distribucién de probabilidad asociada a unos u otros observables; se
obtienen asi las representaciones de posiciones y de momentos, respectivamente. Dado que
estos observables son de espectro continuo, los coeficientes que representen un vector de estado
en una de tales representaciones se identificardn mediante uno o mds indices continuos; la
funcion que expresa aquellos coeficientes para cada conjunto de valores de estos indices se
conoce como funcion de onda del estado en la representacidn considerada. De acuerdo con la
notacion introducida en el ejercicio 1.6, las funciones de onda son amplitudes de densidad de
probabilidad de los observables continuos que definen la representacion.

Consideremos el caso mds sencillo: una particula unidimensional cuyos tinicos observables
tienen andlogo cldsico (por lo tanto no tendrd spin). Es facil comprobar que tanto la posicion
como el momento constituyen, por si solos, un CCOC del sistema. En efecto, como todos los
observables tienen andlogo cldsico, podrdn expresarse como funciones de x y p. Por otra parte,
el conmutador de X y el operador asociado a un observable cualquiera A(x, p) serd (ejercicio
1.24. b))

A~

N -~ . aA
[ X, A } = ih—
d
y se anulard si y solo si A no depende de p. Es decir, todo observable compatible con la posi-
cién serd funcién unicamente de ésta, de modo que {x} serd un conjunto de observables

compatibles maximal y, evidentemente, no redundante. Andlogo razonamiento puede hacerse
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con el momento.

Ejercicio 2.9. Generaliza el razonamiento anterior a sistemas de N particulas tridimensionales

sin spin.

La funcién de onda en la representacion de posiciones serd
W) = (Yu|¥) = (x|¥)
y, en la de momentos,

Pp) = (yp[W) = (p|¥).
De acuerdo con el tercer postulado (ejercicio 1.6), |W(x)|? y |W(p)|? representardn las
densidades de probabilidad de obtener el valor 'x' y el valor 'p', respectivamente, al medir la
posicién y el momento de la particula en el estado W.

De la misma forma que, en ®3, el producto escalar entre dos vectores se puede expresar
como suma de los productos de sus componentes en una base cartesiana, también podemos
calcular el producto escalar entre dos vectores de estado de una particula unidimensional me-

diante la integral de los productos de sus respectivas funciones de onda:

[ee] [ee] [ee]

(e ) = (el x)xlaxw) = | Wowemd= | WE) PE) dp.

—00 —00 —00

Ejercicio 2.10. Indica como se expresard el producto escalar en la representacidn asociada al

CCOC {x,y,z,s,} deun sistema monoelectronico.

La representacion de posiciones (o mismo que la de momentos) de un operador serd una
"matriz" de indices continuos, es decir, una funcion de dos variables:
AL X) = (e[ Avy) = (x| A] ).
Para el operador posicion dicha representacion es, evidentemente, diagonal:
(x|x]x) = x8(x'x) ,
de donde se deduce que su efecto sobre W(x) se reduce a multiplicar esta funcion por la variable
'x":

P

xP)(x) = (x|X f | x')(x'|dx' |1P> = x P(x).

—00

<x‘§‘P>

La forma que toma un operador A en una representacion se puede designar indicando la
representacion entre paréntesis, con lo que la relacion anterior se podrd escribir en la siguiente

forma:

x(x) P(x) = x P(x).
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La forma usual de elegir el operador momento en la representacion de posiciones es
p(x) W(x) = (-ihd/dx) W(x) .
La indicacién de la representacion utilizada se suele omitir si ello no induce a confusion.

Ejercicio 2.11. a) Comprueba que la forma adoptada para el operador p en la representacién de
posiciones es acorde con el segundo postulado.

b) Indica si es correcta la siguiente definicién alternativa para el operador p en la representacién
de posiciones: p(x) = (-ihd/dx) + hdf/dx , siendo f una funcién real, analitica y

adimensional de la variable x.

La representacion de posiciones de un vector propio del operador momento se obtiene resol-
viendo la ecuacidn diferencial
P W, () = py,(x),
cuyas soluciones son de la forma
Y,(x) = (2rh) "2 exp(ipx/h) ,
donde la "constante de normalizacién" (2mth)~!/? se introduce para que el producto escalar entre
dos vectores propios del operador momento coincida con una de la expresiones que definen la
delta de Dirac:

co

{(plp') = Qnh)! f expli(p'—p)x/h] dx = d8(p-p') .

—0o0
Para la representacién de momentos podriamos proceder de forma andloga, y el paso de una
a otra se efectua introduciendo el oportuno desarrollo de la identidad en el producto escalar que
define la funcién de onda:

w(p) = (p| f

[ee] [e¢]

_ N i
| x)(x|dx |1P>—f <p|x><x|‘P>dx = mf_mexp( ipx/h) W(x) dx

—00 —00

y

W(x) =f (x|p){p|w)dp = vzlﬁf exp(ipx/h) W(p) dp .

00

donde se reconoce a W(p) como transformada de Fourier de W(x).
Ejercicio 2.12. a) Escribe, como funcion explicita del tiempo, la funcién de onda en la repre-

sentacion de momentos que corresponde a una particula libre sin spin cuya funcion de onda en

representacion de posiciones es el "paquete de ondas" gaussiano (en unidades atémicas):
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W(x, 1) = (p) et —L_eipx g
g(p o S dp

—00

4
con E,=p*2m y g(p) =1/ 27%2 e2(P-p0)” ('a'y 'py' son constantes reales).

(Cudl es la densidad de probabilidad o(p, t) correspondiente? ;Representa un estado estacio-
nario?

b) (En qué casos cabe esperar que el cuadrado del médulo de la funcién de onda en represen-
tacién de posiciones (W(x, t)|?) sea independiente del tiempo?

¢) (Cabe esperar que varien Ax y Ap con el tiempo en dicho estado?

d) Al calcular Ax a partir de W(x, t) se obtiene un valor que aumenta con el tiempo:

Ax = a {1 + (t¥/4m?a*)}!/?

Razona fisicamente el aumento de Ax con t. jExiste contradiccion entre el resultado anterior y la
reversidad temporal inherente a la ecuaciéon de Schrodinger?

e) Calcula Ap y comprueba que, en el instante t=0, el producto de la dispersiones de los
observables x y p es el minimo permitido por la relacién de dispersion.

Ax Ap = 1/2.

La generalizacion de las relaciones anteriores a particulas tridimensionales se efectua sin
dificultad adoptando la siguiente normalizacién para los estados propios del momento en
representacion de posiciones:

w;(f) = (2mh)~>? exp(iper/h) .

Observemos que los productos directos entre vectores de estado, necesarios, por ejemplo,
para describir un sistema de varias particulas a partir de la descripcion de cada una de ellas, se
reducen a productos de funciones complejas cuando pasamos a una representacion continua, y
las propiedades de aquel producto directo se traducen a propiedades triviales del producto de

funciones cuya imagen es el mismo cuerpo, los nimeros complejos.

2.4 Notacion

A continuacion presentamos una compilacion de la notacion que utilizaremos para tratar

sistemas N-electronicos en representacion de posiciones.
Xj =1 : coordenadas de posicion espaciales (r;) y de spin (w; = mg;) del electrén 'i'.
ij(;i) = (x| ;) : j-ésimo spin-orbital (vector de estado monoelectrénico en la representacién
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de posiciones) en las coordenadas del electrén 'i'; en general, se utilizan spin-orbitales de la

forma

VYi(X) = j(r) owy)
0

PYi(X) = ¢j(1) P(w;) ,
donde

o) = (1| 5)

es el j-€simo orbital en las coordenadas del electrén 'i'y

a(w) = (mg|a) = dm, 12,

B(wi) = (mg|P) = dm 112,

son las representaciones de posiciones de los estados propios de s, con valores propios 1/2

(|a))y—=1/2(|B)), respectivamente, en unidades atémicas.

Xu(;i) : u-ésimo orbital de base en las coordenadas del electrén 'i' ; la expresion de un orbital en

labase % =(x;,..- X, serd
oj(ri) = Eﬁ:l XD Cyi .

W(X], ... XN) = (X| ... Xn| W) : funcién de onda N-electronica.
|wi ... yn| = <§1 e XN | ---1PN)—>
= INTA (i) ... pn(xn)
Yix) . YN
- 1
Nt N
PiI(XN) o YNXN)

determinante de Slater N-electronico. Cuando no se indique lo contrario, se supondra que los

determinantes de Slater estdn construidos a partir de spin-orbitales ortonormales.

YO 6 W : determinante de Slater de referencia; los subindices a, b, ... se utilizardn para referir

se a (spin) orbitales ocupados en WV y los subindices r, s, ... para (spin) orbitales no

ocupados o virtuales.

. 1/2 o
il fg) = Y fwi‘(xﬁ(x)wj(x)dr:
5’{3

w=—1/2

integral monoelectronica (entre spin-orbitales); es habitual utilizar 1a notacién simplificada

(i Ty ) = f 7 (%) FX) py(x) dx

45



Juan Carlos Paniagua

0, lo que es lo mismo, tratar la variable w; como continua con a(w;) = d(wi—1/2) y P(w;) =
O(wi+1/2) .

<¢i|ﬂ¢j> :f ¢i () h(D) oj(x) dr :
K}
integral monoelectronica (entre orbitales).

12
1 _ * —> k —> 1 — — > >
<1Pi p; @wk 1Pl> _031 w;_m Lé% (x1) P;(x2) Ewk(xl) Pyi(x2) dry drp

= | WG Wi K2) [ gD pika) dXy dX

integral bielectrénica (entre spin-orbitales).

r12

(ool o) = f Gi(F1) 05(F2) t 0(E) G1(E) 0y dFs = @il )
RG

integral bielectrénica (entre orbitales).

Jij = (¢i ¢i 1 ¢ ¢;) : integral de Coulomb,
Kij = (¢i ¢j! ¢j ¢;) : integral de intercambio.
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3. MATRICES DE DENSIDAD REDUCIDAS

3.0 Introduccion

En el comentario ii) del sexto postulado se indic6 que los estados estacionarios de un sistema
compuesto por dos partes que no interaccionan entre si se pueden representar mediante vectores
de estado producto directo de vectores de cada parte:

W(1,2) = p(1) ® ¢(2) .
En un estado de este tipo podemos afirmar que el subsistema 1 estd en el estado (1) y el

subsistema 2 estd en el estado ¢(2), ya que, para un observable del subsistema 1,

(A Y w2 = (WD O D) 1AL 2) (D) ® ¢(2) )
= (YD) 1AL 1y(1))
= (A ) yay >
y andlogamente para uno del subsistema 2.
Esta asignacion de vectores de estado particulares para cada subsistema no es posible cuando
existe interaccion entre las partes, pues los estados estacionarios serdn de la forma
W(1,2) = Y wi(D ® 6,(2)
no expresable como producto directo de vectores de cada parte. El valor esperado de un obser-

vable del subsistema 1 en aquel estado serd

CAD ) w2 = D & G (WD @ 4 1AL D) 1y (D @ §,2) )

= 2l WD TAD 1y (D)) Ve e
y, en general, no se puede poner esta expresién en la forma ( A(1) >w(1) (a no ser que los
coeficientes ¢;; se anulen para todo j=jy, en cuyo caso W(I, 2) = {Ei ¢ Wi(D} ® ¢;,(2) ).
Aunque no es posible asignar vectores de estado particulares a cada subsistema, podemos
definir sendos operadores de densidad reducidos que determinan completamente las propiedades

de aquéllos, como veremos a continuacion.
3.1 Operadores de densidad reducidos
Sea 6(1, 2) el operador densidad que describe un estado (puro o mezcla) del sistema

compuesto 1-2, y sean {... y;(1) ...} y {... ¢;(2) ...} bases discretas ortonormales de los

espacios de Hilbert asociados a los subsistemas 1y 2,
(A1), = Tr(Ap)
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= 3 (w0 TAD®TR) 1y, ) (o 0y 1D(L2) T, )
D (U TAD Ty ) Dy 01901, 2) T, ¢;)

Tr [A() p, (D]
donde hemos introducido el operador de densidad reducido del subsistema 1 a través de su re-

presentacion matricial en la base {... y;(1) ...} :
<wk|pl(1)|wi> = Zi<wk¢j|p(1,2)|wi¢j>=<wk‘zi <¢j|p(1,2)¢j>‘wi>-
La operacién que produce 51(1) a partir de B(l, 2) se conoce como traza parcial respecto del

subsistema 2y se representa asi:
p, (D) =§j} (01p(1,2) ¢y) = Trp p(1,2) |.

También se dice que la matriz p,; que representa al operador 61 en la base {... y; ...} es la traza

parcial respecto de la(-s) variable(-s) 2' de la matriz p que representa al operadorB en la base
{ Y (H®P;(2) ...}

Py = Trpp.

Andlogamente,

P2(2)=Tr; p(1,2)

y

p, = Trp.

En un estado puro de la forma W(1, 2) = Y(1) ® ¢(2) ambos subsistemas se encuentran en
estados puros descritos por los operadores de densidad Bl(l) = |1p(1) Y ( p(1) | y 62(2) =
10(2) ) ( (2)] (ejercicio 3.1 b)). Ademds, p(1, 2) = p;(1) ® p,(2) y los estados de los
subsistemas no estdn correlacionados. No obstante, existen estados puros del sistema
compuesto que no pueden expresarse como producto de estados de cada subsistema, existiendo
una correlacion entre los estados de éstos. Es el caso, por ejemplo, de los dos electrones de un
atomo de helio en su estado fundamental o, de un modo mds general, de un estado de spin
singulete de dos particulas de spin 1/2, independientemente de si existe o no interaccion entre

ellas (ejercicio 3.1 c¢)).

Ejercicio 3.1. a) Demuestra que Tr p(1, 2) = Tr (Tr, p(1, 2)) = Tr (Tr, p(1, 2)) .
b) Comprueba que, para un sistema en el estado puro descrito por el vector
W(1,2)=y(1) ® §((2)
con \{ y ¢ normalizados, se cumplen las siguientes igualdades:
pi(D = [w()) (D),
P22 = [9(2)) ($(2) |
y
p(1,2) = py(1) ® py(2).
¢) Dos particulas de spin 1/2 se encuentran en el estado de spin singulete descrito por la funcién
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de onda {a(1)p(2)-p(1)a(2)}/V2. Comprueba que los operadores de densidad reducidos de
cada particula representan estados mezcla con 50% de ay 50% de , y que su producto no

coincide con el operador de densidad del sistema completo.

Las definiciones anteriores se generalizan de forma inmediata a sistemas con un nimero arbi-

trario N de partes:
pi(D=Tr, \p(1,2, ... N)
con

P oD 1) = D (Wt b [P 20 N T by o )

Por otra parte, pueden utilizarse representaciones en bases continuas o mixtas (i. €., con indices
discretos y continuos) para calcular la traza parcial, lo cual implica la oportuna substitucién de
sumatorios por integrales. En el siguiente apartado veremos ejemplos de representaciones de

este tipo.

3.2 Matrices de densidad reducidas de sistemas polielectronicos
en representacion de posiciones

3.2.1 Matriz de densidad reducida de orden 1

Los operadores de densidad reducidos proporcionan una via muy conveniente para expresar
las propiedades de los sistemas N-electronicos. Se acostumbra expresar dichos operadores en la
representacion de posiciones, mediante matrices de indices continuos; por ejemplo, la matriz que
representa el operador de densidad reducido asociado al electrén 1 serd:

P %)) = (X[ (]%,")
(x| Try np(1,2, . N)[X)")

= [(R1 % Rl DL 2 N[ Koo B R o i
y, si el sistema se encuentra en un estado puro descrito por la funcion de onda W(1, 2, ... N),
p(1,2,.N) = |W(1,2,...N)Y(¥(1,2,...N) |

y
— — — — — * s — — — —
p(xX;3xy") = f‘I’(Xl, X2, ... XN) W (X1, X2, ... XN) dXo ... dXN .
Como los electrones son indistinguibles, p,(X; X') = p,(X; X) = ... py(X; X') , y conviene

definir la matriz de densidad reducida de orden 1 como
Bt Py X)
N p,(x;x")

Y(X; X')
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= Nflp(i, Xar o X)W (X', X, .. Xp) dXy ... dXy
Ejercicio 3.2. Calcula la traza de la matriz de densidad reducida de orden 1.

El elemento "diagonal" y(X; X) representa la densidad de probabilidad o(X) de encontrar un
electrén cualquiera en el punto r y con un valor  para la coordenada de spin (independiente-
mente de los valores que tomen las coordenadas de los restantes electrones). En efecto, la densi-

dad de probabilidad correspondiente al electron 1 serfa:
0, = [ WG %y %y oo K |2 Ky 0 .. iy
= pl(;; ;)
y, como los N electrones son indistinguibles,
—. N —.
o(X) = Y 6,(X)
N 0,(X)
N pl(f; X)

= Y(X; X) .

Dado un operador del tipo 13(1, ...N)= Eil f(i) ,
(Fyy = N(W[i(1)W)
= NTr(fp,

e, introduciendo el operador ? =N 61 ,

(F)y=Tr{y)

Si el operador f tiene representacion diagonal en posiciones,
(X]F|X') = f(x) 8(E=X") ,
la expresion anterior se reduce a
By = [(xIT%) (3]7]%) dx o
= f f(xX) y(X; X) dX .
Ciertos operadores monoelectrénicos, si bien no son diagonales en la representacién de posicio-
nes, son "locales" en el sentido de que su efecto sobre una funcién y(x) en un punto ;0 se

puede determinar conociendo el valor de esta funcién en un pequefio entorno del punto”. Este es

el caso del operador momento:

% e .,
Operadores no locales son aquéllos cuyo efecto sobre una funcién en un punto depende de los valores que toma

la funcion en una regidn finita; se llaman también operadores integrales por razones obvias:

(x1AY) = [(xIATX)(x 1) dx = [Ax: x) () dx' .
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(x|pv) = (py) (x)
(~ihd/dx) P(x)

p(x) (x| y).

Para operadores de este tipo,
By = [(£[F7]%) e
e REIR TSR
y, teniendo en cuenta que {X'| f(1)yp ) = fx") (X'|y ),
By = [ 460 (%] 3[%)hos ok
= [ 156y v 03 0

expresion que generaliza la obtenida para operadores diagonales.

Con frecuencia encontraremos operadores locales que no dependen de las coordenadas de
spin, lo cual hace conveniente definir la matriz de densidad reducida de orden 1 sin spin como
la traza parcial respecto de la coordenada de spin de la matriz de densidad de orden 1:

P(r; 1)

Tr, y(x; X")
= fy(?w;?‘ ) do .
Con esta definicion, el valor esperado de un operador que, en representacion de posiciones, €s

de la forma

F(X) ... X = Diey £(F)

con %(Fi) local se puede expresar como

(F), = fr {6 [ 10 017 o) do};_; di
= f (@) P B)}os di

o, introduciendo el operador P cuya representacién en posiciones es P(r; '),

(F)g=Tr({P)

Ejercicio 3.3. Comprueba que, para un estado puro W,

a) P(5; 1) = Nflp(Fm, Xy, o X)) WHEF @, Xy ... Xy) d0 dX, ... dXy

b) —o(r) = -P(r; 1) representa la densidad de carga electrénica medida en unidades atémicas.

3.2.2 Matriz de densidad reducida de orden 2
Si estamos interesados en propiedades bielectronicas, deberemos utilizar operadores de
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densidad reducidos para subsistemas de dos electrones, como es

plz(l, 2) = TI’3'”N p(l, 2, ees N)
cuya representacion en posiciones serd

<§1: §2|612(1: 2) |§1', ;2' ) =

(R R Ko e S| (1 e NY[R 1 Kl Ko e oyl oo d

y, para un estado puro W(1, 2, ... N),

plz(xl’ X9s Xl" Xz')

—

— — — —> — — — * s — — — —> —
P (X X5 Xy, Xy') = f\P(xl, X2, X3, ... XN) ¥ (X1, X2, X3, ... XN) dx3 ... dxN .
A partir de estas representaciones se define la matriz de densidad reducida de orden 2 como

F(Xp Xz; X]" Xz') N(N_l) 912(7(1, X2; X]|7 le)

N(N—l)f‘l’(fl, X2, X3, ... XN) ‘P*(fl', X2', X3, ... XN) dX3 ... dXN ,

donde el factor N(N-1) se introduce para que los elementos diagonales representen densidades
de probabilidad de encontrar uno de los electrones en las coordenadas ;1 y otro en las coorde-
nadas 22, independientemente de las coordenadas de los restantes: o(f1 , fz). En efecto, la
densidad de probabilidad de encontrar el electrén 1 en 21 y, simultdneamente, el electron 2 en iz

€S

— — — — 2 — —
f|‘P(X1, X2, X3, ... XN)| dX3 dXN
= p12(X1’ X5 X1» Xz)
y la densidad de probabilidad de encontrar el electron 2 en ;1 y, simultdneamente, el electrén 1

012(X1 , XZ)

en ;2 serd igual a aquélla, ya que dichas particulas son indistinguibles. El mismo razonamiento
puede extenderse a las N(N—1)/2 parejas de electrones, de modo que

[N(N-1)/2] 2 65(X,, X,)

N(N-1) p,(% ;2 Ky: X Xy)

[(x,, X55 X5 X,)

o(x;, X,)

El valor esperado de un operador del tipo (A}(l,... N) = Iiil 2?; (i, j) con g(i, j) simé-
trico serd
(Gly = INN-D2] (¥ g(1, 2) V)
= IN(N=D/2] Tr {2(1, 2) p15(1, )}

o, introduciendo el operador I' asociado a la matriz I'(X, X,; X, ', ;2')’*

¥ Algunos autores normalizan la matriz de densidad de orden 2 a N(N-1)/2, de forma que no aparezca el factor 1/2

en la expresién de (G ) .
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(Gly = L TrEl)

Si desarrollamos la traza en la representacidn de posiciones
Gy = () [ {50, % 8T %1, %o) a1 s

y suponemos que el operador g es local en dicha representacion:
(X, X%,'| g1, 2 9(1,2)) = gx,, X,) (X, X,'|p(1,2)) ,
podremos poner

<G>‘F = (1/2) (/g\(gl" ;2') F(;l" ;2'; ;la ;2));1&;1,;2':;2 dgl d§2 .

Para tratar operadores bielectronicos que no dependan del spin: g(x, ", X,') = g(r,', 1,') ,
convendrd introducir una matriz de densidad reducida de orden 2 sin spin:
P(rl', I'2'; 1‘1, 1‘2) = Tl‘wlmz F(Xl" le; Xl’ X2)
B > sy s -
= fI‘(rl Wy, [ W5 T 0 Ty, w, ) do; dw, ,
en funcion de la cual
Gy = (1/2) f (81, ©2) PG, 125 11, 1))y, fy, Ay D
y si, ademds, el operador es diagonal en la representacion de posiciones,
(G)y = (1/2)f g(ry, 1) o(ry, r,) dr, dr, ,
donde O(f1 , FZ) = P(r|, 1; Ty, I,) es la densidad de probabilidad de encontrar un electrén en r,

y otro en t, , independientemente de su spin y de las posiciones y spines de los restantes elec-

trones.

Ejercicio 3.4. Comprueba que
YR = (N-D [T, % %, %y &%,
y que

Como ejemplo de utilizacidn de las matrices de densidad reducidas, expresaremos en funcion
de ellas la energia electronica no relativista de una molécula con N electrones y M nucleos. El
correspondiente hamiltoniano consta de términos mono- y bi-electrénicos que no dependen de
las variables de spin; en representacion de posiciones y unidades atomicas su forma es:

H= Y 12)v2 - SN Zarn " + S
donde Z, es el nimero atomico del nicleo A, y el valor esperado de este operador sobre

cualquier funcién de onda N-electronica serd
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E = (—1/2)f{V'2 P(r'; f)};.=; dr — 2% ZAfrlA_l o(r)) dr; + (1/2)fr|2‘1 o(ry, 1,) dr, dr,

Observemos que este resultado es independiente del tipo de funcién N-electrénica utilizado, la
cual puede llegar a ser extremadamente compleja si se pretende describir con precision el siste-
ma. Cabe destacar también que, de los tres términos en que aparece desglosada la energia elec-
trénica, los dos ultimos coinciden, respectivamente, con la energia cldsica de atraccidn electros-
tatica entre la distribucién continua de carga o(r) y los niicleos, y con la repulsién electrostatica
clasica promediada entre dos electrones cuya distribucion espacial de probabilidades viene dada

por la funcién de correlacién de par o(ry, 1,).

Es posible definir matrices de densidad reducidas de 6rdenes cualesquiera entre 1 y N pero,
dado que los observables que nos interesan constan Unicamente de términos mono- y bi-
electrénicos, no necesitaremos matrices de orden superior a 2. Esto tiene una notable impli-
cacion: aunque la funcién de onda de un sistema con mds de dos electrones contiene mds
informacién que las matrices de densidad reducidas de orden 1 y 2, el exceso de informacion
nos es irrelevante, y seria de gran interés poder obtener aquellas matrices sin pasar por el ciaculo
previo de la funcion de onda. La economia de esfuerzo que esto podria suponer deriva del hecho
de que la funcién de onda depende de 4N variables, en tanto que la matriz de densidad de orden
2 (a partir de la cual se obtiene facilmente la de orden 1, tal como se indica en el ejercicio 3.4)
depende de 16 variables, independientemente del nimero de electrones que posea el sistema,
cifra que se reduce a 6 si no estamos interesados en observables que dependan del spin. Por
desgracia, no se conocen condiciones necesarias y suficientes que determinen dicha matriz salvo
en casos de limitado interés, como es el de una funcién de onda monodeterminantal, cuyas
matrices de densidad reducidas contienen la misma informacién que la funcién de onda. En
efecto, se puede demostrar que, en este caso, la matriz de primer orden determina las de orden
superior (en el ejercicio 3.5 se obtendrd la de orden 2 a partir de la de primer orden), lo cual
concuerda con el cardcter de particulas independientes de la funcidn utilizada. No obstante, se
sigue trabajando en el desarrollo de métodos para la obtencién directa de la matriz de densidad
de orden 2, los cuales podrian representar un importante salto cualitativo en la aplicabilidad de la

quimica cudntica al estudio de sistemas con muchos electrones.

3.3 Matrices de densidad reducidas de sistemas polielectronicos
en bases discretas

Aunque la quimica cudntica se desarrolla habitualmente en la representacion de posiciones, la

mayor parte de los programas de célculo recurren a un conjunto finito de funciones mono-
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electronicas para expresar los spin-orbitales, lo que equivale a utilizar una base discreta
truncada. La conexidn entre las representaciones discreta y continua de los operadores de
densidad reducidos se obtiene de forma inmediata con la ayuda de las oportunas resoluciones de
la identidad. Asf, la representacion de la matriz de densidad de primer orden™ en la base de spin-

orbitales {... y; ...} serd
(i = (v i)
= Jenl ) (5175 (2w, ) dk g
= f Py () ¥ X) p(x) dx dx’
y, si el conjunto {... 4. ...} es ortonormal y completo, podemos escribir también:
YR = (R]7R)
X (K (v ) (g 30)
PX) 1y B -

Con la matriz de segundo orden podemos proceder de forma andloga:
T = (W0 [Ty ;)
= J Wi (XD ¥ (x2) T(X1, X2: X1's X2) Yi(X1) YiX2) dxy dx; dx' dxy'
y
LX), X5 X,y X,) = Eijkl (X)) WXy (T 0 Wi (X)) 9 (%)
Las expresiones, en funcion de estas matrices, de los valores esperados de observables de

los tipos F y G definidos en la seccion anterior serd
(F) = Tr (f Yy)

= Eij £ ()
(1/2) Tr (g ')

= Eijkl &ij, k1 Ty, ij
donde

&ij, k1 = <1Piwj|§wk1p1>-

(G)

3.3.1 Funciones de onda multideterminantales

Un tipo muy general de funcion de onda polielectrénica es

W= EI G Y,
donde cada W es un determinante de Slater construido a partir de un conjunto ortonormal de

AN
En adelante omitiremos el calificativo "reducidas" para referirnos a las representaciones de los operadoresy, I' y

P cuando ello no induzca a confusion.
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spin-orbitales {... y; ...} y supondremos que W estd normalizada. Los elementos de la corres-
pondiente matriz de densidad de primer orden expresada en la base {... vy, ...} guardan una

relacion sencilla con los coeficientes C;. En efecto,
(i = WG 1y K (R R, dR
= Nflp}k(fl) W(X(, X3 ... XN) \I’*(fl', Xz ... XN) $j(X1'") dX; dX;' dX; ... dXn
=N 21 EJ CCy” (N x
fw?‘@}a DB {1, (K1) NG} Dop CDPZ] (K1). ., () 1K1 DX 1K .. i
Si hemos dispuesto cada pareja de determinantes {¥;, ¥';} en mdxima coincidencia y de forma

que, si el spin-orbital 1; aparece en Wy o el 1; aparece en Wy, ocupen la primera columna (o fila)

del determinante, la integral anterior se anulard a no ser que Y =¥;, Py, =V, Py =Yy, ...

YN, =Y, » Po =P Yy esta permutacion sea tal que los spin-orbitales ¢, y ¢, aparezcan en la
primera posicion (es decir, con las coordenadas ;1 y ;1" respectivamente).Como consecuencia,
los determinantes Wy y W; han de diferir, como mdximo, en su primer spin-orbital para que den
una contribucion no nula (y,,)ij, spin-orbital que habrd de ser 1; para el primer detrminante y ;
para el segundo. Por otra parte, el nimero de permutaciones que se pueden formar manteniendo
fija la posicion de un spin-orbital es (N-1)!, de modo que

(Yy)ij = EI, wer €1 Gy s

donde el sumatorio se extiende a todos los determiantes de Slater en los que aparece el spin-
orbital ; y Cy es el coeficiente del determinante que se obtiene sustituyendo ; por ; en .
En particular, cada elemento diagonal representa la contribucidn total a W de los determinantes
que contienen un spin-orbital determinado, y recibe el nombre de nimero de ocupacion de
dicho spin-orbital en la funcion de onda \V:

(i = Diper 1Gi12,

de donde se deduce que

0= ('Yw)ii <1I.

Introduciendo el niimero de ocupacion nyj del spin-orbital \p; en el determinante W; como un
nimero que toma los valores 0 6 1 segtin el spin-orbital aparezca o no en el determinante (caso
particular de la definicion anterior para una funcion de onda monodeterminantal), podemos
poner

(Vi = EI ng 1 Cpl2.

De acuerdo con el enunciado del ejercicio 1.27, el espacio de Hilbert de estados
monoelectrénicos es producto directo del espacio que corresponderia a un electrén sin spin y el
espacio bidimensional engendrado por los estados de spin a y 3. Como consecuencia, podemos
escoger los spin-orbitales como producto de un orbital de un conjunto ortonormal {... (])i(f) .

por una de las funciones de spin o(w) o B(w), lo que permite obtener una expresion explicita
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para los elementos de la matriz de densidad de primer orden sin spin sumando los oportunos
elementos de y,, respecto de la variable de spin:

(Py)ij = (Try, 1)y

(90 [y o) + (0B |70 )

% %
= EI, soet Cr CI{ + EI, opet Cr CI»}
donde los indices '1' y 'j' representan ahora orbitales y Cy es el coeficiente del determinante que

se obtiene sustituyendo ¢,o por q)joc en W, si se trata del primer sumatorio, y ¢, por ¢j[3 en el
caso del segundo. Los elementos diagonales representardn nimeros de ocupacion de cada
orbital en la funcion de onda total ¥, y pueden expresarse en funcidn de los nimeros de
ocupacion ny del orbital ¢, en el determinante Wy (n; = Ny, 1+ Nyg 1):
Pyii = EI (g1 + gD 1 Cr12

= EI n; | Cpl2.
Los indices n;; pueden tomar los valores 0, 1 6 2, de forma que
0=(Pyi=2.

Como en el caso del operador y, podemos obtener la representacion de posiciones del
operador Pa partir de su representacion en la base ortonormal {... ¢; ...} introduciendo las
oportunas resoluciones de la identidad en P(r; r'):

PG 7)) = (F|P|F')
(o) (ol Plop) (o] )
= i 00 Ry ) -

y viceversa.

3.3.2 Funciones de onda monodeterminantales

Para una funcion de onda monodeterminantal

W= |y ...y

podemos aplicar los resultados obtenidos para funciones multideterminantales tomando C; =1

b

para Wy = [y, ... 5| y C; =0 paratodo J = I. La matriz de densidad de primer orden en
una base ortonormal de spin-orbitales cuyos N primeros elementos sean {1, ... Py } tendrd
todos sus elementos nulos excepto los N primeros elementos diagonales que tomarén el valor 1.
Su expresion en repesentacion de posiciones puede obtenerse utilizando la ley de transformacion
deducida al comienzo de esta seccion:

YEX) = Dy b))

La densidad de probabilidad o(x) se reduce en este caso a la suma de las contribuciones de los

spin-orbitales ocupados:
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— N —
oX) = Ya W, |2

Ejercicio 3.5. Expresa la matriz de densidad reducida de orden 2 asociada a la funcidn de onda
N-electrénica monodeterminantal |, ... Yy | en funcién de los spin-orbitales { ¢, ... P} Yy
demuestra que, para dicha funcién de onda, se puede obtener aquella matriz de densidad a partir
de la de orden 1 mediante la siguiente relacion:

(L, 25 1,2 = y(L1) v(2:2) —v(2:1) v(1:2)

donde 1=X, y 2=X, .

Si los spin-orbitales del determinante son productos de orbitales ortonormales, ¢a(F), por una
de las funciones de spin a(w) o (w), podemos completar formalmente el conjunto de orbitales
{¢,} con cualquier base ortonormal de su complemento ortogonal y representar el operador Pen
la base resultante:

(Pq))l_] = ni 61] .
donde n; es el nimero de ocupacion del orbital ¢, en el determinante. Pasando a la
representacion de posiciones:
P ) = 5 6,0 n; 8 ¢,()

= 2 o) m (1)

N* > NP ol

= Yaa 6,00, @) + Y ap 0,0 ¢, ()
donde N y NP son los niimeros de spin-orbitales con funcién de spin o y B, respectivamente
que contiene el determinante.

En un determinante restringido de capas cerradas, l1os nimeros de ocupacién tomardn los

valores 2 6 0 segtn se refieran a un orbital ocupado o virtual, respectivamente, y podemos

escribir

P(5E) = Yo 20,00, () .

En un determinante no restringido los spin-orbitales a y los {3 tienen, en general distintas

. . o . .
partes espaciales (que designaremos como ¢, y ¢§, respectivamente) no necesariamente

ortogonales entre si:

p
(00 106) = Do
si bien los conjuntos {... q)ﬁ‘ oy A... q)ff ...} son ortonormales:
p
(02 190) = (021 90) = dap
de forma que los spin-orbitales del determinante siguen formando un conjunto ortonormal.

La traza parcial respecto de o de la matriz y(X; X') conduce ahora a la siguiente expresién para
P(;1'):
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P(; 1) Tr, y(X; X')

y(ro; o) + y(B: r'P)

S ) 9, Fo) + Dn wa@B) W (')

Mo (ol 95 ga )08 ga | To) + Da (1B 1 45 ga)(95'ga I TB)
SN oe ) 60 @ + SN eb® @@ -

Definiendo las matrices de spin o y de spin 3 como

Pea(i; ') = y(f o ' o)

= YN e @) ()
y
PBB(r;r) = y(rB; 1 B)

DARACICAXGR
respectivamente, podemos expresar P(r; ') en la forma
P(r; 1) = Poo(r;r') + PBB(r; 1) .

La diferencia entre estas dos matrices se conoce como matriz de densidad de spin:
PS(r;1) = P%o(r;r') — PBB(r; 1)
y su diagonal
oS(r) = PS(r; 1)
nos da idea de la asimetria en la contribucion de los electrones o y 3 a la densidad electrénica
total.

La matriz que representa al operador P en una base de orbitales que contenga a los ocupados
se puede seguir calculando como:
(P = (4 1P o)

= (Tr, y)ij

(@Fc 1y ¢fa) + (9FB 17 0F'B)
= d; n(¢7) .

Ejercicio 3.6. Comprueba que, para una funcién de onda monodeterminantal cuyos spin-
orbitales son productos de un orbital por una de las funciones de spin a o f3,
Y(X:X) = a(w) o (@) Pear; ) + o) B(w') PRA(ET)

3.4 Spin-orbitales naturales

La hermiticidad de la matriz de densidad de primer orden ¥,, de un sistema polielectrénico en
una base ortonormal de vectores de estado monoelectrénicos {...1; ...} hace que dicha matriz

sea diagonalizable mediante una transformacién unitaria =4 U, es decir:
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Ufy, U =y,,
con (Y,)ij= n;0; y U™ =U"!. Los spin-orbitales asociados a la nueva base se conocen
como spin-orbitales naturales y el desarrollo de y(X; X') en funcién de éstos se reduce a
Y% X)) = ) ¥, n'x")
im0 )
La descomposicion espectral del operador Q* en la nueva base
Y= Eini|ni><m|

revela una interesante interpretacion fisica de los spin-orbitales naturales y de sus nimeros de

ocupacién. Dividiendo por N dicha descomposicion se obtiene un operador de densidad redu-
cido monoelectrénico que representa un estado mezcla estadistica de los estados mono-
electrénicos 1, con probabilidades n,/N:
p1 = YN = > (/N)In ) (! .
Por lo tanto, aunque, en general, no podamos asociar un vector de estado a un electrén de un
sistema polielectronico, es posible asociarle un operador densidad que representa un estado
mezcla de spin-orbitales naturales, siendo la probabilidad de que el electrén ocupe uno de dichos
estados puros monoelectrénicos proporcional al correspondiente nimero de ocupacidn.
En el caso particular de que la funcién de onda que describe el estado puro sea un determi-
nante de Slater, \A( es el operador de proyeccién” sobre el subespacio engendrado por los spin-
orbitales ocupados
N ERICN

y se demuestra que el reciproco también se cumple. El estado que representa p; es, en este caso,

b

una mezcla equiprobable de los N estados monoelectrénicos 1, ... 1y - La posibilidad de
expresar la densidad de probabilidad electrénica como suma de contribuciones de cada orbital
ocupado (apartado 3.3.2) puede considerarse como una consecuencia directa de lo anterior, y
puede extenderse a funciones polielectrénicas cualesquiera utilizando los spin-orbitales

naturales:
o(X) = NX) ¥, M)
= Ei 0 [P |2

Los spin-orbitales naturales tienen propiedades interesantes de cara a la construccion de

funciones de onda polielectronicas multideterminantales. Para analizar este punto, empezaremos
por demostrar un teorema segun el cual la suma de r elementos diagonales cualesquiera de una

matriz hermitica es siempre menor o igual que la suma de de sus r mayores valores propios. En

* .
Se demuestra que su espectro es discreto.
* -~ ., .
Aunque y sea un operador de proyeccion no representa un estado puro, ya que no proyecta sobre un espacio
monodimensional; de hecho, ni siquiera es un operador densidad en el sentido definido en el capitulo 1, ya su traza

no es igual a la unidad (para N>1).
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efecto, utilizando la relacion
Yy = Uy, U
se obtiene
Nt Vi = Ziet Diket Uy ny 0y Uy”
= Yy Yict U
D=t 0 Jiet U2+ Dy my Dy 104

r n o) n r o)
D A=Yy UG + Yy iy U2,

ya que ELI IUijI2 = 1. Adoptando para los valores propios la ordenacién de mayor a menor:

n;=...=n,...=n, podemos poner

r r r n 2 r n 2
21:1 Vii = 2j=1 n;—n, 2j=1 Ei=r+1 IUl° + npyy 21:1 2j=r+l U=,

donde el signo igual solo rige en el improbable caso de que los vectores propios {n, ... N}
sean degenerados entre si y ocurra otro tanto con {1,{, ... M, }, 0 cuando la transformacién U

afecta unicamente a los spin-orbitales 1, y ¢, ;. Utilizando de nuevo la unitariedad de U,

it Dt WU = Xy (=Y 1UP)
=1- Y Yie U

y
Vet Dt U2 = iy (=i 1UP)

T T 2
r—zizl 2j=1 |U1JI ,
de modo que
r r r r 2
2i=1 Yii = 2j=1 n; + (N —1np) (r— 21:1 2j=1 |Uij| )
finalmente, las relaciones

S S s S YL U =
y

N, =10,

conducen a*

Tr Tr
21:1 Vi = 23’:1 nj .

Una funcion de onda N-electrénica multideterminantal se puede expresar como combinacion
lineal de determinantes de Slater construidos a partir de spin-orbitales de cualquiera de las dos

bases:
lp = EI CI | wll lel

= EI DI | T]]I anl
y, teniendo en cuenta que

2 _
EWH 1Cr 1= =

* . .z < .z
En la aplicacién que haremos de este resultado nunca se dard el caso n,,, =n_, ya que en una funcién

multideterminantal siempre se incluyen conjuntos completos de spin-orbitales degenerados.
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y

El/niEI ID;1%2=n;,

podemos utilizar la desigualdad anteriormente deducida para establecer la siguiente relacion:
22:1 EI/T];EI' D12 = 2?:1 EIhpEII G2,

es decir, los determinantes de Slater en los que figuran los r spin-orbitales naturales de mayores
ntiimeros de ocupacion tienen un peso en W mayor o igual que los determinantes que contienen
cualquier conjunto de r spin-orbitales de cualquier otra base monoelectrénica. De acuerdo con
esto, una base truncada de spin-orbitales naturales permitird construir funciones multidetermi-
nantales de mayor calidad que las obtenidas a partir de otros conjuntos de spin-orbitales con
igual nimero de elementos.

Esta interesante propiedad de los spin-orbitales naturales nos lleva, de nuevo, al problema del
célculo directo de matrices de densidad reducidas, ya que sirve de poco disponer de unos
orbitales dptimos para la construccion de desarrollos multideterminantales reducidos si debemos
calcular una funcién polielectrénica mds compleja como paso previo para la obtencién de
aquellos orbitales. No obstante, se han propuesto métodos de cdlculo de spin-orbitales pseudo-
naturales que no requieren dicho paso previo. Por ejemplo, puede obtenerse una primera
aproximacion a los orbitales pseudo-naturales a partir de un desarrollo multideterminantal
reducido y, seleccionando de entre aquellos orbitales los de mayores nimeros de ocupacion,
construir un nuevo desarrollo multideterminantal de la misma dimensién que el primero. Los
coeficientes de uno y otro desarrollo se optimizan variacionalmente, tal como se indica en la
seccion 2.2 (método de interaccion de configuraciones). Este proceso puede repetirse de forma
iterativa, si bien diverge con frecuencia después de algunas iteraciones. Un procedimiento
alternativo que acostumbra dar buenos resultados consiste en obtener unos orbitales pseudo-
naturales a partir de un desarrollo multideterminantal moderado y seleccionar los de mayores

numeros de ocupacion para construir una funcién con un nimero de determinantes superior.

Ejercicio 3.7. {Cudles son los spin-orbitales naturales de una funcién de onda monodetermi-

nantal?

Los orbitales naturales se definen como aquéllos que diagonalizan la matriz de densidad de
primer orden sin spin y, si los vectores de estado monoelectrénicos de base son de la forma
¢,(r) a(w) 6 ¢,(r) B(w) , podemos obtener aquellos orbitales integrando respecto de la variable
de spin los spin-orbitales naturales, lo que permite extender a los primeros la discusion realizada

para los segundos.

Los vectores que diagonalizan la matriz de densidad de orden 2 son estados bielectrénicos

que, en la representacion de posiciones, reciben el nombre de geminales naturales. Por el
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momento, no se han encontrado para estas funciones aplicaciones del interés que presentan las

de los spin-orbitales naturales.

3.5 Analisis poblacional

En el estudio de la estructura electrénica molecular, los orbitales ortonormales {¢,, ..., ¢,
...} que se utilizan para construir los determinantes de Slater son, normalmente, combinaciones
lineales de unas funciones prefijadas de antemano {yx, ..., X ...}, las cuales suelen ser
funciones gausianas o de Slater, no necesariamente ortonormales, centradas en las posiciones de
los nucleos atémicos:
¢ =xC.

La definicion habitual de la matriz de densidad de primer orden en la base atdmica es (vease, por
ejemplo, McWeeny [89] p. 134, Christoffersen [89] p. 507 6 Szabo[89] p. 139):

P = T

P, =CP,C",

donde hemos utilizado una tilde para distinguir la matriz asi definida de la representacion segun
el producto escalar del operador Pen aquella base: P,. Dicha definicion se suele justificar

mediante el siguiente "algoritmo" de cambio de base:

P(r; 1) = ¢() Py ¢7(1")
= x(f) C P, CT 7 (i")
= x(O P, x'() .
P, no corresponde a ninguno de los conceptos de representacion matricial de operadores que

hemos introducido en el capitulo 2. En efecto, teniendo en cuenta la forma que adopta la resolu-
cion de la identidad en una base discreta no ortonormal (apartado d) del ejercicio 2.1), podemos

escribir
(FIPIT)

Euvko <; | XM> (Sx_l)uv < Av | p X}\> (SX_I)MS < Xo | r >
X S, P, S, xT()

donde P, es la representacion segun el producto escalar de P en la base X De las relaciones

anteriores se desprende que

P — -1 -1
PX - SX PX SX

0, despejando P, y utilizando la expresion de ﬁx en funcion de Py,
P, = 5Py Sy
= i
=S, CP,C'S, ,
expresion que podria haberse obtenido de forma mds directa introduciendo los oportunos desa-

rrollos de la identidad en ( Xu | P %v ) - Multiplicando la expresién anterior por la izquierda por
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CTy por la derecha por C y teniendo en cuenta que la base ¢ es ortonormal (de modo que Sy =
Ct S, C=1) se recupera la ley de transformacion correcta (ejercicio 2.2):
P, =C'P C.

De acuerdo con las relaciones deducidas en el ejercicio 2.3, la traza de un operador es igual a
la suma de los elementos diagonales de su repesentacion matricial cursiva en cualquier base

discreta, de modo que,

N = TrP
= TrPX
_ ~1
= TrSX Px
= TrPXSX.

De aqui que deba multiplicarse IN’X por S, para obtener una matriz cuyos elementos diagonales
proporcionen una particion del nimero total de electrones entre las funciones de la base :
N = Eu Py Syun
= EM Pu s
donde hemos introducido la poblacion electronica total de Mulliken (Mulliken [55] y [62])
sobre el orbital de base ¥, p,,, definida de la siguiente forma:
Pu= (P, S,
Sy Py
(CP,C'S.),, -
La suma de éstas poblaciones extendida a las funciones de base centradas en un nticleo A es la

poblacién electrénica total sobre dicho dtomo:
Pa = EMEA Pu
y, la suma de estas poblaciones atémicas extendida a todos los nicleos de la molécula es, como

era de esperar, el numero total de electrones:

N = EAPA'

Para funciones monodeterminantales (P¢)ij =n; 6ij (apartado 3.3.2) y la matriz ﬁx adopta

una forma particularmente sencilla:
g *
Py = D Cui 1 Oy Sy
%
= Ea Cua My Cya -

La poblacion electrénica total sobre y,, serd, en este caso,

pM = Eazv Cua N, Cva* (SX)VM

y, a partir de ella, se pueden definir diversas "poblaciones electrénicas" que permiten efectuar
distintos desgloses de las poblaciones de Mulliken (vease, por ejemplo, Pilar [68], p. 499-500).

La expresion anterior para p,, puede extenderse a funciones multideterminantales utilizando
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orbitales naturales 1);, ya que, en este caso, también se cumple (P, );; = n; §;; (seccion 3.4) y
pu= (CP,C'8),,

= Ei Ev Cui M €y Sy -

La invarianza de la traza de un producto de matrices respecto de permutaciones ciclicas de
éstas permite establecer nuevas particiones del nimero total de electrones:
N = Tr(S,*P, S, -
— -1 -
= Tr (S, *P, S,™).
La mds extendida, propuesta por Lowdin (Léwdin []), es la que se obtiene tomando a=1/2:
- 12p 12
N = Tr(SX/ P, S, 172
-1/2 -12
Tr (S, P,S,")
Tr (P,)

donde P, es la expresion matricial de P en la base que se obtiene al aplicar el método de

ortonormalizacién de Lowdin a % ( ejercicios 2.2 y 2.5):

I -1/2
X =%xS, .

Es interesante sefialar que, aunque ﬁx no sea la auténtica representacion del operador f’, se
cumple que, para cualquier operador monoelectrénico que no dependa del spin, f(?),
Tr(PH = Tr (P, f,)
Tr (SX‘1 P, Sx_l f)
Tr (P, £).

Esto permite calcular el valor esperado de un operador del tipo IA:(fl e Ty) = EE\I f(fi)

utilizando las matrices P, y f, como si se tratara de representaciones cursivas de los corres-
pondientes operadores:

(P|F|W) = Tr (P, f,) .

No obstante, consideramos que este resultado es una coincidencia que puede inducir a errores, y

creemos conveniente utilizar siempre las representaciones matriciales introducidas en el capitulo
2.
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