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Capitulo 1

Origenes de la Teoria Cuantica

1.1. La Fisica a fines del siglo XIX

Durante los siglos XVII-XIX la Fisica experimenté un crecimiento sin precedentes. Como
parte del movimiento renacentista, en la ciencia del siglo XVII se introducen nuevos métodos.
En particular, la ciencia deja de ser una disciplina meramente especulativa, ya que comienza a
practicarse la verificacién experimental de las hipétesis.

En el siglo XVII fue desarrollada la Mecanica, es decir la ciencia que estudia el movimiento.
A fines de este siglo Isaac Newton unificé todos los conocimientos obtenidos por Ticho Brage,
Nicolés Copérnico, Johannes Kepler, Galileo Galilei y otros, y les dio una estructura logica y un
fundamento matematico, enunciando las leyes del movimiento de los cuerpos, que se conocen
como las Leyes de Newton.

El final del siglo XVIII y el siglo XIX fueron testigos del desarrollo de la Teoria Elec-
tromagnética. Diferentes fenémenos eléctricos y magnéticos fueron descubiertos y estudiados
detalladamente por Coulomb, Faraday, Biot, Savart, Hertz, Ampere, Lenz y otros genios. Pero
fue James Clark Maxwell quien reunié todo lo descubierto y formul6 las ecuaciones de la Elec-
trodinamica, las Ecuaciones de Maxwell.

Parecia que empleando ambas teorias podria ser posible explicar todos los fenémenos que
pudieran aparecer. En efecto, de acuerdo con la Teoria Clasica, la Naturaleza consta de particu-
las y campos, y todos los fendmenos pueden ser estudiados, sea empleando las Leyes de la
Mecanica, sea las de la Teoria Electromagnética.

Sin embargo, el desarrollo de las técnicas experimentales y de medicién permitieron des-
cubrir algunos fenémenos que no encajaban en el marco conceptual cldsico. Asi, aparecieron
fenémenos relacionados con los campos, que no podian ser descritos con las ecuaciones de
Maxwell, lo mismo que otros en los que las particulas no podian ser descritas sobre la base de
las leyes de Newton.
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1.2. Fendmenos que no pudo explicar la Teoria Clasica

En este acapite se analaziran aquellos fenémenos cuya explicacion sélo fue posible mediante
la formulacién de hipétesis que constituyeron el inicio del largo camino recorrido hasta llegar a
establecer la Teoria Cuantica tal cual se emplea en la actualidad. Entre estos fenémenos se en-
cuentran: La radiacién del cuerpo negro, el efecto fotoeléctrico, el efecto Compton y el espectro
de las sustancias, en particular del hidrégeno.

1.2.1. Radiacién del Cuerpo Negro

Supongamos que se tiene cierta radiacion en una cavidad totalmente rodeada por paredes
opacas, que no permiten su salida, y calentadas hasta cierta temperatura 7. Un orificio practi-
cado en tal envoltura se comporta como un Cuerpo Negro ideal debido a que en la practica
ningun rayo que incida en el orificio y penetre en la cavidad serd emitido, ya que la probabilidad
de que salgan es despreciable.

La radiacién que escapa de un dispositivo de este tipo es un ejemplo de lo que se entiende
como Radiaciéon del Cuerpo Negro real. Su estudio experimental permitié verificar la
relacion entre la densidad espectral de la energia o y la frecuencia w. Asi, se pudo establecer
que:

= Para frecuencias pequenas tal relacién es cuadratica.
= Luego, para cierta frecuencia, la funcion alcanza un maximo
= En el sector de frecuencias altas la funcién decrece en forma exponencial.

Los intentos por explicar este fenémeno comienzan con Kirchhoff, quien empleé las leyes de
la Termodinamica y demostré que la densidad espectral de la energia no depende del material
de las paredes de la cavidad, sino sélo es funcién de la temperatura y la frecuencia. Por lo tanto,
0= f(w,T) y la densidad de energia de la radiacién £ se expresa como

Sz/g(w,T)dw (1.1)

Por otro lado, de acuerdo con la Electrodinamica Clasica, la funcion u esta relacionada
con los campos promediados. En efecto de la féormula para energia de la radiaciéon del campo

electromagnético
1 .
E=_— (E2+H2)dw:/8dw

:87T

L Alternativamente se puede considerar cierta radiacién que se encuentra en equilibrio con una envoltura
isotérmica.
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se observa que

_i 2 2 _i 2 2 2 _i_z
8_87T(E +H)_4W(Em+Ey+Ez)_4ﬂEz (1.2)

Ya que el campo eléctrico E, puede ser desarrollado en una serie de Fourier
(0]
E, =) E,e*" (1.3)
—00

con w, = nwy, la densidad de la energia se expresara como

50 2
3 .
_ wWwnt
£= Tm{ > Eye } (1.4)

n=—oo

y, como siempre se cumple que

00 2 00
{Z fneiwnt} - Z fnf—n’eWOt(n_n/), (15)

n=-—o00 n/ ,;n=—o00
donde f_,, = f, lo mismo que

T/2

_ . / / p— .
eiwot(n—n') — l / ezwot(n—n )dt _ {17 n n; (16)
0

T
—7/2

la densidad de la energia sera igual a,
e- Ly imp (L7)
47 = "
Si se considera el caso continuo se tendra?

® 2 ® 2
po b [IBy, b fIRGR, 08
47 wWo 2 wWo
0

0

De la comparacién de las féormulas (1.1) y (1.8), se deduce que

3 |Ea(w)|®

o(w) = o (1.9)

Ahora es necesario expresar |F,(w)| a través de la energia promedio F. Para eso hay que
tener en cuenta que la cavidad puede ser representada por un conjunto de osciladores cuya

2
_Aw

Aw = wpt1 — wy = (N + 1wy — nwy = wo, de donde 1
wo
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energia promedio es determinada completamente por la densidad espectral. Por lo tanto, es
conveniente partir calculando la energia promedio de esos osciladores.

Como la ecuacion del movimiento de un oscilador es la siguiente

62

e 2
F+wlr=—FE,+= T 1.10
mg 3 moc3 ( )
x se puede expresar como la serie
r=) X, (1.11)

de modo que al reemplazar en la ecuacién del oscilador se obtendra

o0

r=3 (e/mo) Epne™ (1.12)

w? — w2 +i(2e2w3) /(3moc?)

n=—oo

donde w,, = nwy.

Segun el teorema del virial, la energia promedio es

2

B ‘ 00 i(wne/mO)Eﬂmeiw"t

- ;. 1.1
moZ mo{ _E : w? — w2 +i(2e2w?) /(3mgc?) e

de tal modo que, si se tiene en cuenta las relaciones (1.5) y (1.6), para el promedio se tendrd

00 2.2 2 /02
moit'z — Z - ; a;ne |E$'fl| /mO - (114)
p— {wn —w } + {(262wg)/(3m003)}

Esta ecuacion presenta un fuerte maximo en la zona de la frecuencia w, razén por la cual
la energia del oscilador va a depender fundamentalmente de los términos para los cuales
w = w, = nwy. Por tal razén, el médulo |E,,| puede ser reemplazado por |E,,,|, donde
ng = w/wp. Finalmente, dw, = wodn = wy = w/ng, ya que dn = 1.

En consecuencia, para el promedio de la energia se obtiene

2 W2
ot | R -
{w? — w2} —1—{ (2¢2w3)/(3moc®) }

Si en la relacién anterior, w, es reemplazada por w, salvo en la diferencia w, — w y se
introduce la variable £ = w,, — w, la energia promedio se expresard como

2 2 %
E: 277/06 ‘Exnoy / df = (].].6)
) 462+ ((

my W 2¢2w3) / (3moc?))
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es decir,
—  3mnec®
E = 7F.|Emo|2 (1.17)
En consecuencia,
2w —
Epnol? = ———F, 1.18
o = s (118)
debido a lo cual
w? —

De acuerdo con la Fisica Estadistica, la distribucion de la energia de las particulas esta dada
por la funcién

N(E) = Ae™*~. (1.20)
donde a = 1/kT. Por lo tanto, el promedio de la energia sera igual a

[e.o]

—  A[EeEdE 0
F=——r———=——1 —Eqp 1.21
A [eBdE o n/e ’ (1.21)
0
es decir,
E= % Ina = kT (1.22)
y, por lo tanto,
w2

La féormula obtenida solo describe correctamente el comportamiento experimental de la
densidad espectral ¢ cuando la frecuencia de las ondas emitidas es pequena. Pero ademas
origina la paradoja denominada “catastrofe ultravioleta”, que consiste en que la densidad
espectral integrada sobre todas las frecuencias resulta infinita, ya que

£ = /Q(w,T)dw = m/w dw = 00 (1.24)
0 0

1.2.2. Fendémenos corpusculares de la luz

A fines del siglo XIX y comienzos del XX fueron descubiertos dos fenémenos provocados
por la accién de la luz, cuyas particularidades no podian ser explicados en el marco de la teoria
electromagnética, de la cual la luz es una de las manisfestaciones. Estos fenémenos recibieron
los nombres de Oefecto fotoeléctrico y efecto Compton.
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Efecto fotoeléctrico

En 1887 Henrich Hertz descubrié que la descarga eléctrica entre dos electrodos era més
intensa, o tenia lugar con menor voltaje, cuando los electrodos eran iluminados con luz ultra-
violeta. La causa de tal efecto radica en que, bajo la accion de la luz el metal emite electrones
que aumentan la intensidad, razén por la cual se le denomina efecto fotoeléctrico.

Después de analizar fenémenos andlogos se llegd a establecer que cuando ciertas sustancias
son irradiadas con ondas electrmagnéticas con una frecuencia mayor que cierto valor minimo,
aquellas emiten electrones. Mas precisamente, entre las principales peculiaridades del fenémeno
se deben mencionar las siguientes:

= El fendmeno no se observa para todas las frecuencias, sino a partir de un valor dado que
se denomina frecuencia umbral.

» La energia cinética (K) de los electrones que intervienen en la descarga no depende de
la intensidad de la onda, sino es directamente proporcional a la frecuencia w de la onda

luminosa
K xw (1.25)

» La intensidad de la onda sélo determina el nimero de electrones que el metal emite en la
unidad de tiempo. Es mas, el efecto tiene lugar incluso a bajas intensidades.

De acuerdo con la Mecanica Clasica, por mas especial que pudiera considerarse el sistema,
el incremento de la velocidad de los electrones emitidos por el metal debe ser proporcional a
la fuerza, la cual, a su vez, es igual al producto de la carga del electrén ¢ por la intensidad del
campo electrico E. En otras palabras,

Av x E (1.26)

Por lo tanto, si se tiene en cuenta que al principio el electrén esta en reposo, la velocidad
final debe ser proporcional a la intensidad del campo, y la energia cinética resultara

K « E? (1.27)

Esto no sucede en realidad. En consecuencia, en los marcos de la Teoria Cldsica no es posible
explicar el efecto fotoeleéctrico.

Efecto Compton

En 1922, Arthur Compton registré un cambio en la longitud de onda de los rayos X que
habian pasado a través de ciertas sustancias. Al medir la longitud de onda de los rayos emer-
gentes Compton registrd las siguientes caracteristicas:

= Conjuntamente con la longitud de onda inicial A, también se registraban otras longitudes
de onda N
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» La variacién de la longitud de onda AX = X — X no depende de la longitud de onda
inicial, ni de la sustancia irradiada.

» Para cada orientacién de la onda dispersada A\ depende sélo del angulo de dispersion 19,
concretamente

AN oc sen1d /2 (1.28)

La Teorfa Clasica tampoco puede explicar este fenémeno. En efecto, segtin la Teoria Elec-
tromagnética, cuando una onda de luz interactiia con la sustancia, la onda provoca la excitacion
de aquellos componentes del material, cuya frecuencia propia coincide con la de la onda. Como
resultado de ello puede haber radiacién, pero la frecuencia de las ondas emitidas tiene que
coincidir con la de la onda inicial o sus arménicos. Pero esto no se observa en el experimento.

1.2.3. Espectros de las sustancias.

Se denomina espectro de una sustancia al conjunto conformado por todas las frecuencias
de las radiaciones que emite. Sucede que sus dtomos emiten radiacion solo en determinadas fre-
cuencias, cada una de las cuales en el espectro aparece como linea espectral. El estudio de los
espectros de las sustancias, en particular, del hidrégeno, desempend un papel de primer orden
en el camino hacia el entendimiento de la estructura de los constituyentes de la Naturaleza.

Lo primero que se observé es que las lineas espectrales no estan distribuidas aleatoriamente,
sino que se les puede agrupar en series espectrales. Esto se observa incluso en el espectro del
atomo de hidrogeno, que es el mas simple.

En 1885 Balmer descubrié la serie, que lleva su nombre, cuyas frecuencias se podian expresar
por la férmula

1 1
donden =3,4,5,--- y R=207x10% s7!seconoce como constante de Rydberg?.

En esa misma época fueron registradas otras series espectrales del hidrégeno, las cuales
llevan los nombres de sus descubridores y fueron expresadas por formulas andlogas. Asi:

= La serie de Lyman por w = R(1/1* — 1/n?), donde n=23 -

= La serie de Paschen por w = R(1/3% — 1/n?), donde n=4,5---

3En espectroscopia es habitual caracterizar las lineas espectrales por el inverso de la longitud de onda
V' = 1/\ = w/2me, que también es denominado ndmero de onda. En estos términos, la serie de Balmer es
descrita por la férmula

11
vV =R (22 - n2) . donde R =109,737309 cm (1.30)
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= La serie de Brackett por w = R(1/4% — 1/n?), donde n=>5,6,---
= La serie de Pfund por w = R(1/5% — 1/n?), donde n==6,7,---

De lo anterior se desprende que las frecuencias de todas las series se pueden expresar por

11
w:R(—— ) =123, (1.31)

n?  n2
que se conoce como formula generalizada de Balmer.

Es necesario subrayar que a medida que aumenta el valor de n la linea se va disponiendo
cada vez mas cerca de la anterior y su frecuencia se va acercando a un valor limite llamado
umbral de la serie.

Modelos atémicos.

Para explicar las particularidades de los espectros atémicos se traté de establecer un modelo
de los atomos, consistente con las leyes de la Mecanica y con los datos experimentales exis-
tentes acerca de las sustancias. Pero también era necesario concordarlos con las leyes de la
Electrodindmica, que describe la radiaciones que emiten las sustancias.

Hasta esa época ya se conocia que los atomos estan constituidos por una masa de carga
positiva y particulas muy ligeras de carga negativa. Lo que se ignoraba era la forma como
estaban distribuidos ambos tipos de carga.

Los primeros modelos propuestos fueron de tipo estatico, ya que, de acuerdo con la Elec-
trodindmica, las particulas cargadas en movimiento acelerado (Por ejemplo, el electrén) emiten
energia, cuyo valor por unidad de tiempo se expresa mediante la férmula

OF B 2 e2a?

o T3 (1.32)

u =

donde e es la carga de la particula, a, la aceleracion, ¢, la velocidad de la luz y el signo menos
indica que la energia del emisor decrece.

Dos son los modelos clasicos méas conocidos: el modelo de Thompson y el de Rutherford,
cuyas caracteristicas son las siguientes:

Modelo de Thompson

Para el hidrégeno, Thompson propuso un modelo segin el cual la carga positiva esta uni-
formemente distribuida en una esfera con un radio Ry del orden de 1078 c¢m y el electrén se
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encuentra dentro de dicha esfera. En este caso, de la ley de Gauss

%E.daz :47r/p dv,

donde la densidad p = 3eq/47R3, se obtiene

A eor?
Er?="Zprd=_"_
r 5 PT R

Por tal motivo,

2
de donde F=—¢FE= —;—%w, (1.33)

€o

E:R—gw,

lo que significa que el electrén estara sujeto a una fuerza eldstica orientada hacia el centro del
atomo y ocupard el centro de la esfera en el estado de minima energia.

Si el electron es sacado de esa posicion de equilibrio efectuard un movimiento oscilatorio,

cuya ecuacion es
Z+wlx=0 con  wy=+/ed/moR] (1.34)

x = Acos (wot + o) (1.35)

y cuya solucién es

El modelo de Thompson coincide con la teoria clasica de Lorentz, segiin la cual los atomos
pueden ser representados por osciladores armoénicos. Pero, desafortunadamente, no puede ex-
plicar las peculiaridades de los espectros, ya que, segin este modelo, los atomos sélo pueden
emitir radiaciones con frecuencia igual a wy o sus arménicos w,, = nwy.

Sin embargo, el golpe decisivo fue aplicado por los experimentos de dispersién de particulas
alfa, ejecutados por Rutherford y su grupo, que demostraron que la carga positiva no esta dis-
tribuida en todo el volumen del 4tomo, sino se encuentra confinada en un volumen muchisimo
mas pequeno.

Dispersion de particulas alfa.

Con la finalidad de estudiar la estructura de los atomos, en 1911, el grupo de Rutherford
bombardeé delgadas placas de metal con particulas alfa*, ya que éstas eran las tinicas particulas
pesadas que se podian obtener con energia suficiente para penetrar en el atomo.

Como resultado de tales experimentos se establecié lo siguiente:

» La gran mayoria de las particulas alfa son dispersadas en angulos relativamente pequenos
(2 —39).

4Se denomina particulas alfa a los niicleos de helio, que emiten algunos niicleos més pesados.
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» Algunas de las particulas (Por lo menos una de cada diez mil) se dispersan en angulos
muy grandes, incluso de 180°.

La primera caracteristica indica que los atomos son claramente transparentes para las
particulas alfa, es decir, tienen una estructura relativamente “abierta”, mientras que la segunda
es un testimonio de que el campo eléctrico producido por la carga positiva es muy fuerte, lo
que significa que dicha carga debe estar concentrada en un volumen muy pequeno.

En primera aproximacién es posible despreciar la interaccién de las particulas alfa con los
electrones, debido a que la energia de éstos es mucho menor que la de aquéllas. Por lo tanto, la
dispersion debe ser provocada fundamentalmente por la accién del campo central creado por el
ntcleo.

En este caso , deben conservarse la energia E y el momento orbital L, los cuales, en coor-
denadas polares®, se expresan como

Myv? M, 27e?
B==gmtV =3+ + =2 = B (1.36)
y
Lz = MO (.’B X ’U)Z = M07’29b = LZO (137)

donde FEy y L,y son la energia y el momento orbital en el instante inicial, es decir cuando
r— ooy p— .

Como, en ese instante inicial,
LZO = MO b?}o, (138)
donde b es el parametro de impacto, se tendra
. vo b . dr
_ v — | 1.39
=27 v =1 (1.39)

Para encontrar la ecuacion de la trayectoria r = f(¢) es conveniente efectuar el cambio de
variable u = 1/r, después de lo cual se tendra

[Pl =wvobu® y || =[ubu| (1.40)
donde u' = du/de.

En la nueva variable, la ecuacién (1.35) tendrd la forma
u? 4 —u— = =0 (1.41)

asi que, después de diferenciarla con respecto a ¢, se transformaré en la ecuacién

27 el
M()Ugb2

u A+ ut =0 (1.42)

®Ya que el movimiento se realizard en un plano. En este caso @ = re, y & = e, + rge,
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cuya solucién se expresa mediante la férmula

27 el
u = Acos ¢+ Bsenyp — Mov(g[l)ﬂ (1.43)
Si se emplea las condiciones iniciales siguientes
1
lim — = lim r = oo y lfm 22 = lim rseny = b (1.44)
=T U p—T p—=T U o=
las constantes A y B resultan iguales a
27 e? 1
A=— 0 B=- 1.45
Mz 7 b’ (1.45)
gracias a lo cual la ecuacion de la trayectoria quedara expresada como
! 22 ¢ (1+ ) (1.46)
u = —sen cos .
IRV 2b2 4

Por definicion el dngulo de dispersién ¥ es igual al déngulo ¢ (¢ # ) para el cual r resulta
infinito y, por lo tanto, u = 0. En este caso, la ecuacién anterior se transforma en
0, Mobvg bEO Zeg 0,
t— = =— — b= ——cot = 1.47
9T 2z T Ze? By 2 (1.47)

de donde se ve que a mayores angulos de dispersion les corresponde menores valores de b.

Luego, es necesario calcular el niimero de particulas d/N dispersadas en un angulo ¢ dado,
méas exactamente, el nimero de particulas que deben ser dispersadas en el anillo que constituye
la diferencia de los angulos solidos ¥ y ¢ + d¥J, el cual se expresa como

d$) = 2 7 send dv

De la ecuacién (1.46) se deduce que el angulo de dispersién sélo depende del parametro de
impacto. Por lo tanto, las particulas que se dispersen en el angulo sélido df2 seran las que hayan
pasado por el anillo delimitado por las circunferencias de radios by b — db.

En consecuencia, si se representa por N el ntimero de particulas que llegan por unidad de
tiempo a una superficie unitaria perpendicular al flujo

dN = N2r|bdb| = Nr|db?| = N= (ZGO) | deot? 2‘ (1.48)

Al observar procesos de dispersién de particulas se mide la relaciéon dN/N, que tiene sentido
de superficie, se denomina seccién eficaz diferencial y se representa por do. En nuestro caso,
después de calcular la derivada de la cotangente de 1, la seccion eficaz resulta expresada por la

formula N
Zeg s
— 1.49
do (EO) sont(0/2) (1.49)

La férmula anterior describe correctamente los datos obtenidos en los experimentos de dis-
persiéon de particulas a. Por lo tanto, es cierta la hipdtesis de que la carga positiva del atomo
se encuentra localizada en un pequeiisimo volumen de radio 107 ¢m y los electrones se en-
cuentran bajo la accion de una fuerza central.
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Modelo de Rutherford

Para explicar los resultados de sus experimentos con particulas alfa, Rutherford propuso
un modelo planetario del atomo segiin el cual toda la carga positiva, constituida por casi

toda la masa, estd concentrada en un nicleo de radio Ry ~ 107 em y los electrones se mueven
alrededor de manera similar a los planetas alrededor del Sol.

Veamos pues si el modelo de Rutherford puede explicar las peculiaridades de los espectros

atémicos. Para eso es necesario analizar el movimiento de un electrén bajo la accién del campo
del nicleo, para el cual la funcion de Lagrange es

2 Z 2
L=K-V-= %(ﬂ +r2g?) 4+ 250 (1.50)
T

Como el campo es estacionario y de caracter central, se conservaran la energia F y el
momento orbital, en este caso la componente L,

2 2
MoV~ o 9oy Z€
E = - — 1.51
i (7 + 1%¢?) . (1.51)
y
L, = mor’¢ (1.52)
Si se analiza una Orbita circular, en cuyo caso 7 = 0, la ecuaciéon de Lagrange para la
coordenada radial r 190 or
= _ZZ_ 1.53
dt or  Or (1.53)
se expresa como
Ze?
) 0 _
ya que drr/dt = 0.
Por lo tanto,
Ze?
2 0
= 1.55
== (1.55)
debido a lo cual
1Z¢é2

(1.56)

Los parametros del movimiento, en tanto que movimiento periédico, pueden ser expresados
en términos de los invariantes dindmicos

I; = j{pz‘d% (1.57)

los cuales permanecen constantes (I; = const) cuando se producen cambios adiabéticos en los
parametros del sistema. En nuestro caso,

I, = ]{p@dgp =2mp, = 1, (1.58)
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ya que p, = mor? = const, de donde

) 1
Por lo tanto,
I? 8m3moZ2eg
— N —— —  ~ = 1.60
" dm’moZ el o I3 o (1.60)
de donde 720
E= —271’2% (1.61)

Segun la Teoria Clésica, en un campo de esta naturaleza los electrones no pueden estar en
reposo, sino deben realizar un movimiento en érbitas cerradas con una frecuencia angular igual
a 2 2 4

. OF  AmtmgZZe
Wo =21 > = ——F——. (1.62)
ol 1

Por lo tanto, las frecuencias que deberian tener las posibles radiaciones deben ser expresadas

como ) -
Anm myZ-e;
W=nwp = ———5——

pero estos valores no coinciden con los de las frecuencias de las series espectrales del hidrogeno.

(1.63)

Por otro lado, el movimiento en érbitas, incluso circulares, es acelerado y, como particulas
cargadas, los electrones deben irradiar constantemente a cuenta de su propia energia. Esto sig-
nifica que deben ir acercandose al niicleo en forma ininterrumpida hasta caer en él.

Mas en la realidad este fenémeno no tiene lugar y los electrones se mantienen en estados
con una energia dada. En consecuencia, el modelo de Rutherford tampoco describe los estados
de los electrones en los datomos.

1.3. Primeros postulados cuanticos

En la seccién anterior se vio que la Teoria Clasica no podia explicar los fenomenos rela-
cionados con el comportamiento de los cuerpos negros y de las ondas de luz en su interaccién
con las sustancias, ni los espectros de los sistemas atomicos. Para eso fue necesario postular
nuevas hipotesis, las cuales sirvieron de punto de partida en la bisqueda de una nueva teoria,
la Teoria Cuantica.
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1.3.1. La hipétesis de Planck

En 1900, Max Planck planteo la hipdtesis que permitié explicar correctamente la radiacién
del cuerpo negro, en particular, describir la correcta dependencia de la densidad espectral p
con respecto de la frecuencia de las radiaciones w y demostrar la inexistencia de la “catastrofe
ultravioleta”.

Segun esta hipétesis, la energia de los sistemas microscopicos (atomos, moléculas, etc.) no
varia de manera continua, sino tiene solo un conjunto de valores discretos. Esto significca que
la energia emitida no puede ser menor que cierto valor minimo € y siempre resultard expresada

por la formula
E =ne donde n=12,.-- (1.64)

Por lo tanto, al calcular la energia promedio de la radiacion del cuerpo negro, la integral de
la férmula (1.20) deberd ser reemplazada por una sumatoria, de tal modo que

— 0 > 0 € €
E=——1 I p—— | = 1.65
nZée aa nl—e_a5 ea€_17 ( 6 )

En consecuencia, la densidad espectral serd expresada como

W €
T B 1’
y si se postula que el minimo de la energia del oscilador es proporcional a la frecuencia, es decir,
€ = hw, se obtiene la férmula de Planck
hw® -1
_ /KT
o(w,T) = oy (e 1) . (1.67)

(1.66)

donde h = 1,05 x 107" erg.s se denomina constante de PlanckS®.

En este caso, la densidad total de la radiacién sera igual a

r h r widw
£ / ofeo, T)do = —5 / G (1.68)
0 0
Después de ejecutar el cambio de variable £ = hw/kT aparece la integral
i €3d€ 7T4
= — 1.
/ e —1 15 (1.69)

0

asi que
o0

kA T4 / €3d€ - w2 kAT4

m23h3 ) e€—1 15 3h3
0

coincidente con la ley de Stefan-Boltzmann.

£ = (1.70)

SEn realidad, Planck introdujo la constante h = 27h.
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1.3.2. Teoria foténica de Einstein

En 1905 Einstein planteé que la cuantizacién de la energia emitida (absorvida) por los os-
ciladores, que permitié explicar la radiaciéon del cuerpo negro, no es una “propiedad especial”
de los cuerpos, sino mas bien de las ondas electromagnéticas.

Segun esta hipdtesis, las ondas electromagnéticas estdn constituidas por corpusculos, de-
nominados fotones, con una energia € = hw. Por tal motivo, al interactuar con la materia,
absorven (ceden) energia en porciones discretas, las cuales son mailtiplos de €.

De acuerdo con la teoria clasica, la energia e impulso de una onda luminosa se expresan
como

&= 8% / (E*+ H?)d’z = ﬁ E’d’x (1.71)
y
= L/E « Hdy = 20 /E2d3m (1.72)
4me 4me
de tal modo que
™= ko% (1.73)

Por lo tanto, el momento de un fotén con energia ¢ = hw debe ser expresado por la féormula

hw h
m=ky— = ky— = hk 1.74
07 0y ( )

donde k es el vector de onda cuyo médulo, k = 27/, se conoce como niimero de onda.

En consecuencia, la interaccion de la luz con la materia se puede entender como la colisién
de los fotones, que constituyen la onda luminosa, con los componentes de las sustancias (&to-
mos, moléculas, etc.). Esta hipotesis permitié explicar los fenémenos que aparecen cuando la
luz interactia con la materia.

Efecto fotoeléctrico

Las peculiaridades del efecto fotoeléctrico resultan explicadas si se hace acepta que la onda
luminosa estd compuesta por fotones y se hace uso de la ley de conservacion de la energia
durante la colisién de fotones de la onda con los electrones del metal.

En efecto, la existencia de una frecuencia umbral se explica porque el electron no esta en
estado libre, de modo que necesita una energia minima para superar la atraccién de los campos
que lo mantienen ligado. Esta energia se denomina funcién de trabajo y se representa por W.
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Por su parte, la dependencia lineal de la energia cinética (K') de los eléctrones emitivos con
respecto de la frecuencia (w) de la onda incidente se obtiene si se aplica la ley de conservacién
de la energia

hw =W + K + mgc?, (1.75)

de donde resulta que
K = hw—W — mgyc? (1.76)

Es conveniente, indicar que el efecto fotoeléctrico no se produce en caso de interaccion de
la luz con electrones libres, ya que en ese caso no se cumplen simultdneamente las leyes de
conservaciéon de la energia y el momento lineal.

En efecto, en este caso, de la conservacion de la energia resulta

hw + moc® = mc? — hw = (m —mg)c” (1.77)
y de la conservaacion del impulso,
hk = muv — hw = mve = mfBc* (1.78)

Por lo tanto,
mp =m —mg — 1—-06=+1-p52 (1.79)
que se satisfaria sélosi =06 8 =1, es decir, si v =0 6 v = ¢. En el primer caso, no hay
efecto alguno, ya que el electrén va a contiuar en reposo, en cambio, el segundo es un caso
no permitido por la teoria de la relatividad, ya que la energia no puede ser trasnportada con
velocidades iguales a la de la luz.

Efecto Compton

El efecto Compton tiene lugar en aquellas sustancias en las que la energia de ligadura del
electrén es muy pequena en comparaciéon con la de los fotones incidentes, de tal modo que los
electrones pueden ser considerados libres.

En este caso, de las leyes de conservacion de la energia y el impulso se obtendra

2
w—w = %(m—mo) (1.80)

k—k =Y 1.81
- (181

Después de elevar al cuadrado y expresar k a través de w/c se tendrd

4

w? +w? — 2’ = %(m - m0)2 (1.82)

m2v?c?

h2

!
W+ w? — 2w cost) =

(1.83)
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de modo que al restar miembro a miembro se obtiene

2,22 2.4
2 (1= cos ) = T = T (1= /1= 32)° (1.84)

El término de la derecha resulta igual a

4 2
th_gc(m —mp) = m;;c (w—w') (1.85)
gracias a lo cual se obtiene
2
ww' (1 — cos ) = m%c (w—w) (1.86)

Como w = 2mc/ A, la expresion anterior puede ser expresada en términos de las longitudes
de onda X\ y X, para las cuales se obtiene

2
N—\= Lh(l — cosV) = 2)\Osen23 (1.87)

mopcC

donde ok "
= L 9 4% 10 Mem (1.88)
mocC mocC

Ao

y se conoce como longitud de onda de Compton.

1.3.3. Teoria semiclasica de Bohr

El espectro del hidrégeno pudo ser explicado en 1913 gracias a dos postulados propuestos
por Niels Bohr. En su formulacion méas conocida estos postulados se expresan como sigue:

= Postulado de los estados estacionarios.
Los dtomos tienen una serie de estados estacionarios en los cuales no emiten radiaciones,
icluso st se mueven con aceleracion. En estos estados la energia tiene un valor definido
y sus orbitas pueden ser determinadas de la cuantizacion de los invariantes adiabdticos

j{p,-dqi = nh = 2mnh donde n=1,2, - (1.89)

= Postulado de las frecuencias.
Al pasar de un estado con energia E, a un estado de menor energia E,., el dtomo emite
un quantum de energia hw, cuya frecuencia se calcula mediante la formula

 E,— By

. (1.90)

w
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El primer postulado permite determinar la formula correcta para los estados. En efecto, si
el invariante adiabético

I = 27nh (1.91)

entonces - -
n°h > moZ-eg

r, — ———= y —
" " 2h2n?2

= 1.92
moZe3 (1.92)

En consecuencia, el primer valor del radio sera

1 K 1

1 = ZGOa

~ Zmocq
donde ay = h*/mpe* = 0,5 x 1078 cm se denomina radio de Bohr, y la energia

moZ>3e)

2h?

= —13,56 MeV

1 =
La formula para la frecuencias de la radiaciones emitidas se obtiene del segundo postulado.
En efecto,
. En — En’ - mOZzeg 1 1
N h 2R3 n'?2  n?

donde la expresién mgeg/2h® coincide con el valor de la constante de Rydberg, razén por la
cual se la representa por R, de tal modo que

Wo = R (i - i) (1.94)

n’2 n2

(1.93)

Wnn!



Capitulo 2

Fundamentos de la teoria cuantica

Pese a que permitié encontrar la férmula para calcular los valores correctos de las frecuencias
del espectro del hidrégeno, la teoria de Bohr estaba muy lejos de ser satisfactoria. En primer
lugar, porque para calcular la intensidad de esas radiaciones se tiene que recurrir a la teoria
electromagnética cldsica. Pero también debido a que no permitié definir los valores de la energia
de los estados estacionarios de otros atomos.

2.1. Ondas de De Broglie

A comienzos de los anos 20 Louis de Broglie postulé que la dualidad “onda-particula” podia
no ser exclusiva de la luz y propuso ampliarla a las particulas de materia, en particular, a los
electrones. Segun esta propuesta, un haz de electrones con energia e impulso iguales a

mo 02 mov

E= \/?527 y b= \/?ﬁza (2.1)

puede mostrar propiedades ondulares cuyas caracteristicas fundamentales (frecuencia w y vector
de onda k) deberfan estar relacionados con los pardmetros de las particulas (energia E e impulso
p) mediante las mismas férmulas que en el caso de la luz, es decir,

E=ho y p=hk (2.2)

Adicionalmente propuso que el movimiento de una particula libre podria ser identificado
con una onda plana ,
Y(x,t) = Ae 'Wimk2) — pomi(Fl-pe) (2.3)

cuya longitud de onda A\, denominada longitud de onda de De Broglie, es igual a

o2 2 27h h
A= =" =" = =10 %m 2.4
k- p/h  p (24)

Esta hipotesis permitiéo fundamentar el primer postulado de Bohr, relacionado con los es-
tados estacionarios y las érbitas permitidas. En efecto, si se afirma que los electrones pueden

19



Antonio Rivasplata Mendoza Mecanica Cudntica: Apuntes introductorios 20

encontrarse solo en aquellas érbitas, cuya longitud es igual a un ntimero entero de longitudes
de onda de De Broglie, es decir, si

2rr = \n — —=n

entonces, para velocidades no muy altas (Cuando p = mgv) se obtiene la cuantizacién de las
orbitas. En efecto,

h h 27mr

Pp =MoUT =pr = —7 = ———

A 2T A

Poco tiempo después se descubrié un fenémeno que fundamento la hipétesis de De Broglie.
Se observd que cuando un haz de electrones es dispersado en una lamina metélica delgada se
obtiene un cuadro de difraccién semejante a los que produce la luz. Este fenémeno recibe el
nombre de difraccion de electrones y fue una confirmacion de las propiedades ondulatorias
de las particulas.

= hn (2.5)

Sin embargo, era necesario compatibilizar las caracteristicas de la onda plana, como un obje-
to que se ubica en todo el espacio (Desde —oo hasta +00), con las de la particula en movimiento
libre, que es un objeto localizado en una region finita.

2.1.1. Velocidad de fase y de grupo de la onda

En primer lugar, es necesario calcular la velocidad de fase de la onda plana, que por definicién
es la velocidad con la que se desplaza una fase dada

Et — px = const,
y compararla con la de la particula.

Del diferencial de la expresion anterior con respecto del tiempo

Edt — pdx =0 (2.6)
se obtiene p 5 )
T c

_ 4w _ 2 _C 2.7

U dt P ) (2.7)

lo que significa que la onda plana no puede ser identificada con el movimiento de una particula
libre, ya que la energia puede ser transportada solo a velociades menores que la de la luz.

La siguiente posibilidad es suponer que la particula podria estar asociada a un paquete de
ondas con frecuencias “casi” iguales, lo cual esta de acuerdo con el hecho de que cada linea del
espectro, asi como, del patrén de difraccion, tienen un ancho minimo.
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Con freccuencias casi iguales es posible obtener un paquete de ondas cuya amplitud sea
considerable sélo es una zona muy reducida del espacio, es decir, que se exprese mediante la
relacién

0, p'>p—Ap/2
A(p') = A/AY, p—Ap/2<p <p+ Ap/2 (2.8)
0, P <p+Ap/2

En este caso, el paquete de ondas se expresara como

p+Ap/2 A
iz, t) = A—pef%w/“p’”dp’ (2.9)

p—Ap/2

donde E' = ¢/p'? + mic? y puede ser desarrollada en una serie alrededor del punto p’ = p, en
CUyO Caso se expresara como

oF 10°FE
E=E+—( - ———(p —p)? 2.10
+ap<p p)+28p2<p p) (2.10)

Si se ejecuta el cambio de variable p’ — p” = p’ — p, la energia se expresard como
OFE p//Q aQE
I 1/
E=FE+p a—p—i-?a—pQ (2.11)
y la fase serd igual a
oF
E't —pa=FEt —px—9p" (:1: — 8_pt) (2.12)
Por lo tanto, el paquete de ondas tendra la forma
Ap/2

A i "

U(x,t) = A—pe’ﬁ(Et’px) / e_z%@_%ﬁt)dp” (2.13)
—Ap/2
y después de la integracion se transformara en
i Ap/2
A emwBtmpr) e g Asené g oo

w(l‘,t) = A_p - 8—Et e " h ( 8pt) = T (§] h(Et pz) (214)

op —Ap/2

donde & = % (a: — aa—gt).

Se ha obtenido una onda “monocromatica” con una amplitud

_ Asené
¢

B
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que no es constante en el espacio. Asi, en el instante inicial (t = 0) & = 2Ap/2h, de tal modo
que la funcién B tiene un maximo (B = A) en x = 0, para hacerse igual a cero en z = 7. El
segundo maximo se encuentra en x = +37/2 y es mucho menor que el primero (B = —2A/3)
y el tercero (en x = £57/2) es atn menor (B = 2A4/57).

La velocidad de grupo del paquete es la velocidad con la que se desplaza un punto dado de
la amplitud, es decir, puede ser obtenida calculando el diferencial de & = const. En este caso,

de
&= % (m — %—it) = const
se obtiene O OF
dx — a—pdt =0 — Vg = o (2.15)
Como E = cv/p? + m2c2, entonces
oF 2p Ap  Amuo

_ — v (2.16)

— = C =
dp P2+ 771(2)02 FE m c2

lo que significa que la velocidad de grupo del paquete conicide con la velocidad del movimiento
mecanico de la particula.

Por otro lado, se puede afirmar que la particula esta localizada en la parte del paquete
cuyo ancho es la mitad del ancho del primer méaximo. Esto significa que como didmetro de la
particula se puede tomar la mitad del ancho del primer maximo A¢ ~ .

En este caso,
Ap
Ag = 2—hAl' ~ T
Ap Az~ 7 (2.17)

que es conocida como relacion de incertidumbre.

2.1.2. Sentido fisico de la onda de De Broglie

El sentido fisico de la onda de De Broglie no fue definido facilmente.

En un principio, se pretendio identificar las particulas con una formacion de ondas, ubicada
en una region del espacio, de tal manera que la intensidad de la onda interviniera como la
magnitud que caracteriza la densidad de la particula.

Esta forma de relacionar la particula y la onda tenia un fundamento clésico y se basaba en
el hecho de que habia casos en los que se podia construir formaciones de ondas cuyo movimiento
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coincidia con el de la particula clasica, por ejemplo, el caso analizado en la seccion anterior.

Sin embargo, esta coincidencia no es completa ya que la forma del paquete de ondas va
cambiando con el tiempo. El hecho es que el paquete se ensancha debido a que las ondas de
De Brolgie poseen dispersion. En efecto, en el paquete cada onda se desplaza con su propia
velocidad ya que de la relacion

2
E:c\/p2+m302%m002~|—p—+---,
2m0

valida para velocidades no muy grandes, se deduce que

E  myc® hk?
_ B L 2.18
YERT TR Taom ' (2.18)

y, por lo tanto,
2 2
moc hk
— 4= f(k 2.1
vr hk + 2my * 1 (k) (2.19)

lo que significa que vy es funcién de k.

En consecuencia, cualquier cuerpo que conste de una combinacion de ondas de De Broglie de
diferentes valores de k resulta inestable, incluso cuando se mueve en el vacio, y sus dimensiones
aumentan ilimitadamente. Esto se percibe con mayor claridad cuando el cuerpo se mueve en
un espacio no homogéneo, en particular, durante los experimentos de difraccién de electrones
que atraviesan una placa metélica delgada.

En este caso, la onda que representa al electrén incidente es un haz orientado y colimado
por el diafragma, es decir, limitado en el espacio; en cambio después de la dispersién se tiene
un sistema completo de haces difractados en forma de conos.

Si la particula se pudiera identificar con una formacién de ondas, se tendria que antes el
electrén es transportado por la onda incidente, mientras que después tiene que ser representado
por el sistema completo de ondas difractadas. En otras palabras, cada una de estas debera rep-
resentar a una parte del electron, lo cual esta en contra de la nocién del electron como una
particula entera.

Tampoco es posible admitir que las ondas son un producto de las particulas o aparecen en
un medio donde hay un gran numero de ellas. Las observaciones hechas durante la difraccion de
electrones muestra que el cuadro de difraccion no depende de la intensidad del haz incidente,
es decir, del nimero de particulas por unidad de volumen.

En efecto, el cuadro de difracciéon no varia cuando disminuye la intensidad del haz, es decir,
la densidad (el nimero) de particulas, siempre que en este caso aumente el tiempo de exposi-
cién. Esto indica que cada electréon se difracta independientemente.

En consecuencia, si se acepta que, después de haberse difractado, cada electrén actuara so-
bre la placa sensible y provocara una reaccion quimica, entonces cuando el niimero de electrones
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sea pequeno el cuadro que se obtenga sera parecido al de un blanco donde ha disparado un mal
tirador.

Sélo si el numero de electrones es muy grande, sea porque la instensidad del haz ha sido
muy alta, sea porque el tiempo de exposicion ha sido muy prolongado, se obtiene en la placa
el cuadro de difraccién tipico de las ondas, en particular, un sistema de anillos.

Este comportamiento llevé a Max Born ha proponer una interpretacion estadistica (proba-
bilistica) de la funcién de onda. Segtiin Born, la intensidad de la onda de De Broglie en algin
lugar del espacio es proporcional a la probabilidad de encontrar la particula en ese lugar.

En un caso mas general la palabra “onda” es empleada en un sentido totalmente figurado,
ya que en estos casos la funcion

U(x, t) =Y(x, y, 2, t) (2.20)

constituird una complicada funcién de las coordenadas. Sin embargo, incluso en estos casos,
estd funciéon se denominard funcién de onda.

2.2. Probabilidad de la coordenada de un sistema

Como se deduce de la difraccion de electrones, la probabilidad de encontrar la particula
en cierto lugar del espacio es determinada por la intensidad de la onda. Pero, debido a que
en muchos casos la funcién de onda puede ser compleja, como medida de la intensidad no se
tomara

Y, osino @ sino [y =4y
En consecuencia, la probabilidad dW de encontrar la particula en la regién del espacio dV/

limitada por
(z, x +dz); (y, y + dy); (2, 2+ dz) (2.21)

se expresara mediante la relacion
AW (z, y, 2, t) = [(z, y, 2, t)[7dV (2.22)

razén por la cual la expresién [¢|* se denomina densidad de probabilidad y se representa
por o.

De acuerdo con el teorema de adicion de probabilidades, la probalidad de encontrar la
particula en un espacio finito V' sera igual a

WV, t)= [ dW(z,y, z )V = [ wiz, g, z OV = [ [b(a, y, 2 t)2aV (2.23)
/ / /
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Si la integraciéon se ejecuta sobre todo el espacio, la expresion obtenida representara la
probabilidad de encontrar la particula en algun lugar cualquiera del espacio, la cual debe ser
igual a 1. Por lo tanto,

/W(x, y, 2 t)2dV =1 (2.24)
\%

La relacién anterior constituye una condicion, la cual es denominada normalizacion de la
funcién de onda, y la funcién que la satisface se denomina normalizada. En los casos reales el
movimiento esta limitado a cierta region del espacio, de tal manera que la densidad de prob-
abilidad sélo resulta diferente de cero en una region finita y la normalizacién no representa
dificultad alguna.

Sin embargo, en algunos casos, se tiene que hacer uso de ciertas idealizaciones que son rep-
resentadas por funciones de cuadrado no integrable y la integral resulta divergente. En estos
casos también es posible llegar a una normalizacién racional.

Finalmente, es necesario subrayar que la normalizacion tiene sentido si se se conserva en el
tiempo. Esto significa que la condicion de normalizacion debe satisfacerse para todos los valores
de t.

2.3. Principio de superposicion de estados

El principio de superposicion de estados se enuncia de la siguiente manera: “Si un sistema
(una particula o conjunto de particulas) puede encontrarse tanto en un estado descrito por iy,
como en otro estado expresado por 1y, entonces el sistema también puede encontrarse en un
estado cuya funcion ¢ puede ser expresada como la combinacion lineal de ambos, es decir,

Y = 11 + a1, (2.25)

donde los coeficientes ¢; pueden ser complejos y estan relacionados con ciertas caracteristicas
de los estados ;.

Asmismo, si un sistema puede encontrarse en una serie de posibles estados v;, que se dis-
tinguen uno del otro porque cierta magnitud fisica A (energfa, impulso, momento angular, etc.)
tiene valores A; diferentes, entonces puede encontrarse en el estado

V=11 + Cotho - 4 a4 -, (2.26)

donde, n puede ser incluso oo y, en caso de que esos valores sean infinitamente cercanos, la
suma se transforma en integral

¥ = / () (€)de (2.27)
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La probabilidad de que al ejecutar una medicion de la magnitud A se obtenga el valor A;
estd relacionada con los coeficientes ¢; 6 ¢(§), que expresan el peso del estado 1, ¢ () en el
estado 1.

En particular, una funciéon arbitraria puede ser considerada como una superposicion de
ondas de De Broglie, cada una de las cuales representa un estado con momento lineal definido,

es decir,
o

(e t) = / (. )l £)dp (2.28)

— 00

donde

1 _jEt=p=z

Vp(e,t) = 2rn)i® (2.29)

y ¢(p,t) es la amplitud de la onda de De Broglie en el espacio de momentos p = (ps, py, pz).

En efecto, la integral anterior se puede expresar como

o0

w(w,t)zm/w(pi)edeP, (2.30)

—0o0

donde ¢(p,t) = c¢(p) exp(—iEt/h).

Por tal motivo, de acuerdo con las propiedades de las tranformaciones de Fourier,
1 _ip=
e(p,t) = (2rh)i2 Yz, t)e " n de, (2.31)

de donde

p.ax—FEt
h

c(p,t):m / b, e P da, (2.32)

2.4. Probabilidad del impulso

Segun la hipétesis de De Broglie el impulso de una particula debe ser definido mediante la

formulal

2mh

Por tal razén, las operaciones para medirlo deben ser las mismas que para el vector de onda k,
por ejemplo, los experimentos de difraccién de electrones en la superficie de un cristal.

!Esta definicién es correcta porque, en primer lugar, el vector obtenido tiene las propiedades del impulso
clésico y, también, porque su valor promedio coincide con el impulso clasico.
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En este caso, el estado después de la difraccién estd constituido por haces que se mueven
en distintas direccidénes, cada uno de los cuales puede ser representado por ondas de De Broglie
con un valor dado del impulso p. Por lo tanto, el estado del sistema puede ser expresado como

Yl t) = elp, )p(a,t) (2.33)

donde la suma se realiza sobre los impulsos p de todos los haces.

Cada uno de los haces difractados se caracteriza por tener un valor dado del impulso. Por
eso, para saber cudl es la probabilidad de que en el estado resultante ¢ (x, t) el impulso tenga un
valor p, se debera contar el nimero de particulas que se desplazan en el sentido de ese impulso.

El nimero de particulas que registre el dispositivo contador, por ejemplo, un cilindro de
Faraday, estard expresado por la probabilidad de que la particula resulte dentro del contador,
es decir, es proporcional a |¢)(x,t)|?, donde x son las coordenadas del cilindro.

Si el dispositivo, que se emplea para contar las particulas, se coloca lo suficientemente lejos
de la superficie del cristal sélo registrara las particulas con el impulso deseado. Por tal razén
en la sumatoria que expresa la funcién del estado ¥ (x,t) sélo estaran presente las ondas con
un valor de impulso igual al que se esta midiendo, es decir,

(.0 = [elp. (a0 = (2.34)

Por lo tanto, la probabilidad de que en el estado, que resulta después de la difraccion, el
impulso tenga un valor dado es proporcional a |¢(p,t)]?. El coeficiente de proporcionalidad se
puede tomar igual a uno, razén por la cual la funcién |¢(p, t)[* se toma como densidad de prob-
abilidad del impulso.

La probabilidad de que el impulso de la particulas esté en el intervalo definido por

(Pws Pe +dpz), (Dys Py +dpy), (P2 - + dp.), (2.35)

se expresard mediante la férmula
dW (p,t) = |e(p,t)[*dp (2.36)

Si se tiene en cuenta que ¢(p,t) y ¥(x,t) se obtienen una de otra de mediante una trans-
formacion de Fourier, de la condiciéon de normalizacién para las funciones de la coordenada

U, 1) i}
[ ot npiz =1 (237)

se deduce similar condicién de normalizacién para las funciones del impulso ¢(p, t)

/ le(p, t)|*dp = 1 (2.38)
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En efecto, si en la condicién de normalizacién para ¢(x), cada una de estas funciones es
reemplazada por su transformada se tendra

7 . _ple—nt dp' Vi ;pa—pt  dp
//C (p,,t>e 2 i3 W/C(p,t)ep h de:]_’ (239)
es decir,
! 1 [ -
/C*(p/at)C(Pat) W/el( P dp'dp =1, (2.40)

El integral que estd entre las llaves es igual a la funcién delta 6(p’ — p). Por lo tanto se

tendra
o

[ ¢ tclp. )55~ p)pldp = 1. (2.41)

—0o0

expresion que se reduce a
/ le(p, t)[Pdp = 1, (2.42)

lo cual estd de acuerdo con la hipdtesis de que |c¢(p, t)]? tiene sentido de densidad de probabili-

dad.

2.5. Valores promedio de funciones de la coordenada y
el impulso

Si [t (x,t)]? es la densidad de probabilidad de la coordenada, entonces el valor promedio de
la coordenada debe ser expresado como

(x) = /m|¢(az,t)]2dw = /¢*(w,t):c¢(w,t)da: (2.43)

(") = /w"]w(a:,t)\zda: = /z/)*(a:,t) " Y(x, t)dx (2.44)

lo que significa que
(F(x,t)) = /F(a:)|¢(a:,t)|2daz = /w*(az,t) F(x)Y(x, t)dx (2.45)

Andlogamente, si se conoce la densidad de probabilidad del impulso |c(p,t)|* se tendrd

(p) = / ple(p.t)dp = / c*(p,t)pc(p,t)dp (2.46)
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(p") = / p"|c(p, t)Pdp = / ¢*(p,t) p" c(p, t)dp, (2.47)
es decir,

(F(p,t)) = / F(p)|c(p, t)|dp = / c(p,t) F(p,t) c(p, t)dp (2.48)

Pero también es posible encontrar el valor promedio de las funciones del impulso cuando se
conoce sélo la densidad de probabilidad de la coordenada. En efecto, si se tienen en cuenta que
c(p,t) es la transformada de Fourier de ¢ (x,t) la expresién

(p) = / *(p,t)pc(p,t)dp (2.49)

serd igual a

’
— Et—p.x Z-Etfp.z
e h

2rh)32 P (2nn)er

(p) = / (', t) Y(x, t)de' dxdp (2.50)

Si se tiene en cuenta que

/pei'p‘“’w(w, t)dp = /ihVeféT"“’w(w, t)dp, (2.51)
entonces, después de una integracién por partes se tendra
/peép"”w(:c, t)dp = /efép"”( — ihV) Y (x, t)dp. (2.52)
ya que en el infinito la funcién ¢ (x) = 0. Por lo tanto,
* (o0 e%p.(w’—w) . /
(p) = /w (x 7t)(27T—h)3( — ihVi(z,t))dx'dedp (2.53)

También se debe considerar que el integral

1 ip(x—a /
@nh)? /eh”'( Vdx = §(x — ), (2.54)

razén por la cual para el promedio del momento se tendra

(p) = /w*(m, t)o(x — a:)( - ihV)w(w, t)dzxdz, (2.55)

es decir,
(p) = /@/}*(:c,t) (—ihV) Y(x,t) de, (2.56)

En consecuencia,

(pny = / (@, ) (— ihV)" (e, t)da (2.57)
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y
(F(p,t)) = /W‘(az,t) F(—ihV) ¢ (x, t)dx (2.58)
Anélogamente se puede comprobar que
(x) = /c*(p, t) (ihVy) c(p, t)dp (2.59)
y
(Pla.t) = [ (p.t) FIV,)i(p. t)dp (2.60)

2.6. Relacion de incertidumbre

El problema primordial de la Mecénica Clésica es determinar la trayectoria que sigue un
cuerpo en su movimiento. Esto se sustenta en el supuesto de para cualquier instante dado es
posible medir simultaneamente la coordenada @ y el impulso p. En efecto, la primera indica la
posicion en un momento dado y el segundo, la manera como cambia esa posicion durante un
intervalo infinitamente pequeno

x(t+dt) =z +vdt =+ P (2.61)
m
En los ensambles de la Mecanica Estadistica las particulas pueden tener las coordenadas e
impulsos mas variados, pero siempre es posible separar subensambles con coordenadas e im-
pulsos definidos. En cambio, en la Mecanica Cuantica esta separacién no es posible.

Para entender el por qué de esta situacién es necesario tener presente que, segiin De Broglie,
el impulso de una particula se define mediante la relacion
2mh
Por otro lado, la magnitud X\ se entiende como longitud de onda, independientemente de la
naturaleza de las ondas, entonces no puede ser considerada como funcion de la coordenada?.
En consecuencia, el impulso no puede ser funcion de la coordenada, razén por la cual no puede
tener un valor definido simultdneamente con la coordenada.

Por ejemplo, en el caso del paquete de ondas

p+Ap/2
la,t) = / ooy (2.63)

2La expresién “lognitud de onda en el punto «” no tiene ningtin sentido ya que la longitud de onda es una
caracteristica de la onda sinusoidal que se extiende de —oo a +o0.
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que, después de la integracién, se expresa como

sené _i

P(x,t) = ATG i (Et —px), (2.64)
donde A .
4
la densidad de probabilidad
2
sen

tiene un méaximo pronunciado en el punto x = (dE/dp)t y los primeros minimos a una distancia

+7/Ak.

Por tal, razon la mitad de la distancia entre ambos minimos puede ser considerada como
las dimensiones del paquete Ax. Esto significa que

ArxAk~7m vy Az Ap ~ 7h, (2.67)

es decir, mientras menor es el valor de Ak (Mientras menor es la dispersién de los momentos
del paquete), mayor sera el valor de Az (Mayor serd la dimensién del paquete). Esta carac-
teristica se denomina relacién de incertidumbre para la coordenada y el impulso y fue
enunciada por Heisenberg.

Para establecer el valor minimo de esta relacidén es conveniente tomar como medida de la
incertidumbre los cuadrados de la dispersion® (Ax)? y (Ax)?, los cuales se expresan como

(Ax)? = (z —7)2 =22 — T° (2.68)

(Ap?=(p—p?=p*—p° (2.69)

Sin que se pierda generalidad, los valores promedio de la coordenada y el impulso pueden
tomarse iguales a cero, razén por la cual

(Az)? =22 = / V¥ (z) 2y (z)dx (2.70)
y o0
(Ap)? = /@/}* d;’iQ dx (2.71)

3No se toma la magnitud Ax ya que ésta siempre es cero. En efecto,

Ar=rx—z2=T—-2=2—-72=0
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Luego es necesario evaluar la integral
= / ‘593@[1(3:) + # dx (2.72)
x

donde £ es una variable auxiliar real.

Después abrir el médulo se tendra

—¢? / 22| (x) Pda € / ( x) dz”d; >¢(x)) dx+7d¢;x)d1§f>dx,

es decir,
I1(¢) = / 22| (z) \d:v—l—é/ ¢—()dx—|— wdx() 1/;2;> dx (2.73)

donde el segundo y tercer integrales pueden ser transformados y expresados como

oo

/ dw /w =—-1=-B (2.74)

y o0

dip * () dip _ (Ap)p? _
/ o / W ( da:Q d:B =—n = C (2.75)
Como el primer integral es igual a
/ 2| (z)Pde = (Ax)2 = A (2.76)
entonces

I(§)=AE —BE+C>o0 (2.77)

ya que se trata del integral de un médulo al cuadrado.

Para valores reales de ¢ el valor de la integral debe ser estrictamente mayor que 0 de tal
modo que la igualdad

I(¢)=0 (2.78)
solo se satsiface si las raices son complejas, para lo cual es necesario que
—4AC  esdecir  4AC > B? (2.79)

Después de reemplazar los valores de A, B y C'y efectuar sencillas transformaciones alge-

braicas se obtiene )

(Az)? (Ap)? > % (2.80)

que es la expresion matematica de la relacion de incertidumbre en su formulacién mas estricta.



Capitulo 3

Descripcion cuantica de un sistema

Uno de los principios mas empleados en la fundamentacién de la Mecanica Cuéntica es el
principio de correspondencia, segun el cual las leyes cudnticas deben desembocar natural-
mente en las cldsicas cuando el orden de las magnitudes sea lo suficientemente grande.

Por otro lado los postulados fundamentales tienen que estar fundamentados en los fenémenos
fisicos que debe describir la teoria. Eso significa que tales postulados deben ser la base de un
mecanismo que nos permita describir correctamente los correspondientes fenémenos y sus re-
sultados.

3.1. Postulados de la Mecanica Cuantica

Cuando los datos obtenidos durante las observaciones de los sistemas atémicos entraron
en abierta contradicion con las leyes de la Fisica Clasica, Planck, Einstein, De Broglie, Bohr
y otros propusieron principios que permitieron explicar e interpretar las paradojas que se ob-
servaban. Estas propuestas sirvieron de punto de partida para llegar a los principios en los que
se fundamenta la actual descripcién cuantica de los atomos y otros conjuntos de microparticulas.

Actualmente se acepta que:
» El estado de un sistema fisico es descrito por un vector |¥) perteneciente a un espacio de
estados.

= Con cada variable dindmica A que describe el estado de un sistema cudntico se relaciona
un operador lineal hermitico A, cuyos valores propios a: constituyen los unicos valores que
pueden tomar dicha variable en el tiempo.

» El espectro {a} de A, que puede ser discreto o continuo, representa el conjunto de valores
que puede tomar la magnitud dada, es decir,

Qs si el espectro es discreto,

a(x), si es continuo

33
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= Los operadores correspondientes a las variables dinamicas deber ser definidos de tal man-
era que la relacion entre ellos refleje correctamente la que hay entre las correspondientes
magnitudes en la Fisica Clasica.

= Si la magnitud A tiene valor definido y éste coincide con uno de los valores propios a;, el
vector |¥) debe coincidir con el vector propio de A correspondiente al valor «

o) — {|n>, si el espectro es discreto (3.1)

|z), sies continuo
= Si la magnitud A no tiene valor definido, el vector de estado se expresa como
) = ) (n|®) =Y [n), (3.2)
si el espectro es discreto, y por

W) =/|l’><l‘|‘1’> dx:/i/}(fv) |z) dx (3.3)

si, por el contrario, su espectro fuera continuo.

= Kl valor esperado de una variable dinamica A cuando el sistema es descrito por el vector
de estado |¥) se expresa como

A= (A) = (U]|A|D) (3.4)
de donde se deduce que, en caso de una base discreta, se tendra

y, si la base es continua, la formula sera

A= [ ala) [p(a)f do (36)
3.2. Operadores de las magnitudes fisicas

La forma concreta de los operadores de las magnitudes fisicas depende de la base que se ha
tomado en el espacio de estados, la cual, como se indicé anteriormente, puede estar conformada
por los vectores propios de un operador hermitico correspondiente a una magnitud fisica.

Pero también va a influir la relacién entre las diferentes magnitudes fisicas y las posibili-
dades de que sean medidas simultdneamente. En efecto, como se vera mas adelante, esto se va
a reflejar en la conmutatividad o no de los correspondientes operadores.
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3.2.1. Corchetes cuanticos de Poisson

Uno de los mecanismos que ayuda a elegir la forma correcta de los operadores que represen-
tan las magnitudes fisicas son los corchetes cuanticos de Poisson. Estos pueden ser definidos
si se aplica el principio de correspondencia y se parte de las propiedades de los corchetes clasicos.

En ese caso se puede verificar que si se tiene dos operadores I’y GG, cada uno de los cuales
es producto de otros dos, es decir

~

F:ﬁ’lﬁz y G:élég

su corchete cuantico se expresara como

{F,GYq = {1 [, G = B (B, GYo + {F1,GYoF) (3.7)
pero también sera igual a
{F,GYo = {F,GiGa}q = Gi{F, Go}o + {F,Gi} oG (3.8)

Por lo tanto, si en la primera relacién G se reemplaza por G1G5 se obtiene
(F,GYo = F1G1{Fy, GoYo + Fi{Fy, G} oGy + Gi{Fy, Go}oFy + {F1, G} oGa (3.9)
y, si en la segunda ecuacién, en lugar de F' se escribe Flﬁg, se tendra
{F,GYo = CLE{Fy, GoYo + G {Fy, GoYoFa + Fi{Fy, G} oGy + {Fy, G Yo Fa Gl (3.10)

Como los términos de la izquierda de las dos tltimas ecuaciones son iguales, también deben
serlo los de la derecha. En consecuencia, restando miembro a miembro se obtiene

0 - {Flél — élﬁ’l} {FQ,GQ}Q - {Fl, él}@ {FQGQ - GQFQ} (311)
que solo se puede satisfacer si
{ﬁi,a}Q —o{FGi - GiF ) (3.12)

Por otro lado, a debe ser una constante imaginaria. En efecto, el paréntesis cudntico de F
y G reales debe ser real, es decir {F, G}/, = {F,G}q. Entonces, de

Nt o A A
{F, G}Q - a*{G+F+ - F+G+} - —a*{FG - GF} (3.13)

{F.¢}, =a{fc-cr) (3.14)
se deduce que « es imaginario puro.

Basandose en el principio de correspondencia « se toma igual a i/h donde h = h/27m =
1,0546 x 10~?"erg.s. En consecuencia,
A A 1 A A A 7 A A
F,G} _ L {FG _ GF} _ L [FG} 3.15
{ Q h h ( )
[F, G] - —m{ﬁ,é}Q (3.16)
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3.2.2. Vectores propios y operadores de la coordenada

En particular, como base del espacio puede tomarse el conjunto de vectores propios |z) del
operador de la coordenada . Es conveniente recordar que la accién del operador sobre sus
vectores propios no es otra que la multiplicacién por el correspondiente valor propio, es decir,

T |z) =x |x) (3.17)

En primer lugar es necesario definir la representacién de los vectores de la base |x) en la
misma base {x} Para ello es conveniente tener en cuenta que

(| & |2y = 2" (a"]2") (3.18)

pero también
(" & |2y = o' (a"|2") (3.19)

Por lo tanto, si se resta miembro a miembro se obtendra
0= (2" —2')(«"| 2') (3.20)

de donde se deduce que la representacién del vector |z) en la base {x} tiene la siguiente
propiedad

#0, " =a
<?L’”} l',> — {: 0 o 7& o (321)
Una funcién de ese tipo no puede ser otra que la funcién delta de Dirac, es decir,
(") 2') = 0(" — ') (3.22)

En consecuencia el nticleo X(z”,2") del operador de la coordenada Z en la base {x! se
)

expresara como
X(az",a') = (2"| & |2y = 2”6 (2" — ') (3.23)

Gracias a la forma sencilla que tiene el nicleo obtenido, la accién del operador & resulta
simplificada. En efecto, la ecuacion

V) = &[®)
en la representacion {x} sera igual a
(") = /x”é(x" — 2 p(2")dx' = 2" p(a") (3.24)

Por lo tanto
W) = 2|P) —  Y(2) = zé(2) (3.25)
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3.2.3. Vectores propios y operadores del momento lineal

La forma del operador p que representa el momento lineal p,, la variable canénica conjugada
a la coordenada x, se puede determinar si se tiene en cuenta que los corchetes clasicos de Poisson

{po, 2} =1

debido a lo cual, el correspondiente conmutador sera igual a

~

b, &] = —ih (3.26)

y sus elementos de matriz se expresaran como

1

A A

[p, 1]

(x 2’y = —ih{2"|2") (3.27)

Pero, por otro lado,
(@"| [, 2] |2") = ("] (p& — 2 p) | ') (3.28)

igualdad que puede ser desarrollada si se tiene presente que

'|pi|at) = (a"]p|a’) o’ (3.29)
y
(z"|&p|a’) = 2" (2" | p|a’) (3.30)
Debido a lo anterior se obtiene
("] (—ih) |2y = (2/ — 2") (" | p| ') (3.31)

razon por la cual el nicleo P(z”, z’) del operador p serd igual a

A ] <£C” |x/>

Pa" 2"y = (2" |p|a) = lhm” — (3.32)

y si se emplea la relacién (3.22), se expresard como

A » (5(1’” . ZE/)
fP(Qj//’;(;/> = <x” p JJ/> = ’lhw (333)
Si se tiene en cuenta las propiedades de la funcién delta se tendra
0

P2y = (2" |p|a) = zh% (2" — ') (3.34)

o también .
P 2y = (2" |p|a) = ;&E”é(x" — ') = (3.35)

Aligual que en el caso de la coordenada, el niicleo de p también es sencillo y permite ejecutar
la integracién. En efecto, la ecuacién
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se expresaré CcOo1mo

P(a") = ih/ %(5(1‘” — ")) (2 )da (3.36)

Al integrar por partes se tendra

B(a") = ihd(a" — 2 )p(a’)

. ih/é(x” - x')%gb(f)dz' (3.37)

y, como la funcién §(z” — z’) es cero en el infinito, la expresién anterior se reduce a

d
) = —m/(s o) et = —ih () (3.38)
En consecuencia,
d h d
0y =pl2)  —  ¥(@) = —ithog(r) = ———6(2) (3.39)

3.2.4. Forma de los operadores de otras magnitudes fisicas

La forma de los operadores que representan a funciones de las variables candnicas z y p se
obtiene reemplazando las variables por sus correspondientes operadores. Si su desarrollo en una
serie de Taylor no contiene términos cruzados px 6 x p el operador obtenido resulta hermitico.
Asi el operador de la energia cinética de una particula se expresa como

~2
P

- (3.40)

Si, en cambio, el desarrollo contuviera términos cruzados el operador obtenido resulta no
hermitico y debe ser hermitizado tomando la suma del operador mas su adjunto. Por ejemplo,
si el desarrollo contuviera xp el operador tendra la forma

o
N=: (;393« n 93;3) (3.41)

Si el movimiento de los sistemas cuanticos se realiza en tres dimensiones, las funciones que
representan los vectores que describen los estados de los sistemas seran funciones de las tres
coordenadas y el tiempo, es decir

) — Uz, b) (3.42)

y los operadores constituiran vectores tridimensionales

0
- D= —ih— = —hV 3.43
=z y p=—ihp = —i (3.43)

cuyos conmutadores seran los siguientes

[&i, ;] = i h o (3.44)
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3.3. Ecuacion de Schrodinger

Uno de los problemas mas importantes de la Mecanica Cuéntica es determinar cémo evolu-
ciona el estado descrito por un vector arbitrario, que en la representacién {x} se expresa
mediante una funcion de la variable x y del tiempo t.

El principio de causalidad establece que si la funcion de onda describe totalmente un estado
también debe describir su evolucion posterior. Mateméaticamente ésto significa que la funcion
de onda en el instante inicial ¥(x,ty) debe determinar totalmente la funcién en un instante
posterior U(x,t).

Si la funcién de onda V(x, to + At) correspondiente a un instante ¢ = ¢y + At infinitamente
cercano al inicial se expandiera en una serie de Taylor se tendria

\Ij(w,to + At) = \I/(al,to) + {%}/ At +--- (345)

entonces, aplicando el principio de causalidad se deducira que la primera derivada de la funcién
de onda se debera expresar a través de la misma funcién, es decir serd resultado de alguna
operacion ejecutada sobre la funcién de onda. En consecuencia,

{%}/t:to — (@, to) U(a, 1) (3.46)

L es el operador que representa la accién realizada sobre la funcién W (x, t) para obtener la
primera derivada y como %y es un instante arbitrario, entonces se deduce que

oV (x,t)

o = Lz, t) U(x,t) (3.47)

La forma del operador al que podemos llamar operador de desplazamiento en el tiempo
no se puede deducir facilmente de los principios de la Mecanica Cuantica y debe ser postulado.
Sin embargo, considerando que la funcién de estado debe satisfacer el principio de superposi-
cion, se puede indicar que L debe ser un operador lineal.

Por otro lado, se puede afirmar que el operador no debe contener derivadas sobre el tiempo:
ni primera, porque lo que se trata es justamente de representar esa derivada a través de otra
operacién, ni de orden superior, porque ésto contradice el postulado de que para conocer la
funcién en un instante posterior soélo se necesita conocer la funcién en un instante dado. El
operador tampoco puede contener integrales sobre el tiempo, ya que ésto significaria que para
determinar la funcion en un instante posterior se necesita conocerla en todo un lapso, es decir
conocer la historia del proceso, lo que contradice lo postulado. En consecuencia, el operador
puede contener t sélo como parametro.
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Finalmente, si se tiene en cuenta que el cuadrado de la funciéon de estado tiene sentido de
densidad de probabilidad se tiene que

d
/ U (x,t)[*de = 1 es decir pr / |V (x,t)*dx = 0 (3.48)
V) V)

que al ser desarrollado se transforma en

/%\P(a},ﬂdr +/W*(w,t)%dw:0 (3.49)

(V) V)
_ Las derivadas de la funcién U(x,t) con respecto del tiempo pueden ser reemplazadas por
LV(x,t) , gracias a lo cual se obtiene
/£+qf*(m,t)qf(m,t)dr +/\p*(m,t)m(m,t>dm =0 (3.50)
V) V)
y esto es igual a
/\I/*(a:,t)[ﬁﬂﬂlf(a:,t)dm +/xp*(m,t)ﬁxp(m,t)dm:o (3.51)
() (V)
La ecuacién anterior implica que
/\Il*(a:,t)(ﬁ+)+\ll(m,t)da: = /qf*(m,t)(—ﬁ)qf(m,t)dm (3.52)
W) (V)

de donde se deduce que ) R
(L)' =-L (3.53)

lo que significa que el operador L es antihermitico.

Para postular su forma correcta se analiza el movimiento de una particula con valor definido
del momento lineal, que es descrita por una onda de De Broglie

U(x,t) = Ne #(Fi-pa) (3.54)

donde ) ) )
Py + Py + D
2m
Por sustitucion directa se puede demostrar que dicha onda satisface la siguiente ecuaciéon
diferencial

5 (3.55)

oV(x,t)  ih _,
e va U(x,t) (3.56)

la cual puede ser expresada como

ov(xz,t) 1 .
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si por H se representa al hamiltoniano del movimiento libre que es igual a
A=k=2 - Ty (3.58)

En consecuencia, para el caso de una particula en movimiento libre el operador L es igual a

o 1 -
L=—H 3.59
ih ( )

y la ecuacion para la primera derivada de la funcién del estado es la siguiente

ov(xz,t) 1 -

Este caso particular se generaliza y se postula que para un caso arbitrario la funcién de
onda y su primera derivada estan relacionadas por la ecuacion diferencial
A h?

_ 7 _ Vo
5 H V(x,t) con H = sz + V(x,t), (3.61)

v
iha (x,t)

la cual puede ser empleada para determinar la evolucion de la funcion de estado, es decir cono-
cer la forma de dicha funcién en instantes posteriores si se la conoce en un instante dado.

Esta relacién recibe el nombre de ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo
y es uno de los fundamentos de la Mecanica Cuantica. Que su eleccion ha sido correcta lo ha
demostrado la experiencia, la cual establece que las soluciones de la ecuacion de Schrédinger
describen correctamente los resultados experimentales.

Una de las peculiaridades de la ecuacién de Schrodinger es que contiene la unidad imaginaria
i, lo cual permite que siendo una ecuacién diferencial de primer orden con respecto del tiempo,
tenga soluciones periédicas’.

Por su parte la funcion inicial puede ser determinada cuando se conoce un conjunto de mag-
nitudes fisicas que pueden ser medidas simultaneamente. Conociendo sus valores en un instante
dado es posible calcular la funcién inicial la cual se expresara como una combinacion lineal del
conjunto de funciones propias de los operadores conmutantes que representan a las magnitudes
medibles simultdneamente.

3.3.1. Ecuacion de continuidad

La ecuaciéon de continuidad, una relacién que representa la conservacion de la cantidad de
particulas, se deduce de la ecuacion de Schrodinger. Para ello se emplea la ecuacion directa y su
conjugada compleja, multiplicando la primera por la funciéon conjugada compleja y la segunda

LA diferencia de lo que sucede en la Fisica Clasica, donde tales ecuaciones describen procesos irreversibles.
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por la funcién directa.

En presencia de fuerzas conservativas la ecuacién directa tiene la forma

LO0U(x t) R _,

th = —%V U(x,t) + V(e)V(x,t) (3.62)
y la conjugada compleja
ov*(x,t) R, .

asi que luego de hacer las operaciones indicadas arriba y restar miembro a miembro se tendra

—ih

ov ov* h?
hy U — + U = —— UV — UVAPT .64
m{ ot o } Zm{ v v } (3.64)
La igualdad anterior puede ser expresada como
o(U*) ih
= —ViU*'VV¥ — VU~ .
- va{ Vv - ey} (3.65)
o también como
@ +Vjy3=0 (3.66)
ot I= ‘
donde "
* _ Z_ * N\t
o=V y 5= Qm{xpvqf v vqf} (3.67)

representan la densidad de probabilidad de encontrar la particula en el punto r y la densidad
de corriente de probabilidad, respectivamente.

El sentido de la ecuacion obtenida resulta mas claro si se calcula su integral sobre un volumen
finito cualquiera V. En este caso se tiene

/{%Jrv.g}da::o (3.68)
7
de lo cual resulta 5
a/ dx = —/nga: (3.69)
v v

que, si se emplea el teorema de Gauss, puede ser expresado como

%/Qdaz = —j{gda (3.70)

\%4 S

Si se tiene en cuenta que w puede ser entendida como la densidad media de particulas y 7,
como su flujo promedio a través de una superficie unitaria en la unidad de tiempo, entonces la
ultima relacién establece que el incremento de la probabilidad de encontrar una particula en
un volumen dado V' es igual al flujo de la corriente de probabilidad a través de la superficie S
que lo rodea.
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3.3.2. Ecuacién de Schrodinger para estados estacionarios

Se denomina estados estacionarios a los que tiene un sistema sobre el cual no actuan
campos dependientes del tiempo. En este caso el hamiltoniano no depende explicitamente de ¢
y coincide con la energia total del sistema.

En estos casos, la ecuacion de Schrodinger

ih% = H U(z, 1) (3.71)

puede ser resuelta mediante separacion de variables. En efecto, si

U(w,t) = () f(t) (3.72)

se tendra
ih 2 [psi(2) F(1)] = B (@) () (3.73)

de donde se obtiene

h = =F 3.74
T T @) T
es decir o ()
W _pray vy @) = B
La soluciéon de la primera ecuacion
LOf)
es la exponencial
f(t) =e PN (3.76)
La segunda ecuacion )
Hy(x) = Ev(x) (3.77)

no es otra cosa que la ecuacién para los valores propios del operador de la energia y no se
puede resolver si no se da la forma explicita de H. Esta ecuacién se conoce como ecuacién de
Schodinger para estados estacionarios.

Si como 1, (x) se representa las soluciones de la ecuacién para los valores propios de H,
entonces la solucion general de la ecuacion de Schrodinger se puede expresar como

U(m,t) = Uy(@,t) =Y Cothy(x)e 't/ (3.78)

donde
C, = / V(@)U (2, 1) do (3.79)
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Como la solucion de la ecuacion temporal es siempre la misma, para resolver la ecuacién de
Schrodinger es suficiente hacerlo con la ecuacién para los valores propios de H , por tal razén
a ésta ultima se denomina ecuacién de Schrodinger para estados estacionarios. Por su
parte, los estados representados por cada una de las funciones propias de H se denomiman
estacionarios porque tanto su densidad de probabilidad como la corriente no dependen del
tiempo. En efecto, la densidad de probabilidad es igual a

Qn(m7t) = |\I/n(w7t)|2 = \I/:(az,t)\lln(:v,t)
(3.80)
= Uy (@) (@) = [Pn ()]

y la densidad de corriente

7.(@,1) = ;—h{\lln(w,t)V\I/;(ac,t) _ w;(w,t)wf(az,t)}

m

(3.81)
_ %{%(m)w;(@ — (@) V(@) |

3.4. Evolucién del valor esperado en el tiempo

La teoria de Schrodinger permite calcular la derivada del valor esperado de un operador vy,
por lo tanto, de cualquier magnitud fisica, cuyo sentido fisico se puede apreciar a partir de la

definicién
d D)+ At) = (L)(1)

gL = Mo, Al

si como (L)(t) s entiende el promedio de las mediciones de la magnitud dada en el isntante ¢.

(3.82)

La férmula se obtiene partiendo de la definicién (L)

(L) = /g(m,t)de: /\P*ﬁ\lldm (3.83)

(V) )
y calculando la derivada
d d A
—(Ly=— [ VLY .84
=4 [vivie (3.8)
V)
la cual resulta igual a
s )
/ —\Ilda:—i—/aa LVUdz —|—/\II Laa—da: (3.85)

(V) (V) V)
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Si se emplea la ecuacién de Schrodinger y se reemplaza la derivada de la funcién ¥(z,t), la
ecuacion anterior resultara transformada en

d oL 1 [ Ay s 1 .

—(L)= [ VZ=Vde — — | HTU LUde + — [ W*LHUd 3.86

A / ot v m/ $+ih/ @ (3.86)
V) (V) V)

y, gracias a la hermiticidad de los operadores, en

d oL 1 - 1 ..
—(L) = U —W(d — | V'LHVYdx — — | V*HLYd .
L / or o v m/ v (3.:87)
(V) (V) V)
Por lo tanto,
d OL  i.. - d .
— (L) = U — + —|H,L| s Wdx = U — LW )
'L / {5+ gl ] jwda / K Thak (3.88)
V) V)
donde .
d. OL i, -
L=+ [0 1L .
it = o TRl (3:89)

De la ecuacion anterior se deduce, en particular, que si un operador dado no depende
explicitamente del tiempo y conmuta con el hamiltoniano su valor esperado no cambia con el
tiempo. En efecto, en este caso
. OL i s
L=—+—-|H,L| =0 3.90
it~ o TRt (390

y, por lo tanto, la derivada de su valor esperado es cero. Tal magnitud se denomina integral
de las ecuaciones cuanticas del movimiento.

Lo mismo sucede con la probabilidad de que en un momento dado la magnitud L tenga
un valor, digamos, L,, la cual estd relacionada con el peso especifico del estado 1, (x,t) en el
estado arbitrario W(zx,t). Como éste es igual a

U(a,t) =Y cathn(@)e ™ H =D cu(t)i(x), (3.91)
donde

cn(t) = cpe™ i =c,(0)e " h (3.92)

entonces
o(Ly,t) = |en(t)|? = |cn(0)]* = const (3.93)



Capitulo 4

Algunas aplicaciones sencillas

En el presente capitulo se resolvera la ecuacion estacionaria de Schrodinger para algunos
casos sencillos. En particular s analizaran problemas unidimensionales con potenciales que per-

miten obtener soluciones exactas.

4.1. Una particula libre

La energia de una particula libre, es decir que no soporta interaccién alguna es puramente

cinética, razon por la cual el hamiltoniano tiene la forma

SR P

2m dx?

Por lo tanto, la ecuacién de Schrodinger sera la siguiente

&) = B

2m dx?

y puede ser expresada como

d*y(x) N 2mE
dz? h?

La ecuacién anterior tiene la forma

P(x) =0

y'(x) + k*y(x) =0,

con k real, razon por la cual sus soluciones generales son del tipo

e:l:ikm

Por lo tanto, las soluciones de la ecuacén (4.3) seran

w(l‘) :A+eikx—|—A_e_ik$,

46

(4.1)

(4.2)

(4.3)

(4.4)



Antonio Rivasplata Mendoza Mecanica Cudntica: Apuntes introductorios 47

donde k = p/h = vV2mE/h, y describiran ondas planas que se desplazan hacia la derecha e
izquierda, respectivamente. Esta solucién esta en concordancia con lo propuesto por De Broglie,
es decir, que una particula en movimiento libre puede ser asociadada con una onda plana.

Si el movimiento es hacia la derecha, el coeficiente A_ = 0 y el estado serd descrito por la
funcion

Y(x) = A,y ek (4.5)

En cambio, si el cuerpo se mueve a la izquierda A, = 0, la funciéon que describe su estado sera

Y(r) = A_e ke (4.6)

En ambos casos la energia puede tomar todos los valores positivos posibles, es decir, no hay
ninguna restriccion adicional y el movimiento de la particula debera ser asociado con el de un
paquete de ondas con valores de kK muy cercanos.

4.2. Una particula en un escalén de potencial

Se conoce como escaléon de potencial a un potencial que tiene solo dos valores, constantes
y diferentes en dos sectores distintos. Un caso particular es el potencial

Vig) =¥ <0, (4.7)
Vo, =0

En este caso, la ecuacién de Schrodinger serd distinta para los intervalos con diferente val-
or del potencial. Por tal motivo, es conveniente analizarla por separado en cada uno de tales
intervalos a los cuales les denominaremos “zona A” (z < 0) y “zona B” (z > 0).

En la zona A la ecuacion sera coincidente con la de la particula libre, es decir,

d?*Y(x) 2mE
V) 2wy =0 (45)
y su solucion . ’
Ya(z) = Ay A_etFe, (4.9)

donde k = v2mE/h, también coincidird con la de la particula libre. Esto es natural ya que en
estos sectores la particula estd libre de toda interaccion.

En la zona B la ecuacién de Schrodinger adopta la la forma siguiente

h d?
o 4t (z) + Voub(z) = E¢(x), (4.10)

la cual es equivalente a la ecuacion

d*(x)  2m(E - Vo) _
dz? + 72 U(z) =0 (4.11)

y su solucion va a depender de la relacion entre los valores de la energia F y del potencial Vj.
Por eso, es necesario ver los dos casos posibles: Cuando £ > Vj y cuando E < V4.
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I Caso: Cuando E > V.

Como el valor de la energia E de la particula es mayor que el del potencial Vj, el segundo
término de la ecuacién anterior es positivo. Gracias a ello, la solucion

Yp(z) = By e'¥'® 4 B_e7iF'2 (4.12)

donde k' = \/2m(FE — Vj)/h, es del mismo tipo que en las zonas donde la particula se mueve
libremente, pero con la diferencia que en este caso su vector de onda y, en consecuencia, su
velocidad de grupo van a ser menores.

En conclusion, la solucién general de la ecuacién de Schrodinger sera la siguiente

Apetkr 4 A eTike x < 0,
U(z) = { v (4.13)

B, etF'® 4 B_eHz z = 0.

Pero, para que describa estados fisicos debe satisfacer la condiciéon de continuidad, lo mismo
que su primera derivada, en todos los puntos del dominio.

En particular, en x = 0 estas condiciones se expresaran mediante las ecuaciones
A+ + A_ — B+ + B_
y N (4.14)

A, —A_ =—B, -~ B_
+ EoF ok

las cuales permiten encontrar los valores de A_ y B, como funciones de A, y B_.

Por ejemplo, si en el momento inicial la particula se desplazara por la zona A hacia la
derecha, se tendria que B_ = 0. Por lo tanto las condiciones anteriores se transformaran en

A, —B+ — —A+

(4.15)
k,/
A_ + - B+ - A+
k
de donde se obtiene
2k k—Fk
B, = A A =—F—A 4.16
Frre oy Y P (4.16)
La densidad de corriente, que en este caso se expresa mediante la férmula
hk(|A+|2 — ]A,|2)/m, x <0,
Jj= (4.17)
hk'|B|?/m, x>0,

debe ser constante.
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En efecto, de la ecuaciéon anterior se obtiene
AP KB
A2 kAL

relacién que se satisface si se tiene en cuenta los valores de B, y A_, obtenidos en (4.16).

(4.18)

Por analogia con la Optica, el primer término de la expresién anterior

AP (kR

= = 4.1
B =GRy 1)
es denominado coeficiente de reflexion y el segundo
! 2 !
p- MIB L _A4kk (4.20)

kAR (kR

se conoce como coeficiente de transmision.

Efectivamente, el coeficiente T expresa el flujo relativo de probabilidad hacia la derecha en
la zona B, el cual esta relacionado con el movimiento hacia el infinito positivo. Por su parte, R
representa el flujo de probabilidad hacia la izquierda en la zona A, es decir del movimiento de
retorno hacia el infinito negativo. Este fendémeno no tiene analogo en la Fisica Clasica,
segun la cual sélo es posible el movimiento hacia la derecha.

IT Caso: Cuando F < V.

En este caso la ecuacion en la zona B puede expresarse como

dY(x)  2m(Vy— E) B
ez 72 Y(z) =0 (4.21)

y va a tener otro tipo de soluciones, ya que el segundo término tiene signo negativo.

En efecto, la solucion general se expresa como
Y(x) = By et * + B eV (4.22)

donde k' = /2m(Vy — E)/h, pero los coeficientes deben ser tales que la funcién no sea diver-
gente cuando x — oco. Esto es posible si B = 0 debido a lo cual

Yp(z) = Be ™. (4.23)

El resultado anterior tampoco tiene analogo en la Fisica Clasica. En efecto, la probabilidad
de que la particula se encuentre en la zona B no es estrictamente igual a cero, como en el caso
clasico, sino se expresa mediante la funcién

p(z > 0) = B*e 2V, (4.24)

La funcién anterior tiende a cero muy rapidamente. Sin embargo, el hecho mismo de no
hacerse cero en el mismo limite es un fenémeno exclusivamente cuantico.
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4.3. Una particula en una barrera de potencial

Se denomina barrera de potencial a un potencial que es diferente de cero y, adicional-
mente, constante sélo en un intervalo finito de la coordenada. En particular, la barrera simétrica

tiene la forma
Vo, 7| < a,
Viz) = 4.25
(%) {0, x| > a ( )

Como en el caso anterior, la ecuacién de Schrodinger serd distinta para los intervalos con
diferente valor del potencial. Por tal motivo, también debe ser analizada por separado en cada
uno de tales intervalos a los cuales les denominaremos “zona A” (z < —a), “zona B” (|z] < a)
y “zona C” (x > a).

En las zonas A y C el potencial es nulo. Por lo tanto, la ecuacion de Schrodinger seré la de
una particula libre, es decir,

d*y(x) N 2mE

702 2 P(z) =0 (4.26)

y su solucién, naturalmente, coincide con la de la particula libre.

En consecuencia, para la zona A

Ya(z) = Ay ek 4 Aotk (4.27)
y para la zona C
Yo(z) = Oy e'F* 4+ C_eFe, (4.28)
En la zona B la forma de la ecuacion es la siguiente
R d?
o 2 Uw) + V() = B(a), (4.29)

que es equivalente a

d*y(x) N 2m (E — V)
dx? h?
y su solucién va a ser distinta para los dos casos posibles: Cuando ' > V; y cuando £ < Vj.

W(z) =0 (4.30)

I Caso: Cuando FE > V.

Cuando el valor de la energia E de la particula es mayor que el del potencial Vj, el segundo
término de la ecuacion anterior es positivo. Por lo tanto, su solucién también representara ondas

planas ‘ A
VYp(x) = By e'¥® 4 B_e F?, (4.31)

donde k' = \/2m(E — V) /h.
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En consecuencia, la solucién general sera la siguiente

Ay etke 4 A emike r < —a,
W)= Boots £ B ¥ i <al (1.32)
C,etkz 4 O emike x>a

y el movimiento va a depender de las condiciones iniciales.

Supongamos, por ejemplo, que al principio la particula viene del infinito negativo y lo hace
con una velocidad igual a v,. Al llegar al limite entre las zonas A y B (z = — a) el movimiento
puede continuar de dos maneras.

Por un lado, existe la probabilidad
pp o | By (4.33)

de que la particula ingrese a esta zona y siga en su movimiento hacia la derecha con velocidad
vp. Pero también hay una probabilidad

o o |AJ? (4.34)

de que el cuerpo regrese a la zona A y comience a desplazarse hacia la izquierda con el mismo
valor de la velocidad inicial v,.

Al llegar al limite con la zona C (x = a) se observa la misma situacién que en el limite entre
las zonas A y B. También acd la particula puede continuar en su movimiento hacia la derecha
con una probabilidad

o o< |y I (4.35)

en cuyo caso el cuerpo recupera inmediatamente y de manera instantanea su antigua velocidad
v, = v,. Pero, igualmente, existe una probabilidad

P o< |B-[*

de que pueda desplazarse en sentido contrario, es decir, hacia la izquierda, con velocidad v.

II Caso: Cuando E < V.

En este caso el movimiento en las zonas A y C' en las cuales el potencial es cero sera igual
que en el caso anterior. En consecuencia, para la zona A se tendra

Ya(z) = Ay e'F 4 A etk (4.36)

y para la zona C ' .
Yo(z) = Oy e'f* 4 C_ehr, (4.37)

donde k£ = v/ 2mE/h.
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Pero en la zona B la ecuacién

d*p(z)  2m(E — V) B
dz2 + h2 w(ﬂf) =0 (438)

que también puede expresarse como

dp(x)  2m(Vy— E)
— x)=20 4.39
- o= () (439
va a tener otro tipo de soluciones, ya que el coeficiente que acompana al segundo término es
negativo.

En efecto, la solucion serd la siguiente
Y(xr) = Byet"® + B e7F2, (4.40)

donde k' = /2m(Vy — E)/h, y se caracteriza porque no constituye ondas planas, razén por la
cual no puede describir el movimiento de particulas en su sentido clasico.

De acuerdo con la teoria clasica las zonas donde el potencial es mayor que la energia de la
particula son areas donde el movimiento no es posible. Los limites de tales zonas se denominan
puntos de inflexion ya que un cuerpo en movimiento sélo puede llegar hasta esos puntos y luego
tiene que retornar a las zonas donde el potencial es menor.

En el caso cuantico la solucion general

Ay ethr 4 A etk r < —a,
Y(r) = Byel* + B e Fo lz| < a, (4.41)
C,ehe + O ek, x>a

es tal que existe la posibilidad de que si al principio la particula estaba desplazandose por la
zona A hacia la derecha, en cuyo caso C_ = 0, también resulte en la zona C.

En efecto, al analizar las relaciones de continuidad se puede establecer que el coeficiente C'y.
que esta relacionado con el movimiento del cuerpo en la zona C hacia la derecha es diferente
de cero y se expresa como funcién de A,.

En x = —a las relaciones de continuidad se expresan mediante las ecuaciones
i . o ,
A+€ Zk“+A,e’k“:B+e ka—l-B,eka
(4.42)
ik

A+ e—ikza _ A eikza _ _? (B+ e—k:'a — B ek’a)

de las cuales se deduce que

A, = % {B+ [1 . ik’/k] elih—k)a | p_ [1 + ik’/k} e<ik+’f/>a} (4.43)
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y
1 N ! !
A=3 {B+ [1 n ik’/k]e_“k*k o 4B [1 K /k:} ~(ik=H)a } (4.44)
igualdades que pueden ser expresadas en forma matricial
A A L LI N PSR I B,
=3 (4.45)
A [1 + Zk//k} (ik+k")a [ lk‘//k‘} (ik—k")a B

Por su parte, las relaciones de continuidad en el punto x = a conducen a las igualdades

/ o . .
B+eka+B,e ka:CJreZka—i—C,e ika

" (4.46)
/ —ka _ ! —ika
B+eka—B_e k k;/ (O+ C_e k )
de las que se obtiene
1 ; /| o(ik=K")a (ik+k')a
By =3 {o+ [1 +zk/kz]e +C [1 zk/k:] } (4.47)
Y 1
B.=3 {c+ [1 - z'k;//a} (k+k)e | o [1 + zk:/k;] ~(ik—K)a } (4.48)
que también pueden ser expresadas como producto de matrices
By L [k /R e 1 — ik /K |em (ke C.
B_ [1 — ik/K|elktKa [1 4 ik /K| e~ h-K)a C

Si se aprovecha el resultado anterior y en la ecuacion (4.45) se reemplaza la matriz confor-
mada por los coeficientes B se obtendra

A, [cosh 2K'a — (ie/2)senh2k’a} eZiha +(in/2)senh2k’a c.
A- —(in/2)senh2k'a [COSh 2k'a + (is/2)senh2k:’a] e 2ika C-
(4.50)
donde
Kk Kok
"EYR Y TR W (4.51)

Si C_ =0 de la ecuacién anterior se obtendra

A, = (cosh 2k'a — %senh%’a) ek O, | (4.52)

A= —gsenh@k’a) Cy, (4.53)
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Por lo tanto,
e—2zka

= A
Cx cosh 2k'a — i(e/2)senh2k’a

4 - in e~ 2k gsenh2k’a

En consecuencia, el coeficiente de transmision serd igual a

1
T = 2 2
cosh” 2k'a + (£/2)%senh"2k'a

y el de reflexion se expresard como

1 n?senh?2ka

4 cosh® 2k + (¢/2)2senh®2ka

4.4. Un pozo de potencial

El pozo de potencial es un potencial del tipo

-V
V(.T) _ 0y ’ZC| <a
0, lz] > a
debido a lo cual la ecuacién de Schrodinger sera
d*y () 2
k() = 0,
con k =+2mE/h, para |z| Z ay
d*y(x) 2
Froa k*(z) =0,

donde k' = /2m(E + V) /h, cuando |z| < a.

2 cosh2ka —i(e/2)senh2k/a "

(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)

(4.58)

(4.59)

(4.60)

Como en los casos anteriores, también en el pozo de potencial es necesario analizar dos

casos: Cuando F > 0y E < 0.

I Caso: E > 0.

En este caso k y k' son positivas, razén por la cual la solucion general es de tipo ondulatorio

Ay ethr A emike r < —a,
U(r) = { By e+ B_etHr, z| < a,

C,etke 4 O etk r>a

(4.61)
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En otras palabras, éste también es un caso de dispersién de una particula en un potencial
seccionalmente constante. Sus caracteristicas mas importantes lo constituyen los coeficientes de
transmisién y reflexién, para cuy calculo es necesario expresar los coeficientes C'y y A_ a través
de A,.

De las condiciones de continuidad se obtiene

A, [cos 2k'a — (ie’/2)sen2k”a] g2ika —(in' /2)sen2ka C.
A — (i /2)sen2ka [cos 2k a + (z'e’/2)sen2k:’a] e~ 2ika C-
(4.62)
donde v -
/
=+ == _2 4,
S (4.63)

En consecuencia, el coeficiente de transmision sera

1
T = 4.64
cos? 2k'a + (¢'/2)?sen?2k’a (4.64)

IT Caso: E < 0.

En este caso las ecuaciones de Schrodinger seran

d*y /
dx(f) R () =0 (4.65)
donde k' = \/2m(E + Vp)/h, en la zona || < a 'y
d2
;/;(Qx) +k2p(x) =0 (4.66)

donde k = v/—2mE/h, en la zona |z| > a.

Dentro del pozo las soluciones son
Yp(x) = Bp cosk'z + Bysenk'z, (4.67)

donde la primera es par, mientras que la segunda es impar. En cambio fuera del pozo, se tendra

Ae® cuando x < —a
) = ' ’ 4.68
v(z) {Ce_’“, cuando r > a. ( )
Por lo tanto, la solucién general sera
Aelt T < —a,
Y(z) = { Bp cosk'x + Brsenk'x, lz| < a, (4.69)

Ce™ " T > a.
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Las condiciones de continuidad en un punto dado zy, que también pueden expresarse medi-
ante relaciones del tipo limite

limpa(zg — ) = lim a(zo + €)
e—0 e—0
(4.70)

z / . 4 /
lim 4y (20 — ) = Hm oy (20 + ),

se pueden agrupar en una sola

o P L S (6

denominada derivada logaritmica.

Si la solucion general que sélo incluye soluciones pares es evaluada * = —a y ¢ = a, la
relacién de continuidad se transforma en

k' cot ( — k'a) =K

(4.72)
k' cot (Ka) = —k
de las cuales, si se tiene presente algunas identidades trigonométricas, se obtiene
K hk'
sen( — ka) = —
VE? + K2 /2mV

(4.73)

sen(k'a) = i = Ik

VE? + K2 V2mV,
Si se contintda con las transformaciones trigonométricas se tendra
—Ka=mnr+ arcsen( Ik )
N v2mV,

4.74
, , hk,/ ( 7 )

—|—ka:m7r—arcsen< >

2mVy
de donde se obtiene la ecuacién
hk'
Ka="T arcsen ( ), (4.75)
2 2mVj

donde n es un numero natural.
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La ecuacion obtenida establece algunas restricciones a los valores posibles de la energia. En
primer lugar, el argumento de la funciéon “arcsen” debe ser

\V2mVj

hk'
<1 de donde se infiere que K < "

V2mVy =

Por otro lado, k' tomard sélo un conjunto discreto de valores que seran los que correspondan
a la interseccién de la recta que representa a la funcién de la izquierda con las curvas que
expresan la funcién de la derecha. Para cada valor de n habrd un y sélo un valor de la energia,
es decir

(4.76)

R

E, = (4.77)

2m

Finalmente es necesario subrayar que para que la igualdad (4.75) se satisfaga, es decir exista
interseccion entre las lineas que representan las funciones de la izquierda y derecha, se debe

cumplir que cuando k = v/2mVy/h
ka > % — arcsen(1) —— Vv 2ma?Vy/h > g (n—1). (4.78)
Esto se cumple para cualquier pozo de potencial, por lo menos, para n = 1. El nimero de
posibles valores de la energia dependerd del valor de n para el cual se satisface la desigualdad

anterior.

El nimero de estados que puede haber para una profundidad dada del pozo Vj se puede

definir de la relacién - ni
5 (n—1) < v2ma*Vy/h < - (4.79)



Capitulo 5

El oscilador armonico

Una de las aplicaciones mas sencillas del formalismo de Schrodinger y a la vez mas im-
portantes por su utilidad es el oscilador arménico monodimensional. En efecto, mediante
una correcta eleccion de las coordenadas generalizadas, el movimiento de cualquier sistema de
particulas que ejecuta pequenas oscilaciones puede ser expresado como el de un conjunto de
osciladores independientes.

Por otro lado, el oscilador arménico no representa un sistema real, sino es una idealizacién.
La férmula de su energia potencial implica que a medida que el oscilador se aleja de su posicién
de equilibrio la fuerza de interaccién, que provoca el retorno del sistema a esa posicién de equi-
librio, crece ilimitadamente. En cambio, en los sistemas reales la dependencia de la fuerza con
respecto de la deformacion tiende a cero a partir de ciertos valores de z (y la energia potencial
a una constante). Sin embargo, para pequenas amplitudes, esta idealizacion es totalmente licita
y justificada.

5.1. Ecuacion del oscilador armonico

El hamiltoniano del oscilador armoénico se obtiene aplicando normas generales de la Mecanica
Cuantica, es decir reemplazando las variables canénicas por sus respectivos operadores. Su
formula es la siguiente

~2 2
oDy mw?
H= %4 ——3?° (5.1)
2m 2

es decir,
i n? d*y(x) N mw?
= —— .
2m  dz? 2
En consecuencia, la ecuacion de Schrodinger para los estados estacionarios se expresa como

(5.2)

Ry
2m dt? 2

Y=E4 (5.3)

o8
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y adquiere la forma
d*y(x)
dzx?

mw [2mE

Para resolver la ecuacién anterior es conveniente hacer el cambio de variable v — y = a?a?
después de lo cual se obtiene

—a*x*P(x) + k*(z) =0 (5.4)

si

2 1d K2y
{vaptam+ e~ P =0 (56)
es decir,
d? 1d Y B
{vap +ag + - DIvw =0 57)
donde

k> 2mE/W FE
4a2  4dmw/h  2hw

E =
5.1.1. Comportamiento asintético de i (y).

El comportamiento asintético de la ecuacion en el infinito es similar al de una funciéon
exponencial. En efecto, en el infinito sélo son relevantes los términos proporcionales a y, es
decir, la ecuacion se transforma en

oy
{yd_y2 - Z}%s(y) =0 (5.9)
y tiene dos soluciones ) )
ez? y e 2 (5.10)

La primera solucién es divergente, razon por la cual tiene que ser desechada. Por eso, como
solucion de la ecuacién asintotica se toma

Yasly) = €72 (5.11)
y la solucion general puede ser expresada como
V(Y) = vas(y) f(y) = ¢2Y f(y) (5.12)

donde f(y) es una funcién a determinar.

La ecuacién diferencial que satisface f(y) se obtiene al reemplazar 1(y) en la ecuacion
general,

d? 1d
{ gt (e - y)}e_%yf(y) =0 (5.13)
y 1no es otra que

d2

g (W) + 5 (W) + (e = Pl W) =0 (5.14)
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5.1.2. Ecuacién para la funcién f(y).

Después de tomar las derivadas de la funcién exponencial, la ecuacién anterior se transforma
en

d? d
VI G- T - i) - (5.15)
ecuacion que es de la forma
uf"(y) + (v —y) f'(y) —afly) =0 (5.16)
vy=1/2 vy a=¢c—1/4 (5.17)

Esta es la ecuacion para las funciones hipergeométricas confluyentes, que, ademas de
depender de la variable y, contienen dos pardmetros a y y y se representan por F(«,~,y). Las
funciones hipergeométricas tienen, entre otras, las siguientes propiedades

= Se definen mediante la serie

F(a,v,y) = Z E:;: gi—l; con (@) =1, (o), =afa+1) - (a+v) (5.18)

v=0

= En el infinito se comportan como

Fla,v,y) — L0) o y* (5.19)

[(a)

= Para cada valor de a y v la ecuacion diferencial tiene dos soluciones independientes:
F(a,v,y) v y' T Fla—v+12-1y)

Por lo tanto, la funcién f(y) se expresard como una combinacién lineal de ambas funciones
con coeficientes constantes, es decir

fly) =Dy F(1/4 =& 1/2;y) + Dy y'* F(3/4 -5 3/2; y) (5.20)
y la funcién total sera

Y(y) =Dy F(1/4— 21 1/2; y)e 2 + Dy y'/? F(3/4— 25 3/2; y)e 2" (5.21)
5.1.3. Valores propios de la energia.

Como ¥ (y) debe tender a cero en el infinito, entonces es necesario exigir que ambas fun-
ciones hipergeométricas tengan un comportamiento analogo, es decir tiendan a cero.
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Para que la primera solucion
F(1/4—¢€1/2;y) — 0 cuando Yy — 00
es indispensable que
I'1/4—¢) — oo, ya que I'(1/2) #0 (5.22)

Esta condicién se puede cumplir si el argumento de la funcién I' toma valores enteros no
positivos. En consecuencia

e=m+1/4 con m=0,1,2,--, (5.23)

es decir,
E=hw (2m+1/2) (5.24)

Para que la segunda solucién tienda a cero, es decir para que
F(3/4—¢;3/2;y) — 0 si Yy — 00
se requiere que
['3/4—¢) — o0, puesto que I'(3/2) # 0,

lo cual, al igual que en el caso anterior, se satisface si el argumento de la funciéon I' toma valores
enteros no positivos. Por lo tanto,

e=m+3/4 con m=0,1,2,--- (5.25)

E=hw (2m+1+1/2) (5.26)

En consecuencia, 1(y) tiene propiedades de funcién de onda sélo para los siguientes valores
de la energia
E,=hw (n+1/2) con n=0,1,2---, (5.27)

relacién que agrupa las dos restricciones obtenidas anteriormente.
En consecuencia, la energia resulta cuantizada y, lo que también es muy impor-
tante, tiene un valor minimo igual a fiw/2. Estas dos propiedades son totalmente diferentes

a las que tiene la energia de un oscilador clasico, la cual puede tomar cualquier valor, incluyendo
el cero.

5.2. Polinomios de Hermite.
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Cuando a es un entero no positivo, la ecuacién para las funciones hipergeométricas se
transforma en la ecuacién para los polinomios de Hermite. En efecto, si en lugar de y se
introduce la variable { = ,/y = ax la ecuacién diferencial para f se transforma en

I8 o2 1 a1t =0
(5.28)
PIEO ) .

que es la ecuacion para los polinomios de Hermite, y sus soluciones independientes se expresan
asi

f(€) = Han(§) oc F(—n; 1/2; £7) (5.29)

F(&) = Hania(€) o< € F(=n; 3/2; &) (5.30)

Los polinomios de Hermite tienen las siguientes propiedades:

= Se expresan a través de las funciones hipergeométricas mediante la formula:

(€)= (-1 B p(on1j2.€) (5.31)
Y 2 1!
(&) = (1) E g p(n 3/, 6) (5.32)

Son polinomios de orden n, es decir pueden ser expresados mediante relaciones del tipo

Hy(€) = cnl™ 4 cpal™ 2+ - (5.33)

Su férmula de Rodrigues es la siguiente

§2 dn _62

» Satisfacen las siguientes relaciones de recurrencia:
1
§HAE) =n Hua®) + 5 Hua(6) (53
' dH,
;@ — o0 H 1 (€) (5.36)
= Satisfacen la siguiente condiciéon de normalizacion
/ e & H, (&) Hp(€) d€ = /7 2" 1l Spm (5.37)

o0
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5.2.1. Funciones propias del oscilador armodnico.

Sobre la base de los resultados obtenidos es posible definir funciones propias del oscilador
armonico. Su férmula es

W(x) = Ne 2% H,(ax) (5.38)

donde N es un coeficiente de normalizacion, cuyo valor puede ser calculado empleando las
propiedades de normalizacion de los polinomios de Hermite.

En efecto, de la integral

/N* o2 H,(ax) Ne 2% H,(ax)dx =1, (5.39)

que no es otra cosa que

NP2 / % F2(qz)d = 1 (5.40)
se obtiene
51 o) a 1/2

En consecuencia, las funciones propias 1, (x) ortonormalizadas se expresan mediante la
formula

Un(x) = {ﬁ}m e 30 H,(ax) (5.42)

y satisfacen las relaciones de recurrencia

f%(iv) = \/g?ﬂnﬂflf) + & ;_ ! wn+1($)

(5.43)

d +1
F@ = 3 - "
5.2.2. Valores propios de las magnitudes fisicas.

Empleando las relaciones de recurrencia de las funciones propias se puede demostrar que en
el estado n—ésimo

(@ = [ i@ 2 va(a)de = [0 (0) 0 vula) do =0
) ) (5.44)

(D)o = / ¥2(@) popn(x) dz = —ih / Vi@) s () da = 0
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en consecuencia la relacién de incertidumbre para tales magnitudes es

h2
(Ax) ) (Ap)) = (@)-0") = (5.45)
Por otro lado, la energia media del oscilador esta dada por la férmula
(p*) | mw? o, (ph) | mwh?
E) = - > 4
Bl =om ¥ 0z o0 S (5.46)

es decir, siempre serd mayor que cero.

Si se calcula la derivada del valor esperado de la energia con respecto de (p?) y se la iguala
a cero se ve que el minimo se obtiene para

B mwh

(*) = =~ (5.47)

en consecuencia, el valor minimo de la energia resulta igual a
min (F) = — (5.48)

coincidente con el valor de la energia para el estado fundamental.

5.3. El oscilador armoénico en la representacién de Fock

Las relaciones de recurrencia para las funciones propias del oscilador armoénico son tales que
permiten introducir dos operadores cuya accién sobre tales funciones es especialmente sencilla.
En efecto, si se suma y resta miembro a miembro ambas ecuaciones se obtiene lo siguiente:

d
&+ d_g) Un(2) = V201, (2)

(5.49)

(e - %) bn(z) = V20 T 1) o (2)

5.3.1. Operadores de creaciéon y aniquilacion.

Las combinaciones que se encuentran entre paréntesis en los términos de la izquierda son
operadores que al actuar sobre una funcién dada 1, la transforman en la inmediata inferior
¥,—1 0 superior ¢,,,1. Por tal razén a tales combinaciones multiplicadas por un apropiado factor
constante se les representa por a y a*.
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Después de dividir todo entre v/2 y de pasar de la coordenada adimensional ¢ a la coordenada
fisica x, los operadores a y a* resultan expresados como

A—i( +1i)—i< @ + ii)
=N T L V2 Y n TN e do

(5.50)
1 R ip
—2h(\/mwx+m)
y

1 1 d 1 mw h d

Ay L e _ Loy a4

“ = 2(@:)3 ad:v) 2< h$ mwd:z;)
(5.51)

Propiedades de a y a™.

Los operadores a y a* tienen las siguientes propiedades:

= No son operadores hermiticos. En efecto el adjunto de a serd

@) = —={ (Vi + )} = = (vimws - )} (5.52)

En consecuencia

(@)' #a pero en cambio (@)t = a* (5.53)

» El producto a*a, representado por N , es un operador hermitico. En efecto, su adjunto

A

Nt =(ata)' = @@ =ata=N (5.54)

= El conmutador de [&, dﬂ es igual a 1. Efectivamente

1
I =2

{(Vmai+ %) (Vi — \/Zz_w)_
(5.55)

ip

Vi)

b :
(Vimas — ) (Vs +

por lo tanto,

la,a™] = % {2ipz — 2iip} = % {pz —ip} =1 (5.56)
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= También se puede verificar que

[a", N] = na" y ("), N] = —n (a*)" (5.57)

[a, N] = [a,a%a] = a* [a,a] + [a,a%]a = a (5.58)

La demostracién se completa suponiendo que se cumple para un valor n y verificando que
se satisface para n + 1.

A

@™, N = ", N] = a" [a, N] + [a", N]a
(5.59)

=a"a+na"a=(n+1)a"t!
5.3.2. Operadores de las magnitudes fisicas.

Los operadores de la coordenada, el momento y la energia se pueden expresar a través de a
y a®. En efecto, sumando miembro a miembro las definiciones de a y a* se obtiene

a+at = {zm/\/ﬁ}:@ (5.60)

de donde

=

(a+a™) (5.61)
Si se toma la diferencia se obtendra

6—at= {22'/\/%};5 (5.62)

es decir

b= {V2hma/2i} (a - at) = —z’,/h”;“ (a—at) (5.63)

En consecuencia el hamiltoniano se expresara como

.1 CJhmw 2 mw? R 2
H_%{_Z\/ ya=an )+ 5] Qmw(a+a)}

(5.64)
— _%(a— at)’ + —(a+a")’
de donde .
H ==>(a*a+aa*) = ho(N +1/2) (5.65)
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5.3.3. Vectores propios en la representacion de Fock

El hamiltoniano conmuta con el operador N. En consecuencia, los vectores propios de H
también lo son de N, es decir, si

NI|N) = n|N) —  H|N) = E,|N) (5.66)
y poseen las siguientes propiedades:

= Los valores propios del operador N son todos enteros no negativos. En efecto, de la
definiciéon de norma como un valor positivo

I a|N) [IP= (Nla*a|N) = (N|N|N) = n(N|N) (5.67)
se desprende que n > 0.

= Sin > 0 entonces a|N) es un vector propio perteneciente al valor propio n — 1

=a(ata—1)|N) = a(N —1)|N) (5.68)

y @™|N) corresponde al valor propio n — m, es decir

N(@)"|N) = (n —m) (a)"|N) (5.69)

= Sim=n
(@)™|N) = 0) (5.70)

donde el vector |0) que se define como

0) = [N) = [N)

= De la propiedad anterior se desprende que
alo)y =0 (5.71)
= Por su parte a*|N) es vector propio correspondiente al valor n+1y (a™)?|N) corresponde

an+ q. Es decir, R
Na*|N) = (n+1)a*|N) (5.72)

N(@H™|N) = (n+m') (@)™ |N) (5.73)
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Las propiedades enumeradas anteriormente permiten definir todos los vectores propios en

una representacion dada. En efecto, la relacion
al0) =0, (5.74)

permite definir la forma del vector |0) y los otros vectores se obtendran empleando el operador
de creacién at.

En particular, en la representacién de coordenadas la ecuacién anterior sera igual a
1
V2

y su solucién, que viene a ser el vector |0) en la representacién de coordenadas, es la funcién

d

€+ d_g’) 0)

(5.75)

(€10) = o (§) = Ce™*/2 (5.76)

la que después de normalizada y del cambio de variable tiene la forma

(2]0) = Yolx) = (%)“2 ea"s?/2 (5.77)

Los otros vectores se obtienen mediante la aplicacién de a* sobre |0). Pero tienen que ser
normalizados ya que su norma resulta diferente de la unidad. En efecto,

| (@*)"[0) [I*= (ola"(a*)"|0) = (0la"~" (aa™)(a™)"1|0) (5.78)
expresion que puede ser transformada si se tiene en cuenta el conmutador [a,a™].

Gracias a ello se obtiene

I@*)710) 1 = (0la"~ (4 + 1) (@) 10) = n{0la" " (&)~ |0

(5.79)
=n(0la"*(aa™)(a")">|0)
que, si se vuelve a emplear el conmutador [a,a"],resulta igual a
| @)10) 2= n(0]a™> (& + 1)(@*)"[0) = n(n — 1){0]a"*(@*)"2/0) (5.80)
Es claro que después de n transformaciones se obtendra
I (@*)"0) [*=n(n —1)---1(0[0) = n! (5.81)
En consecuencia, los vectores normalizados se escribiran
o V) @) s
vVl /nl
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La accién de a™ sobre los |n), ya normalizados, resulta igual a

+‘n - ‘O — A+ n+1 |0>
i @0} -
(5.83)
= VAL Gy = Va g Dn 4 1)
(n+1)!
La accién de a dara el resultado
1 1
iln) = a{— (&)™ 0)} = —aa’ (a0 5.84
)=l @0} = aat @) o) (5.8
el cual puede ser expresado como
N+1 1.
an)=——vnn—-1!'n-1)=—(N+1)|n—-1
n) NG Vn=1ln—1) NG ( )In—1)
(5.85)
1
En consecuencia, sus elementos de matriz en el estado n-ésimo son iguales a
(n'la*in) = (W'[Vn+1n+1) = Vn+ 10y 11
(5.86)

(nlaln)y = (W'|vn—1n — 1) = Vn b

Por su parte, los elementos de matriz de los operadores = y p también pueden ser calculados
facilmente si se les expresa a traves de a y a™. En efecto, para

() = G\ i (34 ) ) = e (] %) )

(5.87)
= i{ﬁ&z’n—l"’ Vn+15n’n+1}
V 2mw ’ '
y para
o hmw . . _Jhmw
(' lpln) = (] — 4/ 2 (@~ ) In) = —ig | 2 (] (@ ")
(5.88)

Finalmente, los elementos de matriz del operador de la energia también tienen una expresion
sumamente sencilla

(/| H|n) = ho('|N + 1/2In) = hw (n + 1/2) ('|n)
(5.89)
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La introduccién del operador N permite interpretar los estados con un valor definido de
la energia como un estado en el cual hay n particulas idénticas, cada una con la misma en-
ergia igual a hw/2. Estas particulas aparecen y desaparecen por la accién de los operadores a™*
y a, respectivamente. Es por esos que a éstos ultimos se les ha denominado operadores de
creacion y aniquilacién de particulas.

5.3.4. El oscilador armonico en varias dimensiones.

El formalismo de los operadores de creacién y aniquilacién es muy empleado en sistemas
de s dimensiones. En estos casos tales sistemas se entienden como un conjunto de osciladores
independientes!, cada uno con sus propios parametros, y su hamiltoniano se expresa como

R S R S 1 A A
H = Z h; = Z Sy {pf + m?wfxf} (5.90)
i=1 1 v

1=

El espacio de vectores de estado resulta siendo el producto vectorial de los espacios unidi-
mensionales. Asi que un vector arbitrario tendra la forma

m) = oy, ng) = [[In) o n=3"m (5.01)
i=1 i=1

donde |n;) es el vector propio del hamiltoniano correspondiente al oscilador i-ésimo.

En este caso se introduce operadores de creacion y aniquilacion de cada tipo de particulas,
de modo que un estado arbitrario se puede expresar como

—1/2

(5.92)
= (mlongl. - ) 2abag - at (o)
donde
10) = 101} 02) - - |0s) (5.93)
y |0;) es el estado fundamental del i-ésimo oscilador unidimensional.
La energia del estado n tiene la siguiente formula
B, =) hw(n;+1/2) (5.94)
i=1

LQue corresponderfan a los modos normales de oscilacién en el caso cldsico



Capitulo 6

Teoria del momento cinético

En la Mecanica Cuéantica hay algunos operadores vectoriales cuya propiedad fundamental
es que el conmutador de dos componentes diferentes siempre es proporcional a la tercera com-
ponente. Tales operadores se denominan operadores de momento cinético y de manera manera
genérica se representan por J.

La propiedad fundamental que satisfacen se expresa mediante las formulas:
Dokl =ihemi 6  jxj=ih}) (6.1)

donde, en la primera férmula, €;;,; es el tensor totalmente antisimétrico de tercer rango y se
Y )

presupone sumacién sobre los indices que se repiten dos veces, y en la segunda se emplea la

definiciéon de producto vectorial.

Una de las primeras consecuencias que se derivan de la propiedad anterior es que el cuadrado
del operador del momento siempre conmuta con una de las componentes. En efecto, aplicando
la propiedad fundamental se obtiene

70 = | Yok = Y0080 = D7 (e Uil + U 3l e (6.2)
k k k
asi que después de reemplazar los conmutadores se tendra
32,5 = i3 {enindn + Shindude } = i {Ineninn + Enindiin } (6.3
k k
gracias a lo cual

57,31 = ihjidn > {Ekin + Enie} = ihjkdn Y {Ekin — Ekin} =0 (6.4)
K K

Estas dos propiedades se toman como una definicién de un operador de momento cinético.
En consecuencia, independientemente de si tiene analogo clasico o no, se denomina operador
de momento cinético a todo operador vectorial que satisfaga las condiciones

ikl =ihew sy %] =0 (6.5)

71
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De la primera relacion se deduce que las componentes del operador 3 no pueden simultanea-
mente tener valores definidos, es decir las tres componentes no conforman un conjunto de
magnitudes simultaneamente observables.

En cambio, la segunda refleja el hecho de que si es posible medir simultdaneamente el cuadrado
del vector y una de sus componentes, lo que significa que ambas magnitudes tienen un conjunto
comiun de funciones propias.

6.1. Momento orbital

De acuerdo con el principio de correspondencia el operador del momento orbital debe de-
pender de los operadores de la coordenada e impulso de la misma manera como el momento
clasico depende de las correspondientes magnitudes fisicas. En consecuencia

. h - ~
l = &xp=&x-V = —ih@&xV (6.6)

En coordenadas cartesianas las componentes del momento orbital tienen la forma

~

li = E&ijk ii‘j ﬁk = —1h Eijk Tj %k (67)

y satisfacen las siguientes relaciones de conmutacion

~ ~ ~ ~

a1y =i B L, [0y, 0.) =i hl,, .0 =i hl, (6.8)

En coordenadas esféricas las componentes del momento orbital se expresan a través de las
siguientes formulas

l, = ih{sengp (%‘ + cot ¥ cosp %}

A 0 0

— = _ —_ 6.9
Ly zh{cosgp 59 cot ¥ seny 6gp} (6.9)
A 0
lz = —Zh%

52 . . .
de tal manera que el operador I tiene la siguiente expresion

Po el Qg dy, L&
L=-h {senﬁ ov (son 819) * sen?y Jy? (6.10)
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6.1.1. Valores propios y vectores propios del momento orbital.

Debido a que en coordenadas esféricas los operadores i2 y [, se expresan como operaciones
diferenciales sobre las coordenadas angulares, sus vectores propios en la representacién de coor-
denadas seran representados por funciones F(1J, ) de esas mismas coordenadas y las ecuaciones
para sus valores propios tendran la forma

0
y
~2 32 1 g g 1 8_2 _ 52
PR, )= —h {Semg o (send =) 4+ — aSOQ}F(ﬁ,@)_hﬁF(ﬂ, 0) (6.12)

Estas ecuaciones pueden ser resueltas mediante separacién de variables, es decir, asumiendo
que F(9,¢) = O(9) &(p), gracias a lo cual la primera ecuacién se transforma en

)
—ih 88—520) =had(p) (6.13)
y su solucién es la funcion '
D(p) = ei¥ (6.14)

La solucién obtenida debe ser tinica. Por lo tanto, debe ser la misma tanto para ¢ = 0 como
para ¢ = 27, lo que significa que
et = 1 (6.15)

que se cumple solo si « es entero, razon por la cual usualmente es representada por m.

La segunda ecuacion se expresara como

9 1 0 0 1 o2 ,
—h {senﬁ g send =5) + —a 372}@(19)@(@ =h"BO(0) 2(¢) (6.16)
Yy, ya que
Po(p)

op? —m” (), (6.17)

se transforma en

1 0 0 m2

send 8_19(861119 a_ﬁ) O(v) - send o) = -pO() (6.18)

Si cos® = £ entonces —1 < £ < 1y dé = —send d) y la ecuacién para O(&) adquiere la
forma

la-e) TEY - e + e - o
(6.19)
2\ 970(¢) dO(¢) m?
e} 5 —2e5 + {o-2ate@ =0

coincidente con la ecuacion para los polinomios asociados de Legendre.
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Ecuacién de Legendre.
Cuando m = 0 la ecuacién anterior se reduce a

d*6(¢) o (¢)
e 28T T8O =0 (6.20)

que es la ecuacién para los polinomios ordinarios de Legendre P;(&), siempre que 3 se relacione
con ¢ mediante la férmula 5 = (¢ + 1).

(1-¢%)

Su solucién puede ser buscada como una serie de potencias de la variable &
O(8) = Co+EC1 +ECo+ - = Cpe” (6.21)
n=0

cuyos coeficientes se definen al reemplazar la serie en la ecuacién diferencial.

En efecto, de la ecuacion diferencial se obtiene la siguiente relacion de recurrencia

iti+1)—p

)

C (6.22)

de donde se puede deducir que para valores grandes de ¢

Cito
Ci

— 1,

razén por la cual se comporta de manera similar a la serie geométrica, es decir, converge para
¢ < 1y diverge cuando & = 1.

Como la solucién también debe existir £ = 1, es necesario exigir que la serie se trunque en
el término /¢, es decir, se transforme en un polinomio de orden /. Eso es posible si

B=10((+1)

La formula de recurrencia es tal que si se conoce Cy y C se puede calcular el polinomio
completo. Por lo general uno de los coeficientes se toma igual a cero y el otro diferente de cero.
Cuando ¢ es par, se elige Cy # 0 y el polinomio contendra sélo potencias pares. En cambio, si
¢ es impar se toma C] # 0 y se obtiene un polinomio compuesto sélo por potencias impares.

Los polinomios de Legendre también se definen a través de la formula de Rodrigues

_ L d ey
PAS = 5 g (€ D) (623

de donde se puede deducir que

P =1 'y  P(=¢= (-1 P& (6.24)
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y también que

2
[r@r@i=5 50 v [R©d= (6.25)
Ademas se puede verificar que se cumplen las siguientes relaciones de recurrencia
§20+1) PA&) = (€4 1) Pea(€) + € Py (&) (6.26)
y
d d
(20+1) Ri(&) = £ Priy — dé P (6.27)

Ecuacién asociada de Legendre.

Antes de resolver la ecuacién general

{1_52} azalgg@ - zg%f) + {5—1T2£2}@(§) =0 (6.28)

es conveniente ver su comportamiento en los puntos especiales. Para eso se introduce la variable
z =& F 1 con respecto de la cual los puntos especiales resultan ubicados en z = 0, la ecuacién
toma la forma

d*0(z) 2(z 4+ 1) dO(z) B m?
dz> * 2(zx2) dz {z(zj:Q) * 2%(z £ 2)?

} 0(z) =0 (6.29)
y la funcién ©(z) puede ser expresada como
O(z) =27 T(z)  donde  Y(z)=>» D, z" (6.30)
n=0

de modo que para z — 0 la funcién puede ser aproximada como O(z) o z7.

En la cercania de los puntos especiales la ecuacién (6.29) adopta la forma

W=D jgzi;; TE - {z(zid) " 22(:;:2 2)2} @ =0 (6.31)
es decir,
Yy =1) 27 4y 27— g 7 — m{ 272 =0 (6.32)
Yy =1) 2772 4 by 27— mIQ =0
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de donde resulta )

7(7—1)+7—%=o 6 y=+m/2 (6.33)

Para que la solucion no sea divergente en los puntos especiales es necesario que 7y tome soélo
valores positivos. Por eso es conveniente considerar que v = m/2, cuando m sea positivo, o

también v = —m/2, si m es negativo. Cuando m es postivo! la solucién se postula como
0(&) (1 — &)""1(¢) (6.34)
con lo cual la ecuacion (6.19) se transforma en una relacién para Y (§)
d*Y dY
(1—§Z)T§)—2(m+1)£%+(ﬁ—m—m2)T(§):O (6.35)

Como Y (§) se expresa a través de una serie de potencias sobre &, sus derivadas también se
expresaran de manera analoga. Asi que después de reemplazar la funcién y sus derivadas en la
ecuacion se obtiene la serie

(e 9]

3 {(V—i-?)(u—i—l) Dyio — v(v—1) D, — 2v (m+1) D, + (—m—m?) Dy} =0 (6.36)

v=0
cuyos coeficientes deben ser ceros. Por lo tanto
(v +2)(+1) Doy = {y(y — D)4 2w(m+1)—B+m+ m2} D, (6.37)
de donde
v—1)+2v(m+1)— +m+m?
(v+2)(r+1)
Para que T(&) no diverga es necesario que sea un polinomio de orden k y ésto es posible s6lo

si los coeficientes para las potencias mayores son todos iguales a cero. Para que tal situacion
tenga lugar es indispensable que el numerador de la férmula de recurrencia sea igual a cero

Dyoy = 2 D, (6.38)

{u(u—1)+2u(m+1)—ﬁ+m+m2}/ _k:() (6.39)
de donde se deduce que
B =k +k+2km+m+m?
=(k+m)(k+m+1) (6.40)

=((l+1)
Las constantes ¢ y m estén relacionadas de tal modo que m esta limitada por los valores de
¢. En consecuencia
{=0,1, 2, ---
(6.41)
m=¢—k=0,1,2 - [

1El caso m < 0 se verd mds adelante.
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Al derivar la ecuacién diferencial (6.35) se obtiene la relacién

d*Y(§) d*Y oy AT
s 25{(m+1)+1}d—€2 + {B-(m+1)—(m+1)*} — =0

(1-¢) i

la cual puede ser expresada como

d2

d
(1-¢%) d_ng/(g) —2&{(m+1)+1} d—gr’(g) + {B—(m+1)—(m~+1)*} T'(€) = 0 (6.42)
La ecuacién anterior es la misma ecuacién (6.35), pero para m + 1 (en lugar de m) y su
solucién va a coincidir con la derivada de la soluciéon para m. Esto significa que para m + 1 la

ecuacion diferencial ya no hay que resolverlo sino sélo derivar la solucién obtenida para m.

En consecuencia, si la solucién de la ecuacién (6.19) para m = 0 se representa por P,
entonces la solucién para m > 0, que se representa por F;", se expresard como

m)2 dm dm-‘,—ﬁ

Pre) = (1-¢€%) gen DO = (1—¢2)™? s (& -1)f (6.43)

La ecuacién para ©(&) es invariante con respecto a la sustitucién de m por —m, debido que
dicho pardmetro aparece como m?. En efecto, cuando en la ecuacién para Y (§) reemplazamos
m por —m obtenemos

d*Y(§)
de?

+2(m—1)§%§> + (B+m—m2) T(E) =0 (6.44)

que es la misma que se obtiene de la ecuacién para O(), si en lugar de m escribimos —m.

(1-¢9)

Por tal motivo, para valores negativos de m la solucién, que podriamos escribirla como

(€ -1),

—m/2 dﬁ—m

dfﬁfm

O o (1 — &)
resulta proporcional a la solucién para m positivos, es decir,
©(—m) o< O(m),

Si empleamos la proporcionalidad de las dos soluciones podemos escribir

(e -1)f

dﬂ—i—m
d£f+m

—m)2 d@—m
dé‘@fm

c.(-8) @) =00 ey

y cuando derivemos las potencias mayores £2 se obtendré
Co (=)™ (=m)! = Cy ({4 m)

Usualmente C, se toma igual al inverso de 2 ¢!, debido a lo cual

(=)™ (€ +m)!
2001 (0 —m)!

C_ pu—
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En consecuencia, para la misma ecuacién se tendra

m/2 d€+m (52 _ 1)6
detrm 20 1

sz(f) - (1 - 52)

pero también

m m (L +m)! g2 dT (€2 = 1)
PM(&) = (-1) m(l — &%) 2d§€—m 5071
de donde se obtiene que
¢ —m)!
PE) = (1) PO (6.45)

Se puede verificar que los polinomios P;" resultan normalizados de la siguiente manera

2 ({+m)!
PPy = Ser 4
/ COU Tl ((—m) " (6.46)

y satisfacen las siguientes relaciones de recurrencia

A=m+1 C+m

Pm S et m
$H 20+1 L + 2w+1 1
(6.47)
1 1
1— 2\1/2 pm — m+1 m+1
( f ) V4 (5) 2€+1 +1 2€_|_ 1 /—1
asi como ipm
(1—¢€%) d—gﬁ:(eﬂ)gpg” — (+1-m) P (6.48)

Armonicos esféricos.

. . . 52 . ,
En consecuencia, las funciones propias del operador I, ya normalizadas, se expresaran de
la siguiente manera

Yy (9, ) = (%4; D ,/Eﬁ;:; P (cos 9) ¢ (6.49)

Estas se conocen como arménicos esféricos y poseen siguientes propiedades:

1. La suma sobre todos los valores de ¢ y m del producto de dos armoénicos que dependen
de diferentes angulos se expresa como:

00 L , ,
Z Z )/em*(ﬂ’ (p)YZn(ﬁ,, 90/> _ 5(19 — )(5(‘10 — ¥ ) _ 5(9 . Q/) (650)

send
=0 m=—/
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2. La propiedades de paridad se expresan a través de las siguientes relaciones

Ym0, 0) = (=1)"Y, (0, )
(6.51)
}/Zm(ﬁ - 197 ®+ 7T> = (_1)énm(197 90)

3. Satisfacen las siguientes relaciones de recurrencia:
(l+m+1)(—m+1) (+m)(l —m)
&Y \/ (20 +1)(2¢ + 3) et (20+1)(20—1) 1

Som l—m+1)l—m+2)_ ., ;4 l+m)(l+m—1) . 4 i
V1= _{_\/ (20 +1)(2( + 3) Yia +\/ (20 +1)(20 — 1) Yo }e

(6.52)

6.2. Teoria general del momento angular.

Los valores propios y vectores propios de los operadores 7* y ., que son medibles simultdnea-
mente, pueden ser definidos de manera general.

. ~9 .. .

En primer lugar se puede demostrar que 3° es un operador positivo, es decir un operador
cuyos valores propios siempre son mayores o iguales a cero. En efecto, si se representa por
|7,m)? los vectores propios de 7% v por /% 3 sus valores propios correspondientes se tendra

(G.ml3*5,m) = (j,ml3.35,m) >0, (6.53)
por ser la norma del vector j|j,m), y
(G.ml3*j.m) = h* B (5, m|j,m) (6.54)

de donde, si se considera que la norma de cualquier vector (p. €j, |j, m)) es siempre positiva, se
deduce que 5 > 0.

También se puede demostrar que los valores propios de ), estdan limitados desde arriba y
desde abajo por magnitudes relacionadas con los valores propios de 7°. Si se representa por im
los valores propios de j., es decir

Jzlgym)y = hom|j,m) (6.55)

y se emplea la relacion
(G.ml3*.m) = (G, mlj2l,m) (6.56)

2El sentido de cada parametro, lo mismo que los valores que toman, se veran mas adelante.
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la cual resulta expresada como
12 B (j,mlj,m) = B m? (j.m|j,m) (6.57)

se obtiene
2B > h*m? es decir B >=a? (6.58)

de donde se deduce que

—V/B<m<VB (6.59)
6.2.1. Operadores de ascenso y descenso

Para determinar con exactitud la relacién entre los valores propios de ambos operadores es
conveniente introducir los operadore j+ que se definen de la siguiente manera

Jx =JaE 1)y (6.60)
y tienen, entre otras, las siguientes propiedades:
1. El producto j+j+ siempre se expresa a traves de 3% v j.. En efecto:
Jejr={0ati gy} e Fi gy} =R+ £0
de donde
Jeis =5 — P2 Eh), (6.61)

2. El conmutador de ambos operadores también se expresa a través de 7, y su anticonmutador
a través de 5% y j.. En efecto restando y sumando miembro a miembro la relacién con los
signos superiores y la relacién con los inferiores se obtiene

s -y=20G"-2) y Jss -1 =2 R (6.62)

3. El conmutador de ), con una potencia n-ésima de los operadores j+ es proporcional a la
potencia n-ésima de estos mismos operadores j, es decir

Uz, Ji] = Enh i (6.63)

Esta relacién se demuestra por induccién, es decir se muestra que se cumple paran =1y
luego, asumiendo que se cumple para un valor arbitrario de n, se demuestra que se cumple
para n + 1. Cuando n = 1 se tiene:

[jza jﬂ:] - [jZ7 jo: + ij] - [jza jx] + Z[jza jy]
es decir
7., J+] =1 hjyxi(—thjy)==xh (L)

Por lo tanto
Uz Jel = 20 ju (6.64)
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Para n + 1 se tendra:
Uz T8 = [ 3% 2] = 72 [ J2) 4 120 T
de modo que si se asume que
e Ji] = En b L

se tendra
e 75 =70 (£h jy) £ 0 kB jLj,
es decir,
Jz 5 = %R (n+1) 1 (6.65)

Accion de los operadores j.

Si se tiene en cuenta las propiedades anteriormente enumeradas se puede llegar a determinar
cudl es el resultado de la accién de ji sobre los vectores propios |7, m) de los operadores 7y J.,
donde j esta relacionado con 8 y m. En efecto, si a la relacion

Jz g, m) = hom |j,m) (6.66)
se aplica el operador j4 se obtiene
Jx Jz 13,m) = jx hom |3, m)
de modo que al emplear el conmutador [7,, j+] = £h j+ se obtiene
Jx J= 13:m) = 0z Jx F R je) [5,m) = hm jx |5, m)

lo que significa que
G2 Jx lgym) =h (m=+1) jx |4, m) (6.67)

En consecuencia, la accién de jy sobre un vector propio |7, m) es tal que lo transforma en
el vector propio de 7., correspondiente al valor m 4 1 y se representard por |7, m 4 1)3.

6.2.2. Valores propios del momento

Las propiedades de )+ permiten determinar con exactitud los valores propios de los oper-
adores 5° y 7.. En efecto, si se tiene en cuenta que los valores propios m tienen un méximo
Mumae Y UN MINIMO M, entonces al aplicar los operadores de ascenso y descenso a los vectores
correspondientes se tendrd

j—l— |j> mmax> =0 y j— |j7 mmm) =0 (668)

3Por tal razén a veces se les denomina operadores de ascenso (aumento de m) y descenso (disminucion de

m)
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Si a la primera ecuacién se aplica j_ se tendra
A A . ~2 ~2 ~ .
J= 0+ 13y mMunaz) = {J —J).—h ]z} |7, Mimaz) =0

de donde
{hg B - hQ m727ma: - hQ Mmax } |]a mma:c> =0 (669)

Como el vector |j, mmyq.) # 0, entonces se obtiene

h? B — k% m? — 12 Mypgw = 0

max

ﬁ = Mmax (mmaz + 1) (670)

Si a la segunda ecuacién (6.68) se aplica jy, se obtiene
B = Mumin (Mipin — 1) (6.71)
y si se compara con el resultado anterior se tendra
Mgz (Minaz + 1) = Momin. (Mpin — 1) (6.72)

Por otro lado, si hay un vector |j, myuin) ¥ OtT0 |J, Minas), €s posible transformar uno en otro
empleando los operadores de ascenso o descenso un numero N de veces. En consecuencia, se
puede afirmar que

Y3 mmin) = 13 maz) 6 3N |G M) = 1 Mmin) (6.73)
y si se aplica el operador ., por ejemplo, a la segunda relacién se obtendra
Jz JA]_V |9y Munaz) = D= |3, Munin)
Al emplear el correspondiente conmutador, la expresién anterior se transforma en

{75 5= N B} 13 = 3o 15 ).

es decir, en
Y Munag |3 Maz) = N R, M0maz) = R Wi 17, 10min)

de donde se obtiene

{h Mpaz — N h } I Gy Mimaz) = B Manin |3, Moin) (6.74)

o también
Mpmaz — N = Monin — Mmaz — Minin = N (675)

Después de combinar esta ecuacién con la relacion entre M40 ¥ Minin (6.72) se obtendra

Mmaz = N/2 y Monin = —N/2 (6.76)
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lo que significa que los valores propios de j, conforman un conjunto simétrico con respecto del
cero, es decir toma los mismos valores en el dominio positivo que en el negativo.

Si a N/2 se le denota por j, entonces
Maz = J, Mmin = —J y ﬁ = ](] + 1) (677)

Como N es un numero entero positivo, ya que representa el ntimero de veces que se ha
aplicado el operador )+ los valores propios de 7 y 7, tendran la siguiente estructura

j=N/2=0, 1/2, 1, 3/2,

(6.78)
m=j,j—1, -, =(G-1), —J
y sus ecuaciones correspondientes seran las siguientes
7 jom) =1 (G +1) lj,m)
(6.79)

Jz j,m) = hom |j,m)
6.2.3. Vectores propios del momento

Para determinar los vectores propios de los operadores del momento se emplea las propiedades
de los operadores j1 de transformar un vector |7, m) en alguno de los vectores vecinos |j, m=+1).
En efecto, si se conociera alguno de los vectores propios y éste estuviera normalizado, los otros
podrian ser encontrados empleando los operadores j..

Las propiedades de estos operadores también permiten determinar ese vector propio que
puede servir de punto de partida. En efecto, el vector “inicial” puede ser determinado de las
ecuaciones

Este vector, luego de ser normalizado, puede ser empleado para obtener los demés vectores.
Pero, hay que tener en cuenta que éstos, inmediatamente después de la accién de )4, no van a
resultar normalizados.

Asi, la norma del vector ji |j,m), obtenido a partir de un |7, m)y, ya normalizado, por
accion de jy, es igual
| ) 17, m)n (1= (G, mljx | Jeld, m)n (6.81)
de donde se obtiene
I 32 13, m)n ||= (4, m|3* = 22 F B jld,m)n

Al reemplazar la accion de los operadores por sus correspondientes valores propios la
ecuacion anterior se transforma en

I jx 13, m)n (1= (GomlR? (5 +1) = h* m® F B m |j,m)x,
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es decir, en
IJ L) ll= {B2 3G +1) = b m? B2 m G, mlj,m)
de donde se obtiene
I s L) ll= {B2 G+ 1) = 7 m? £ 12 m} #1 (6.82)

En consecuencia, para ser normalizados, los vectores obtenidos tendran que ser divididos
por la raiz de lo obtenido y quedaran expresados mediante la siguiente férmula

. (.. -z
jm 1)y =ht {J(J +1)—m*F m} Jx 13, m)n (6.83)

o también

fom )y =n {GFmGEm )} g m)y (6:84)

Empleando los operadores j4, se puede obtener la formula que permite calcular un vector
arbitrario |j,m) a partir de |4, 4-7)*. Asi, para m = j — 1 se tendrd

-0 = GGt} 1)
(6.85)
= {enm} " i)
y si m = j — 2 la férmula sera
g2 =rGri-nG-i+1+0} il
—n{ei-n@) ot {epm) s ) (6.56)
= {ene-nme) 7 i)
de donde se puede inferir que para un m = j — s se debe obtener
g =) = { @) @~ (s~ D)W@) @} I 1) (657

Para demostrar que la féormula anterior es correcta es suficiente verificar que se cumple para
m = j — (s+ 1), siempre que se asuma que se cumple para m = j — s. En este caso se tendrd

g s+ =h {G -G i +s+ 0} I i),

4De aqui en adelante se asume que todos los vectores estdn normalizados, por eso dejamos que colocarles el
subindice N
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y si se tiene en cuenta que el término de la derecha se transforma en

—-1/2

Bt {(Qj—s)(s—l—l)}

entonces el resultado sera

g s+ 1) = 0 {(2) 25 =)V (s + 1} 1) (6.88)

Jox m (@) @ = st )W) 0)) I 1)

En consecuencia, cualquier vector |j,j — s) puede ser obtenido mediante la accién de ji y
expresado como se indica en la férmula (6.87). Tal férmula puede ser expresada como

g =) =ie{@ - ei-s e e} {0 ),

es decir,

g =) =[S () ) (6.59)

Finalmente, si se tiene en cuenta que al cabo de s pasos se llega al estado |7, m), es decir se
hace el siguiente cambio de variable j — s = m, la férmula se hace més sencilla

oy (J+m) joNIm
1j,m) = @)1 = m)l (g) 17, ) (6.90)

Es necesario indicar que de manera andloga se puede partir del vector |j, —j) y emplear el
operador ), durante 7 + m veces. En este caso la férmula tiene la siguiente forma

: (j —m)! Je\itm
1j,m) = @G +m) (%) 17, —J) (6.91)

6.3. El momento orbital en el formalismo general.

En caso del momento orbital las ecuaciones para sus operadores tendran la forma

U |em) = K2 00+ 1) |om)
(6.92)
L. [tm) = hm |fm)

2 a , . o
y, como los operadores Iy [, se expresan a través de las variables ¥ y ¢, en la representacion de
coordenadas los correspondientes vectores propios deben ser funciones de las variables angulares

P, g) = K2 0(0+1) F(0, )
(6.93)

~

L. F"(0,0) = hm F"(¥, )
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La forma explicita de las funciones F;" se determina de manera estandar: Primero se en-
cuentra F y luego empleando los operadores [, las demés funciones. Para encontrar Fgﬂ,
ademas de la ecuacién para li, es necesario emplear la ecuacién para l Esto significa que es
necesario resolver el sistema siguiente

Zi F[ie(19> 30) = 0

(6.94)
I F0,0) = £h £ FF (0, )
Expresando la funcién F, eil como un producto de dos funciones
FH0,0) = @x(p) Ou(V) (6.95)
la segunda ecuacion se transforma en
., 0
—1 h %@ig(g@) = + At (I):tg(gé?) (696)
y su solucién es la funcion 4
Dig(p) = e (6.97)
donde, como se vio en la primera seccién, ¢ es entero.
La otra ecuacion del sistema toma la forma
0 0 A
{i 59 + icotd &p} et 0,0) = 0
(6.98)
{i 4y w}@(ﬁ) _
q T eorvy R =
y se transforma en
dO, (V) d(sen?)
=/ 6.99
(V) sent (6.99)
cuya solucién es la funcién
O¢(Y) = sen‘d) (6.100)
En consecuencia, ‘
FF = OFf seny) e* (6.101)
donde C5** debe ser definida de la condicién de normalizacién
oo 2041 (€|)2
+¢|2 20 _ +0|2 2 o
//‘Cg " sen®d d¥ dp = |C;|" 27 .
0 0
De la ecuacién anterior se obtiene
1 20+ 1)!
CH = (26+1) (6.102)

2L 0! 4
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y la funcién F, gﬂ adquiere la forma

1 [20+1)

+0
F = 20 ¢! 47

sen’t) ¥ (6.103)

Los demés vectores pueden ser calculados a partir de estos ultimos empleando la regla
estandar

la cual, en la representacion de coordenadas, se expresa como

1 [20+1) [(Fm) 4 J . 0 {ylEm ,
+¢ — +ip ¢ +ilp
FE (9, ) o e (< m) {e [i_&ﬁ—m cot 19—&0}} send e

(6.105)
donde la accién del operador de ascenso (descenso) sobre la funcién ™0 (¥) es equivalente a
126meQ(0) = (Fh)* el {sen“’im(ﬁ)LsenIm(ﬁ)} o) (6.106)

= d(cos)*

Verificar la relaciéon anterior es algo complicado. Por eso, es conveniente mostrar que se
cumple para algunos valores, por ejemplo, para s = 1. En efecto, en este caso se puede verificar
que de la expresion que esta en la derecha se puede llegar a la de la izquierda

d
d(cos )

— _h ei(erl)go {Sen1+m,l9

sen’mﬁ} O(9)

d(send) o dO
d(cos ) O(¥) + sen 19—}

— _} ofmADe ganltmyg { —m sen” ") d(cos )

o imie 14m 1 qCOSU B sen_mé’@ (6.107)
he sen- M {m sen ﬁ—senﬁ@ Y wond do }

do()

W} =h ew{% —m cotﬁ} O(1) ™

=—h ei(m“)“"{m cot ¥ ©(19)

y 6 a N o .
= woy ; ime imep
he { + icotv } O(J) e I+ ©(0) e

En consecuencia, un vector cualquiera |¢,m), que en coordenadas esféricas se representa
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como Y, (¥, ¢), se expresa con ayuda de la siguiente férmula

m _ (£ —m)! i(t4m—~L)p 4m—1 a=m ¢ —t ¢
}/[ (’19, Qb) = m {Sen ¥ W Sen 19} OE sen‘ v
¢ —m)! , dm
— (—1)™ —L ( ime my 2l19
(=)™ & (20)!(€ + m)! ¢ e d(cos ¥)t+m sen
(6.108)
Después de reemplazar C, ¢ por su valor, se obtiene
(20 +1)! (¢ —m)! 1 dem o0 0 i
Y, (9 = ) Je'™?
S0 =\ QO+ m)! 260 > Y Gleosvyerm M YC
(204 1)! (¢ —m)! ,
— pm 9 ime
T— Oy ¢ CosV) e
(6.109)
donde
m 1 m d€+m 2¢
Pg (COSlg) = W sen™ W sen““1 (6110)

son los polinomios asociados de Legendre.
6.4. Spin

El spin fue introducido en la Mecanica Cuantica por Wolfgang Pauli, y fundamentado por
Ulenbeck y otros, para explicar algunos discrepancias de los datos experimentales relacionados
con algunos fenémenos con la teoria de la época. Entre los mas importantes se puede mencionar
los siguientes:

1. Los experimentos de Stern y Herlach sobre cuantizacién espacial como resultado de los
cuales se observé que los haces de atomos de hidrégeno en el estado s, es decir, con
momemto orbital igual a cero, se dividen en dos al pasar por un campo magnético no
homogéneo B.

Esto indica claramente que, aunque el momento orbital de los &tomos es cero, en los haces
hay un momento magnético tal que su proyeccién sobre la direccién del campo tiene sélo
dos valores.

2. Los espectros de los atomos, incluso de los que tienen un sélo electrén éptico, son mas
complicados que lo que establece la teoria. Por ejemplo, en la transicion 2p — 1s del sodio
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aparecen dos lineas cercanas con longitudes de onda de 5895,93A y 5889, 95A.

De acuerdo con la teorfa de Schrodinger el nivel 2p (n = 2, ¢ = 1) debe tener tres sub-
niveles (m = 0,£1) los cuales resultan degenerados en ausencia de campos externos y se
separan sélo en presencia de éstos.

En cambio, la presencia del doblete en el espectro del sodio, incluso en ausencia de cam-
pos exteriores, hace necesario considerar que el nivel 2p, como todos los demés con ¢ # 0,
consta de dos niveles cercanos. Este fendmeno se denomina estructura fina.

Estos y otros fenémenos resultan facilmente explicados si se asume que el electréon, incluso
cuando su momento orbital es igual a cero, tiene un momento magnético propio igual a un
magnetén de Bohr pp y sélo dos proyecciones sobre la direccion de B

eh
=+— =4 6.111
22 2,uc UB ( )
Asi, la cuantizacion espacial se produce porque en el campo magnético los haces experimen-
tan fuerzas distintas, las que se expresan mediante la férmula

F=(uV)B (6.112)

Por su parte, la estructura fina se explica por la interacciéon del momento magnético propio
del electron con las corrientes internas creadas por su movimiento, debido a lo cual los niveles
con diferente valor del momendo cinético resultan con diferente energia. En efecto, considerando
que las corrientes internas resultan proporcionales al momento orbital, se llega a la conclusion
que la energia de interaccion

W o (I.p) (6.113)
Este momento magnético propio u esté relacionado con la presencia de un momento cinético
propio s que tiene s6lo dos proyecciones sobre cualquier direccién. En consecuencia
A € . A € .
n=—-——3=8 y fi,=—— 38, (6.114)
e Jic

En la actualidad, el spin se entiende como una propiedad de las particulas elementales como
el electrén, proton, foton y otras y puede ser tanto entero, como semientero. Las particulas con
espin semientero son descritas por la ecuacion de Dirac.

En particular, para el electréon, protén y neutron los valores propios del spin y su proyeccion,
sy mg, respectivamente, toman los valores: s = 1/2 y my = +1/2. En consecuencia, el conjunto
de sus vectores propios esta conformado por dos elementos

11/2,1/2) =|1/2) v [1/2,-1/2) =] —1/2) (6.115)
tales que
| +1/2)=h*s(s+1)|+1/2) =3/4 k% |+1/2)
(6.116)
8. |+ 1/2) =hm, | £1/2) = +h/2 | £1/2)
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Por su parte, las matrices de los operadores que actuan sobre los vectores del correspondiente
espacio tienen que ser matrices 2 x 2. Su férmula general es la siguiente

) (1/21011/2)  (1/2|0] = 1/2)
(ms|Om’) = (6.117)
(=1/2[011/2) (-1/2|0]-1/2)
Para determinar la representacién concreta de los operadores también es necesario tener
presente que:

¢l =1/2) = h/[1/2 = (-1/2)][1/2 + (-1/2) + 1] | = 1/2) = h [1/2)

s = 1/2) = b2+ (—1/2L2 = (—1/2) + 1] | - 1/2) = 0| - 1/2) = 0

(6.118)

5_11/2) = h/[1/2 +1/2][1/2 — 1/2 + 1] [1/2) = h |1/2)

5+11/2) = hy/[1/2 = (1/2)][1/2+ (1/2) + 1] [1/2) = 0 [1/2) = 0

Por eso, las matrices de s tienen la forma

3+:h(8(1)> y s_:h((l)g) (6.119)

y las de los operadores s;

h 01 h 0 — h 1 0

Los operadores del spin se expresan a través de las matrices de Pauli o;, cuyas formas
explicitas son

0 1 0 — 1 0
UJC—(l 0), Oy_(@' O) y UZ—(O _1) (6.121)

y tienen las siguientes propiedades

O'Z'O'j = —O']'O'Z'
Det g; = -1
(6.122)
Tro; =0
02-2 =1

Para dos vectores arbitrarios las matrices de Pauli satisfacen la siguiente relacién

(0.A) (0.B)=A.B + io (Ax B) (6.123)
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6.5. Adicion de momentos cinéticos.

El operador del momento total de un sistema es la suma vectorial de los operadores de
los momentos que tiene, operaciéon que es asociativa, es decir, puede ser ejecutada por partes.
Por eso, es suficiente analizar el acoplamiento de dos momentos, ya que en caso de que haya
un nimero mayor el acoplamiento puede hacerse de dos en dos hasta lograr acoplar todos los
momentos.

En consecuencia, si se tiene dos momentos 3, y 7, el momento total J es un operador cuyos
componentes se definen como la suma de los respectivos componentes de los sumandos. Es decir

A

Ji =0 + (6.124)

7 7

Se puede demostrar que los componentes del momento total satisfacen las mismas relaciones
de conmutacién. En efecto, para dos de sus componentes, cualesquiera que sean, se tiene®

[jl jk] = |:(jai + jbi)a (jak + jbk)]
(6.125)

= [jap jak] + [jaia jbk] + [jbiv jak] + [jbm jbz]
de tal modo que al reemplazar los conmutadores de los momentos de cada particula resulta
[ji, jk] =4 h g Jo, + 1R Eip Jo, =1 N Eing {jal +ij}

de donde o R
[Ji, Jk] =1h Eikl Jl (6.126)

El cuadrado del momento también resulta conmutante con una de sus proyecciones. Eso se
puede verificar al calcular el conmutador

A2 A ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
J, Ji| = [Zjifa Ji] IZ (2, Ji] :Z{Jk [, Ji] + [, Ji] Jk}
Al reemplazar los conmutadores de los componentes del momento total se tendra
J, Ji] = Z {Jk (ihewa i) + (ihega i) Jk} = ZZ h {5kil Ji Iy + el Ji Jl},

es decir,
~2 A . A~ A
J, Ji| = E i h{ewis —era } Je i
En consecuencia,

7%, Jl=0 (6.127)

. . ~2 A
Podria esperarse que los vectores propios de J y J,, que denotaremos como |JM), resulten
expresados como el producto de los vectores propios de los componentes, es decir que

|JM) o< |jamna) |dsme)

°Se asume que las componentes de momentos diferentes conmutan. Es decir, [jp,, Ja,,] = 0
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Sin embargo vectores de este tipo s6lo son vectores propios de la proyeccién del momento total
. £ 2
J., pero no del operador J .

En efecto, si se aplica el operador .J, sobre el producto |70, Ma)|jp, mp) se tendra®
jz | Ja> Ma) | b, M) = {jaz+jbz} las Ma)|db, M) = Ja. |Jas ™Ma)ldbs M) +0b. [Jar Ma) |, ™)
de modo que
jz ‘ja;ma>|jb7mb> = h Mg ’jau ma>|jb7 mb> + h my ‘.j(u ma>|jb7 mb>7

es decir, )
Jz |ja>ma>’jb7mb> =h {ma +mb} |ja7 ma>‘jba mb> (6128)

lo que significa que, efectivamente, |74, m4) |75, mp) €s vector propiode J,.

. ~2 .
En cambio, como el operador J es igual a

I =2 T2+ J2 = (ay + 56.)> + Gay + 36,)° + Ga. + 30.)?
_ A2 A2 A2 2 A2 A2 95 4 95 5 )
- jam + ]ay + ]az + ]bw + .]by + ]bz + JazJbs + ]ayjby + Ja.Jb. (6129)

a2 A A PN PN
= JCL + JI% + 2jazjbz + ]a+jb— + ]a_jb+7

o sea, contiene operadores de ascenso y descenso de los momentos componentes, los productos
|7as ™a)|jp, Mp) N0 pueden ser sus vectores propios, ya que cuando ese operador actia sobre
éstos, los operadores de ascenso (descenso) van a cambiar los estados individuales con lo que,
como resultado, se obtiene una combinacion lineal de estados individuales con diferentes valores
de mg, y my.

o ~2 7 ] 1
Sin embargo, como J conmuta con .J,, ambos deben tener un conjunto de vectores propios
comunes. Estos pueden ser postulados como combinaciones lineales de |j,, mq)|j, ms), s decir,
como

[T M) =" s ma) s 1) Cas o J /10, 10, M) (6.130)
Ma,Mp
donde
C(Jas Jbr J Mgy mips M) = (G, ma| (i, my| J, M) (6.131)

y se denominan coeficientes de Clebsh-Gordan.

Los coeficientes de Clebsh-Gordan se definen a partir de las ecuaciones para los valores
propios del momento total. Asi, la accién del operador J, sobre |.J, M)

TAT MY = > T jasma)lde, mu) Cas o J /10, 0, M)

Ma, My

5Los operadores de los momentos componentes actiian sélo sobre sus vectores propios.
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resulta expresada como

> L Lamadlioma) + o

Ma,Mp

Jos Mooy ) C s o J [0y, M)

Si se tiene en cuenta cudl es la accién de cada operador j, sobre su respectivo vector se
tendra

Z {h myg |ja7 ma>|jb7 mb> + h my |ja7 ma>|jb7 mb>} C(javjlh J/mm my, M)

Ma,Mp

de tal modo que al agrupar los factores dentro de la suma, lo anterior resulta expresado como

Z h {ma+mb}|ja7 ma>|jb) mb> O(ja) jbv J/mCU my, M)

Ma,Mp

y no puede ser igual al vector inicial, salvo en caso de que m, +m, = M7, donde M debe tener
un valor fijo. En este caso, puede ser sacado de la sumatoria obteniéndose

J. |J. M) =h M |J, M)

. . . .7 . .7 3 2
Si se tiene en cuenta la restriccién que acaba de ser obtenida, la acciéon del operador J se
entendera como

Mmg+mp=M
~2 2 . .
T LMY= > T |jasma)ljo,mw) Clias o, J [1a, 0, M) (6.132)

Ma, My

y si se le multiplica por (ja, ma|{jy, M|, desde la izquierda, se obtendra

. . ~2 . . A2 . ..
<ja7m;|<.]b7m§;|‘] |<]7 M> - Z <ja7m;,|<.]b7m;;|J |ja7ma>|.]b7mb> O(]a’]ln J/maambaM)

Ma,Mp

3 2 / 7’ .
Al reemplazar J a través de los operadores sumandos, el término de la derecha se transforma
en

jm ma)’jb? mb) C(jaajba J/mcw my, M)

S sl 4| {32+ 38 + 2. + ado + Ja i |
Ma,Mp
mientras que el término de la izquierda puede ser transformado, si, en primer lugar, el operador

2
J~ es reemplazado por sus valores propios h?J(J + 1), y luego el vector |J, M) a través de su
formula. Después de estas operaciones se obtendra

Z <ja7 m:z|<jb7 m§,|h2J(J + 1)|jaa ma>|jba mb>C(jaajb7 J/maa My, M)

Ma,Myp

"Lo que significa que, para que sea vector propio de .J., las sumas se ejecutan sélo sobre aquellos valores de
mg ¥y myp que satisfacen la relacion
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Si se tiene en cuenta que la accién combinada de jo+ y i sobre |ja, ma)|js, ms) es la siguiente

jaijlﬂ: ‘jaa ma>|jba mb> - h2\/(ja + ma)(ja + mg + 1)(]1) + mb)(jb +F mp + 1) ‘jaa maj:1>|jba mb:F1>

y, ademas, que
. / . A . . /] - . AN
<]a> ma‘ <]b7 mb‘]aa ma) |jb> mb> = <]a7 mg']aa ma> <]b7 mb‘]ba mb> = 5mfl,ma 5m;),mb
., . ~2
la ecuacién para los valores propios de J se puede expresar como

{ja(ja+1) + jb(]b_'_l) + 27narnb - J<J+1)} C(ja: jba J/mm my, M)+

\/(ja - ma)(ja +mg + 1)(]b + mb)(jb —mp + 1) C(jm jb7 J/ma + 17 mpy — ]-7 M)

\/(jb_mb)(jb+mb+1)<ja+ma)<ja_ma+1) C(jm jba J/ma_ 17 mb+17 M) =0

(6.133)

que es un sistema de N ecuaciones para los coeficientes de Clebsh-Gordan, cuyo ntimero es
igual
N =min{(2j, + 1), (25 + 1)}

Los valores propios que puede adoptar el momento total J resultan dependientes de los
de los momentos componentes j, v j,. En efecto, las ecuaciones que acaban de ser obtenidas
constituyen un sistema homogéneo y tienen soluciones no triviales sélo si el determinante con-
formado por sus coeficientes es igual a cero. Al calcular el determinante para los valores de J
se obtiene la relacion

Ja = Jbl £ J < Ja+ o (6.134)

Por otro lado, de la relacion M = m,+my se deduce que para el estado en el cual los vectores
componentes sean paralelos y sus correspondientes proyecciones sean maximas se tendra

Jmaz = Mamaz T Mbmaz = ja + jb (6135)

en cambio para el estado con vectores antiparalelos y valores maximos de sus proyecciones el
resultado seréd

Jmin = |mamax - mbmax‘ = }ja - jb‘ (6136)
También son posibles una serie de situaciones intermedias (en las cuales los vectores no son

paralelos ni antiparalelos). Cada una de las ellas se diferenciara de la anterior en que el valor
de J ird disminuyendo en una unidad hasta alcanzar su valor minimo.

Como en todo operador de momento angular, las relaciones entre los valores del momento
total (J) y su proyeccién (M) son las mismas que para los momentos sumandos, es decir

—J<M<J (6.137)
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6.5.1. Acoplamiento de un momento orbital con un spin 1/2

Si j, es el momento orbital £ y j, el spin s = 1/2 el nimero de ecuaciones para los coefi-
cientes de Clebsh-Gordan estard determinado por el valor del spin que es el menor® y seré igual
a dos.

La primera ecuacién se obtiene cuando my = 1/2 (m, = M — 1/2) y es la siguiente:

{000+ 1) +1/2(1/2 + 1) + 2(M — 1/2)(1/2) — J(J + 1)} C(£,1/2,./M —1/2,1/2, M)+

VI—M+1/2)(¢+M+1/2)(1/2+1/2)(1/2 = 1/2+1) C(¢,1/2,J /M +1/2,-1/2, M)+

VA2 =1/2) 12+ 12+ )l + M — 1/2)({ — M +3/2) C(£,1/2,J /M —3/2,3/2, M) = 0

y la segunda, cuando mp = —1/2 (m, = M + 1/2) y resulta igual a

{0(0+1)+1/2(1/2+1) +2(M + 1/2)(-1/2) = J(J + 1)} C(¢,1/2,J/M +1/2,—-1/2, M)+

VI—M—1/2)(+M+3/2)(1/2—1/2)(1/2+ 1/2+1) C(¢,1/2,J /M + 3/2,-3/2, M)+

V2 +1/2)(1)2 =172+ D)0+ M + 1/2)(f — M +1/2) C(£,1/2,J /M —1/2,+1/2,M) = 0

Hay dos coeficientes que no corresponden a la situacion fisica C'(¢,1/2, J/M—|—3/2, —3/2, M)
y C(¢,1/2,J /M —3/2,3/2, M) ya que la mxima (minima) proyeccién del spin es 1/2(—1/2).
Sin embargo, ambos desaparecen porque estan multiplicados por factores iguales a cero.

En consecuencia, el sistema de dos ecuaciones tiene sélo dos incognitas que son los coefi-
cientes C'(¢,1/2,J /M —1/2,41/2, M)y C(¢,1/2,J /M+1/2, —1/2, M) alos que denotaremos

como CT y C*, respectivamente. En forma matricial, el mencionado sistema es el siguiente:

0+ 1) +1/44+M—J(J+1) J(+M+1/2)(( —M +1/2) ol
=0

VIO=M+1/2)(+M+1/2) ((l+1)+1/4—M—J(J+1) cY
(6.138)
Para que un sistema homogéneo de ecuaciones lineales tenga soluciones no triviales es nece-
sario que el determinante conformado por los coeficientes (que en este caso dependen de los
diferentes niimeros cudnticos) sea igual a cero, es decir

{€(€+1)+1/4+M—J(J+1)}{€(€+1)+1/4—M—J(J+1)}— (0+M+1/2)(0—M+1/2) =0

8Salvo para £ = 0, que es un caso trivial por cuanto en esta situacién el momento total J = 1/2
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lo cual se puede expresar como
2 2
{£(€+1)+1/4—J(J+1)} ~oM? - {£+1/2} v M2 =0
de donde se obtiene que
((+1)+1/4—-J(J+1)=x((+1/2)
en consecuencia
JJ+1)=C+0+1/4F(F1/2=((F1/2)((F1/241)

es decir
J=0F1)2

El resultado obtenido refleja el hecho de que el momento orbital y el spin sélo pueden ser
paralelos o antiparalelos, porque al combinarse, de acuerdo con la regla general, el valor del
momento total variard desde ¢+ 1/2 hasta ¢ — 1/2.

Cuando J = ¢+ 1/2 el sistema de ecuaciones resulta igual a

{(u 1/2)2+ M — (0 +1/2)2 — (0 + 1/2)}0T A M 12— M11/2) C+ =0

VEF M+ 120 =M+ 172) €+ {(6+1/27+ M = (0+1/2)° = ((+1/2)} ¢+ =0

es decir se reduce a una sola ecuacion, la cual tiene la forma

VIE—=M+1/2) CT + /({+M+1/2) Cr =0

de donde se obtiene la relaciéon

[0+ M +1)2
to_ (LML
¢ i~y ©

Para determinar los valores concretos de cada uno de los coeficientes se tiene que recurrir a
la condicién de normalizacién del vector |J, M). Como ahora, éste se expresa asi

|J, M)y = CT|e, M —1/2)|1/2,1/2) + CHe, M +1/2)|1/2,-1/2)
entonces de la condiciéon de normalizacion se obtiene que

T (- M+1/2 T MT1)2

(—M+1/2 {4+ M+1/2
b /e Ty —— 1%
C =N T S T

¢2:1

es decir
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Cuando J = ¢ — 1/2 las ecuaciones para los coeficientes de Clebsh-Gordan resultan expre-
sadas como

{e(£+1) F1/A M~ (0—1/2)(0 - 1/2+1)} CT V- M+ 1/2)((—M+1/2) Cv =0

VO M+ 1/2)((+ M+ 1/2) Ct + {€(€+ D4 1/4—M—(£—1/2)(0 —1/2 + 1)} ct=0
es decir ambas se reducen a la siguiente relacion
{04+ M+1/2} CT+\/(+M+1/2)({ —M+1/2)C+ =0

que es lo mismo que

VI+M+1/2CT+\/t —M+1/2Cr=0

[0— M +1/2
(Y e e S A
¢ S TSy

Después de emplear la condicion de normalizacion se obtiene

M +1/2 (—M+11/2
1 _ (N e e e
C =\ " y ¢ V™ 2r+1

6.5.2. Reglas de recurrencia para los coeficientes de Clebsh-Gordan.

de donde se obtiene

Los Coeficientes de Clebsh-Gordan tienen muchas propiedades que permiten calcularlos para
todos los casos posibles. En este acapite se va a analizar una relacién de recurrencia muy util
para calcular algunos de tales coeficientes.

Si a la ecuacién (9.24) se le aplica los operadores de ascenso (descenso) Jy se tendrd
Ji|J, M) = Z CIN iy ldas Ma) by )
Ma, My
de donde, si se tiene en cuenta que Jy = Jas + Jb., se obtiene
JelJ. My = 37 CJM e lar ma) v m) + 7 Gl o doslas ma) o my)
Ma, Mp Ma, My

Al ejecutar, en ambos lados de la ecuacién precedente, las operaciones de los operadores de
ascenso (descenso) resulta

VIFM(JEM+1)|J, M+1) =

Z \/(ja + ma)(ja +mg + 1>Cj{lj,\;;[1a,jb,mb|ja7 mg £ 1> Ub, mb>+

Ma, Mp

Z V U F ) (G £ my + DO o das Ma) b My 1)

Ma, Mp
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y al multiplicar por (ja, j», m,,, m;| se tendra

VI FM)JT £ M+ 1), jo,mly, my|J, M+1) =

> VUa Fma)(a £ ma+ D)CIN, o Gas M das ma % 1) (G, mi L, ma) +

Ma, Mp

Z V Gs F ) (o £ mp + DO Gar M| s ma) (o, 0y, My £ 1)

Ma, Mp

Si se tiene en cuenta la ortonormalidad de los vectores de los momentos componentes

VUIFM)(J+M+1)CcIM =

!’ 4 /
JasMg,Jb,1Y,

Z \/<ja + ma)(ja + Mg + 1) 5m/1:mailém/27mb Cj({l]}fnavjmmer

Ma, Mp

Z \/(]b + mb) (]b +my + 1) 5m'17ma5m'27mbi1 C]{L]}fna»jbvmb

Ma, My

y al ejecutar las sumas indicadas

VI FM)(J+M+1) C7MEL =

!4 /
JasMgJbs1Yy,

Vo F (0, F 1)) £ (ml, F 1) +1) CL sy +

\/(jb F(m, F1)p £ (my, F1) + 1) Cff%nb%méﬂ

de donde se obtiene

VI T M)(J £+ M +1) C7ME

JasMa,JosMp

\/(ja j: ma)(-]a :F Mg + 1) Cji],\’rjnaqzl,jmmb_‘_ (6139)

Vs £ 1) Go F o+ 1) iy
En particular, si M = J, my, = jo y mp = J — j, — 1 y tomamos el signo de abajo se tendra

V2] ¢ V0 — T +ma +1)(Go + T — ja) C37 (6.140)

Jasjaripsd —ja—1 — Jasjariord —ja

Sij,=1,j,=1/2y J=3/2, entonces al aplicar la relacién precedente se tendra

3/2,1/2 3/2,3/2
V203/2) CY 5 = V(1/2=3/2+ 1+ 1)(1/2+3/2 1) GV
de donde

3/2,1/2 b 332 1
01,1,1/2,—1/2 - ﬁ C’1,1,1/2,1/2 = ﬁ (6.141)



Capitulo 7

Movimiento en campos centrales.

7.1. Propiedades generales del problema.

Si un cuerpo esta sometido a un campo de fuerzas del tipo

el movimiento va a tener simetria esférica ya que la energia potencial va depender sélo del
médulo de la posicidn, es decir de r = /22 + y% + 22. En efecto, de

xdx + ydy + zdz
r

dV = —F(x).de = —F(r)
se obtiene que

V(z) = —/F(:r;)da: _ —/F('r’)dr — V() (7.1)

Por lo tanto es recomendable analizarlo en coordenadas esféricas en las que el hamiltoniano

£ 9
3 p
H="—++YV
5 T V(@)
se expresa mediante la férmula
. 52 &
H=1r 4 +V(r) (7.2)

donde
(7.3)

es decir, depende exclusivamente de r y puede ser entendido como el operador de la componente
52
radial del impulso, mientras que I no es otra cosa que el operador de momento orbital y se

expresa como
) 1 0 0 1 02

" =—-hn? —(send—) + —— A4

{ send v (sen 819) + sen?1) 0p? } (7:4)

99
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De lo anterior se deduce que el hamiltoniano del sistema conmuta con los operadores del

) ~
cuadrado del momento orbital Iy de su proyeccién [,. En efecto, gracias a la estructura del
hamiltoniano, se puede verificar que

(1] = [H,1] = 0

Por lo tanto, el sistema puede encontrarse en un estado con valores definidos de la energia (F),
el cuadrado del momento orbital I? y su proyeccién sobre un eje L., y las funciones que describen
tales estados

Y(x) = Vpom(r, v, ).

van a ser funciones propias de los tres operadores.

La estructura del hamiltoniano permite ejecutar la separacién de variables. En efecto, si
asumimos que

() = 9(r,0,9) = R(r) F(J,¢)
entonces la ecuacién de Schrodinger

Hy(x) = Ey(x)

Se expresa Coino

~2

{ i N
2m  2mr?

+ V() R F(9, ) = E R(r) F(9, )
de donde se obtiene

UF(W.p) L PPR()
F(0,%) R(7)

+ 2mr? [E — V(T)}

Como el término de la izquierda debe depender sélo de las variables angulares ¥ y ¢, y el de
la derecha, solo de r, la tinica posibilidad es que ambos sean iguales a una constante A. Debido
a esto obtenemos dos ecuaciones

—r?p2R(r) + 2mr*[E — V(r)] R(r) = AR(r)
(7.5)
UF(.0) = AF(D,),

La segunda ecuacion no es otra que la de los valores propios del cuadrado del momento

~2 ~
orbital I y de su proyeccién [,. Esto significa que A es igual a h*(({+ 1) y las funciones F(¥, ¢)
no son otras que los armdnicos esféricos, es decir,

F(197Q0> = )/Zm(19790)
Si se tiene en cuenta lo anterior, para la funciéon R(r) se obtiene la ecuacién

{% 0+ —ﬁ%(fj N v - E}R(fr) ~0,
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la cual, después de que se reemplaza el operador p?, se transforma en

1dad) 4D | om
{7“2 dr [r dr} r2 + h?

(B - V(fr)]}R(r) =0 (7.6)

La ecuacién para la funcién radial R(r) va a depender de la forma concreta del potencial
V(r) y debe ser resuelta en cada caso. Como la fuerza no depende de las variables angulares,
en el espacio no hay un sentido preferente y la funcién radial R(r) no puede depender de m,
pero si de ¢ y, por supuesto, de la energia E. Por lo tanto, deberd ser representada por Rgy (7).

La funcién radial Rgy (r) debe satisfacer algunas condicions especiales. En primer lugar debe
cumplirse que
Rpe(r) — 0 cuando r — 00,

en cambio cuando
r — 0 es suficiente que r Rge(r) — 0,

En efecto, el operador p? debe ser hermitico. Esto significa que p,., que puede ser expresado
como
. h 0

y = —i— —7T
p r Or

tiene que ser hermitico. Y para ésto es suficiente verificar que
(W(@)|prv(x)) — (W(2)|p()" = 0,
es decir, que

[ (v @lp@)] ~ ()] vt i o

Después de ejecutar algunas operaciones en la izquierda se obtiene el integral

—ih/d97{%|rw(w)|2}dr

y si se tiene en cuenta la relacion de ortonormalizacién de los arménicos esféricos, se tendra

(e 9]

—ih/{%hR(rﬂZ}dr (7.7)

0

el cual es igual a 0, sélo si
lim [r R(r)] = 0 (7.8)

r—0
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7.2. Una particula libre.

El problema de una particula libre puede ser resuelto en coordenadas cartesianas. En este
caso, el hamiltoniano conmuta con el operador del momento lineal p, razén por la cual la
ecuacién de Shrodinger tiene como soluciones a las funciones propias del momento lineal, es
decir, a las funciones

1 ik.x
Yp(x) = Wek' con k=p/h

que son de mucha utilidad cuando se describen movimientos de traslacién.
Pero este problema también puede ser tratado como un caso especial de movimiento en

campos de fuerzas centrales con V(r) = 0. En este caso, la ecuacién para la funcién radial
resulta igual a

(L8 ety AED 208 py =0 (7.9)

Si se ejecuta el cambio de variable r — p = kr, donde k = v2m£FE/h, la ecuacién precedente
se reduce a

2d2

2p d
—~ R -
i (p) +

SRR+ P = U+ D]R(p) = 0 (7.10)

que es la ecuacién para las funciones esféricas de Bessel j; (p). Por lo tanto, la solucién de la
ecuaciéon radial se expresara como

En general, las funciones esféricas de Bessel se expresan como
+1
. ZZ 128 2\ ¢
Ji(z) = vl (1—5%)ds (7.12)
-1
de donde, después de integrar por partes ¢ veces, se obtiene

+1
1 )
57 e Py (s) ds (7.13)
“1

Je(2) =

Si se continta con la integracién por partes se puede verificar que

Je(p) = coslp — (f)Jr /2] para (p>{) (7.14)

Resulta de interés relacionar las soluciones expresadas en coordenadas cartesianas con las
obtenidas en coordenadas esféricas. Las primeras son ondas planas con valor definido del mo-
mento lineal p, una de cuyas propiedades que constituyen un conjunto infinito y no enumerable,
mientras que las otras representan un conjunto infinito pero enumerable de estados con valor
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definido del cuadrado del momento orbital ¢ y de su proyecciéon m, sobre un eje dado.

Debido a que las soluciones que acabamos de obtener constituyen un conjunto completo, se

tendra
o0

l
52 = SO ST Copjo (k) Y0, 9) (7.15)

=0 m=—4

Si el eje z se elige en el sentido del vector k y se introduce la variable £ = cos®/, la férmula
anterior se reduce a

et = & = N Ay i (kr) Py (€) (7.16)
=0

Después de multiplicar ambos términos por Py (&) e integrar sobre £ se obtiene

+1
AL e Py (&) d¢ (7.17)

-1

Ay je(kr) =

de modo que al compararlo con la definicién de la funciones esféricas de Bessel obtendremos

Ay = i (20+1)

otkz — gikrcosd  _ Z it (QE + ]_) Je (kjfr‘) P, (COS ’19) (718)
=0

En general, cuando k esta orientado en un sentido arbitrario, se tendra

o0

R ® = N it (20 + 1) jio (kr) Py (en-€z) (7.19)
=0

que también puede ser expresado en funcién de los arménicos esféricos de la siguente manera

) +£

T = Ay N i Glkr) Y8, )] Y (9, ) (7.20)

{=0 m=—¢

donde S y « son los angulos del vector k.

Las formulas obtenidas son de mucha utilidad en la teoria de dispersion.

7.3. El pozo esférico de potencial.
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El pozo esférico de potencial® es descrito por la funcién

0 r<a
% - ’ 7.21
(r) {V;, r > a, ( )

de tal manera que la ecuacion para la funcion radial resultara expresada como

{li( 2d)_€<€+1)+2mE}REe(fr):0, cuando r<a

2dr\ dr r2 h?
(7.22)
1d,,d ((+1) 2m B :
{ﬁ%(r %)— = —i—ﬁ[E—VO}}REg(T)—O, si r>a
7.3.1. Caso A: / =0.
Cuando ¢ = 0, la ecuacién para la funcién radial
1 d d 2mE
{55(7"2%) + 72 }RE(’/’) =0, cuando  r<a
(7.23)

1d d 2 .
{ﬁ@(r2%)+h_?[E_X/o}}RE(r):0, si r>a

se resuelve facilmente si se hace la siguiente sustitucién R(r) = x(r)/r.

En efecto, después de ejecutar las operaciones indicadas, para la funcién y(r) se obtiene las
ecuaciones

d? 2mE

WX(T) + 7;; x(r) =0, cuando r<a
d? 2m _
ﬁx(r)‘Fﬁ[E—VO}X(T)ZO, i r>a

De las condiciones para la funcién Rg (r) se deduce que la funcién x(r) — 0, tanto cuando
r — 0, como cuando r — 0.

Especial interés representa el movimiento de cuerpos con energias (E < V,). En este caso,
las ecuaciones para y(r) resultan expresadas como

d? omE
ﬁX(T) - %X(T’) = 0, cuando r<a

(7.24)
d? 2m _
WX(T)—ﬁ[VO—E}X(r)zo, si r>a

'En realidad se trata de un potencial esférico, con un valor dado dentro de una esfera de radio r y otro valor,
distinto, fuera de ella.
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y sus soluciones son las funciones

Asenar, si r<a
x(r) = (7.25)
Ce™ P, para r>a
donde 2mE N 1/2 2m 1/2
o= {5} voop= {5l (7.26)
De la continuidad de la derivada logaritmica para R(r) en r = a, que se expresa como

{% %R(T)}/r:a—o - {ﬁ %R<T>}/r:a+07

para x(r), en el mismo punto, se obtiene

e rA FRE tre F

que se satisface sélo si
acota = —f (7.27)

Esta condicion es la misma que en el caso del pozo de potencial unidimensional y se satisface
solo para ciertos valores de la energia.

7.3.2. Caso B: / # 0.

Cuando /¢ # 0, la ecuacién para la funcion radial es recomendable resolverla por separado
parar < ay parar > a.

Si r < a es aconsejable hacer la sustituciéon r — ¢ = ar, gracias a lo cual para R(p) se
obtiene la ecuacién

cuyas soluciones son las funciones esféricas de Bessel

jﬁ(@) = (%)1/2 J£+1/2(Q)

™

o) = (<1 (5) " Luale)

Cuando p — 0, las funciones esféricas de Bessel tienen el siguiente comportamiento asintético

4
. 0 20 — 1!
je(e) — 2+ 10 y ne(e) — _(QTR
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debido a lo cual la solucién aceptable para la funcion radial sera
R(r) = Ajiar) (7.28)

Para r > a, la sustitucién r — o = 87 nos lleva a la misma ecuacién de Bessel, pero de
argumento imaginario. Por lo tanto, las soluciones seran las funciones de Hankel

hY (o) = je(o) + ineo)

2 . .
h(0) = i) — ini(o)
Cuando r — 00, el comportamiento asintético de las funcioesn de Hankel es

1 .
hél) (Q) N E el[g7%(£+1)ﬂ']

1 .
hf)(@) N E efz[gfé(5+1)ﬂ’]7

lo que significa que aceptables son sélo las soluciones
R(r) = Bh{"(ipr) (7.29)

Los niveles de energia se van a obtener de la continuidad de la derivada logaritmica

1 d 1 d
—— —R =J{——R
{R(r) dr (T)}/r—a—o {R(r) dr (T)}/r—a+07
la cual debe ser analizada para los diferentes valores de /.

Asi, para ¢ = 0 el resultado que se obtiene es el mismo que el obtenido en el caso A, es
decir,
Ecoté = —(, con E=aa y (=pfa (7.30)
y si £ =1, los valores de energia se obtienen de la ecuacién
cot & 1 1 1
Tae T T e
3 3 ¢ ¢

En ambos casos, adicionalmente se cumple

(7.31)

62 _|_ CQ — Qm‘/oa2/h2
7.4. Oscilador armonico esférico.

Oscilador arménico esférico es cualquier sistema cuya energia potencial tiene la forma

2
mw

V(r) = 5"
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En este caso, en la ecuacion radial

dr

{ii[rzd}_ﬁ(ﬁ—l—l) 2m mw?

r2dr +_[E_

2 = r’] }REe(T) =0, (7.32)

es aconsejable ejecutar la sustitucion

roo— =
S
para obtener la ecuacion
d? 3d E e+1) o
{Qd—gz + §d_g + [2hw - 40 - Z] }R(Q) =0 (7.33)

que tiene puntos especiales en o =0y o = o0.

Cuando ¢ — 0, la solucién asintotica se puede expresar como

debido a lo cual, cuando se ejecuta el reemplazo en la ecuacion, se obtiene la relacion

3 ((0+1)
— 1 —_— —_— —— pr—
AA—=1) + 5 A 1 0
de la cual se obtiene
A =()2 y Ro(0) = o? (7.34)
Si 0 — oo, la ecuacién se reduce a
d? 0
Qd_QQRoo(Q) - ZRoo(Q) =0
y su solucién es la funcion
Roo(0) = e79/? (7.35)

Por lo tanto, la funciéon general se expresara como

R(0) x e 9> x(o)

de tal modo que, después de ejecutar el reemplazo en la ecuacion, para la funcién (o) se obtiene
la ecuacién

d? 3 d E ¢ 3

052 + {045 —of (o) + {5 — 5~ (o) =0 (7.36)

que es una ecuacion del tipo

d? d
—F —2z2)—F —aF = .
25 F(0072) + (7 = )7 F(a,7,2) — aF(a,7,2) = 0 (7.37)
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con o = —[E/2hw — 0/2 = 3/4],y=(+3/2y z = p.
La solucion de la ecuacién anterior se expresa en forma de una serie de potencias

az ala+1)2?
Fla,v,2) =14+ ——=+ —2—+ ... 7.38
(@,7,2) Y1 y(y+1) 2! (7.38)

la cual se transforma en un polinomio de orden |« si este coeficiente es igual a 0 6 a —N y es
una serie divergente cuando o — 00, en caso contrario.

Si el coeficiente v no es entero, la funcién
ATF(a—y+1,2—7,2) (7.39)

tambien es solucién de la ecuacién diferencial anterior (divergente en z = 0). Por lo tanto la
solucion general de la ecuacién radial tendra la forma

R(0) = Cy F(—[E/2hw—£/2—3/4],0+3/2, 0)+Cy 0> ' F(—[E/2hw+£/2—1/4],1/2—, o)
(7.40)
Sin embargo, para que la funcién sea finita cuando ¢ — 0 es necesario que el coeficiente
Cs sea igual a cero para todos los valores de p, gracias a lo cual la soluciéon que de expresada
solo a través de la formula

R(0) = Cy F(—[E/2hw — €/2 — 3/4],0+ 3/2, 0) (7.41)

Por otro lado, para que la soluciéon se mantenga finita cuando o — oo es imprescindible
que la serie hipergeométrica se transforme, cuando menos, en un polinomio, es decir que el
coeficiente o sea un entero negativo. Esto significa que

—[E/2hw — £/2 = 3/4] = —n,
de donde, para la energia del oscilador se obtiene
E,, = hw[l + 2n, + 3/2] (7.42)

o también

En = hw[N + 3/2] (7.43)
con N =/ +2n,.

Para un N dado los posibles valores de £ son N, N —2, etc. Por lo tanto, cada nivel energético
tiene una degeneracion

g(N) =) (20+1)

¢

igual a

g(N) = (N+1)2(N+2) (7.44)
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7.5. El atomo de hidrégeno.

Para analizar la estructura electrénica del hidrégeno o de los iones hidrogenoides es necesario
resolver la correspondiente ecuacién de Schrodinger. El hidrogeno y los iones hidrogenoides
pueden ser entendidos como sistemas de dos cuerpos, cuyo operador de la energia cinética en
el sistema de laboratorio debe ser

K

1 1
) GELEYN Awe} 4
h {2mN " + 2me (7 5)

Los sistemas de dos cuerpos es mas conveniente describirlos en el sistema del centro de
masa, al cual se puede pasar mediante las transformaciones

N e
x = [T T e y x=zx"-z° (7.46)
my + me
debido a las cuales
g Me 0 0
Ox§  me+my 0X; 0x;
(7.47)
0 my 0 0
N = +
8.23'1' Me + My 8XZ 8%
En consecuencia, el mencionado operador tendra la forma
- h? 1 1 1
K:——{ — A — 4+ — Aw} 7.48
2 (mN—i-me) x + (me+mN) ( )
es decir
. h? 1 1 1 1 1
K:——{—A —Am} dond —=—+ = 7.49
SR Erye—— X+M onde . —+ 7 (7.49)

es la masa reducida del sistema.

En consecuencia, el movimiento de un sistema de dos cuerpos se puede entender conmo el
movimiento del centro de masa, sin la accién de ninguna fuerza externa, mas el movimiento
relativo de los cuerpos.

El hamiltoniano del movimiento relativo es la siguiente

. B2
0= =3 Bt V() (7.50)

y como el potencial se expresa mediante la siguiente férmula

V(x)=—Ze*/r, con r= x|,
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la ecuacién de Schrodinger se expresara como

[- S—MA V) i) = Bole) (7.51)

Como el potencial tiene simetria esférica el problema debe ser resuelto en coordenadas
esféricas @ = (1,9, ¢). En este caso, como se ha visto en el acdpite precedente, las soluciones
se expresaran como

(@) = Rp(r) Y™ (0, ¢) (7.52)

7.5.1. Ecuacion para la funcién radial.

Al reemplazar la forma concreta del potencial, la ecuacion para la funcién radial se trans-
forma en

L2 D ] - U D gy 25— v Ry =0
o también en
%R(r) + %%R(r) - Wr—tl)R(r) + % B+ 276] R(r) =0 (7.53)

Esta ecuacion puede ser expresada en variables adimensionales si se emplean las unidades
“naturales”de masa (m = 9,11 x 107%g), carga (e = 4,8 x 107 u.e.q.), longitud (a = h? /me?),
tiempo (¢ = h®/me*) y energla (Ey = me*/h? = 4,36 x 107 erg = 27,21eV). Para eso la
dividimos entre la expresién m2e*Z? /h?, es decir, entre Z2/a?, después de lo cual se obtendra

(e+1)
2

d? 2 d
— R 2=
dw<m+p@

R(p) — R(p) +2 (8 + 1) R(p) =0 (7.54)

p
donde p=rZ/ay &= E/(me422/h2) = ER? /me*Z*.
Seguidamente es conveniente ejecutar el siguiente cambio de variable p — 0 = 2p / n donde
n=1 / V—2& > 0 luego de lo cual la ecuacién adquiriré la forma
d? 2d

1
d—QQR(Q) + gd—gﬂz(@) + { -t

n  Ll+1)
rial

}R@):O (7.55)

0
y si en lugar de R(p) introducimos la funcién y (o) = o R(p), para esta funcién obtenemos la
ecuacion

d? 1 n LLl+1)
X@ =g T e =0 (7.56)
Cuando p — oo la ecuacién anterior se reduce a
d? 1

cuya solucién es
Xoo(0) ox 7/ (7.58)
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En cambio cuando o — 0 son considerables sélo la segunda derivada y el término que
corresponde al momento orbital, lo cual se puede verificar si la funcién (o) se expresa como

Xo(0) ox 07

En efecto, después de calcular la segunda derivada y reeemplazarla en la ecuacién precedente,
ésa quedara expresada como

Lo-n-tes e +n g -1 0 =0, (7.59)
con los dos ultimos términos despreciables, gracias a lo cual se tendra
y(y=1)—4(l+1)=0 (7.60)
de donde se deduce que vy =¥+ 1, —/.

Por lo tanto, en este caso
Xo(0) = Dy ¢+ Dy o™ (7.61)

y, como el segundo término es divergente en el origen, es imprescindible exigir que Dy = 0,
debido a lo cual resultara

Xo(0) o o (7.62)
En consecuencia, la funcién x(g) se puede expresar como
X(0) = Xoo(0) Xo(0) W(0) = 7 o™ W(p) (7.63)

y si se la reemplaza en la ecuacién correspondiente para W(p) se obtiene la ecuacién

QC?—;W(Q) +(20+2— g)diQW(g) +(n—0—1)W(p) =0 (7.64)

que coincide con la ecuacién para las funciones hipergeométricas confluentes

zj—;F(z) + (v — z)diZF(z) —aF(z)=0 (7.65)

cona=0+1—-ny=20+2y z=np.

7.5.2. Valores posibles de la energia.

La solucion de la ecuacién anterior se expresa en forma de una serie de potencias

1 2
Playg,z) =14+ 22 ot D)

—— 7.66
v 4y +1) 2! (7.66)
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divergente cuando p — o0, pero que se transforma en un polinomio de orden |« si este coefi-
ciente es igual a un entero no positivo o = 0, —/N y es una serie en caso contrario.

Si el coeficiente v no es entero, la funcién
ATF(a—y+1,2—7,2) (7.67)
tambien es solucion de la ecuacién diferencial anterior, divergente en z = 0.

Pero, en nuestro caso v = 2¢ + 2. Por lo tanto la solucién general de la ecuacién radial
tendra la forma

W(o) x F(—n+{(+1,20+2,0) (7.68)

y, €N consecuencia,
R(0) = Ruf0) o o' e ®? F(—n+(+1,20+2,0) (7.69)

Por otro lado, para que la soluciéon se mantenga finita cuando p — oo es imprescindible
que la serie hipergeométrica se transforme, cuando menos, en un polinomio, es decir que el
coeficiente o sea un entero negativo. Esto significa que

{+1—-—n<0 es decir n>0+1 o también {<n-1 (7.70)
De las relaciones anteriores se observa que n debe ser un nimero natural, es decir n =
1,2,---. Por lo tanto, la energia, se expresara como
1 .
E=——, en unidades naturales (7.71)
2n?
Y 1 Z2 4
mZ-<e
=5 en unidades normales (7.72)

7.5.3. Soluciones de la ecuacion radial.

Si a toma valores enteros negativos (« = —N) la funcién hipergeométrica F(—N,~, z) se
reduce al polinomio
N —~N(1—N) 22 ~N(1—=N)---(=1) 2N

(O R | R AP TO S R e s o]

ST S € R N
=1 5 + +( 1) 7(,}/_'_1)...(7-}-]\7—1) N
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Si se aplica la regla de derivacién de Leibnitz se puede verificar que la suma precedente se
puede expresar como

_ F(,}/) -y _z dN Y+N —z
—F(7+N)Z edZN(z e )

y, como en nuestro caso N =n—{¢ —1,7v=2(+ 2y z = p, entonces se tendra

—(20+2) F(2€ 4 2) qr—t-1
Y 04+24n—0—1 —
F(—(n—{0-1),204+29) = Tl 2 in 1) C g (P rHntleme)
_ Q—(2€+2) F<2€—|—2) o dn—f—l

I(n+0+1) don—t-1

<Qn+€+1e—9)
(7.73)

La expresion anterior puede ser expresada a través de los polinomios asociados de Laguerre,
cuya formula es

dN
M — ,~M .z M+N -z
Ly(z)=z2""e TN (2 e %), (7.74)
si N=n—{¢—1y M =2{+ 1. En consecuencia,
F(—(n—0—1),20+2,0) < L2} (o) (7.75)
Los polinomios de Laguerre satisfacen las relaciones de recurrencia?. Asf,

kLE(E) — ERLETN(E) = L, (§) — (s + 1) LE(E)

(7.76)
LiHE) = Li(€) — sLi_y(€)
Si en la primera de las anteriores relaciones k — k — 1 se obtendra
ELL(E) = (s + k)LTH(E) — L1 (€)
y si lo obtenido se combina con las relaciones precedentes se tendra
ELS() = (25 + k+ 1)L(E) + L1 (€) + s(s + k) LE 4 (€) (7.77)

Por otro lado, los polinomios asociados de Laguerre satisfacen la siguiente relacién de

ortonormalizacion
o

/ e~EERLE(€) LY (€)dE =

0

(k+ s)!
s!

53,5’7 (778)

2Estas relaciones se obtienen al derivar, sobre las variables t y £, respectivamente, la funcién generatriz

At s

WZZE L(€)

s=0
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asi como la relacién

o0

/ e~EEH O LE(€) LA (€)dE =

0

(k+s)!

J (25 + k+1)°

En consecuencia, la funcién R,(o) se expresard como
—0/2 £ 120+1
Rug(0) o< e7?% o' L2} (o)
y en unidades dimensionales serd igual a

2rz 2rz
SR L () e

na na

Rn[(T) = Nng (

La constante N, se obtiene de la condiciéon de normalizacién

na\ 3 oz (217 2042 2
/RieTQdT:Ngz (ﬁ) /e na (E) {Li@£1(Q)} =1

de donde se obtiene

Noe = (%)3/2 [n(n+€+ 1)4!(n — - 1)!]1/2

Por lo tanto,

Z \3/? 4 12 /9r 7\ ¢ 07
” N L2Z+1 ( > —rZ/na
Bne(1) (na) [n(n—l—ﬁ—i—l)!(n—f— 1)!} ( na ) =1\ T ) ©

7.6. Valores esperados de las magnitudes fisicas

Para calcular los valores esperados de las diversas magnitudes

<'[bn/£/m/

F(r, 9, ¢)

¢n£m> = / wz’@’m’ (T7 797 90)3(7’7 197 @)djnﬁm(r; 197 Sp)dv

hay que tener presente que tales expresiones se separan en dos integrales

< Rn/ Vi

R(r) [ Bur) = / R (F)R(r) R ()2

<}/f’m’

S0 |Yon) = [ Vi (0,950, 0o (0. )02

(7.79)

(7.80)

(7.81)

(7.82)

(7.83)

(7.84)

(7.85)

(7.86)
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Para el cédlculo de la primera integral es necesario emplear las funciones radiales, algunas
de las cuales son:

223/2

0= —rZ/a
a3/?

732 rZ
Ron — [1 . _:| —rZ/2a
0= aasrl T 24l ©

Z3/2

R21 = 2\/6@3/2 (

C —rZ/2a
2

(7.87)
223/2

R30 = T = a4

3v/3a3/2

8z3/2
P
27+/6a3/2

3/2
Ry = 4Z/ (C 2 —rZ/?)a7
81v/30a%/2 "a

Empleando las férmulas anteriores y las relaciones de recurrencia y ortonormalizacion de los
polinomios asociados de Laguerre se puede demostrar que los primeros valores esperados (r¥),
para k negativos, se expresaran como:

(ry = 12

) 1 22
) = i) @
(7.88)
o 1 A
A S SV

3n? — (0 +1) A

() = 30 +3/2)((+ 1)(C+ 1/2)(( — 1/2) a*
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y, para k positivos, serdn iguales a

(r) =3|3n _WJFD]E

9 2
= -] 5

(7.89)

X n?- 9, 9 2 CL3
(r*) = 5 |350°(n* = 1) = (£ +2)(¢ — 1)(30m - 3(0+1)] 73
1y _ T i 22 20— 8) + 500 + 1)(3 + 30— 10) +12] &
(rf) = 5 |63n" — 35n°(26° + 2 — 3) + 56(¢ + 1)(3¢° + 3¢ — 10) + }ﬁ

Por su parte, el calculo de las integrales que dependen de las variables angulares se realiza
empleando los arménicos esféricos, entre los que se puede indicar:

Vo= ()"
o= ()" ot = ()"

Vi = ﬂ;) % send) etie = (%)1/2 iUTiZ/
Yoo = (16%)1/2 (3 cos? Y — 1) — (127T)1/2 3227; r?

1_5)1/2 z(z +y)

- (7.90)

Yo = :F(;—i)l/Q send cosd e = F ( =

s — <%)1/2 son2y o2 — (31257T)1/2 (z f2y)2
Yy o= (16%)1/2 (5c08°9 — Beosd) = (1;T)1/2 2(5227; 3r2)
Y341 = :F<624_17T)1/2 sen? (5 cos® ¥ — 1) et = (62417T)1/2 (z & y)(:;ZQ —r?)
Y340 = (;2%)1/2 seny cosd) T = (;87?)1/2 Z(x;y)Q
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35\1/2 3. 443 35 \172 (x£y)?
27 9 eEide —
64 ) sen’ T 64 ) 73

asi como las relaciones de recurrencia entre los armoénicos esféricos.

Vi3 = F( (7.91)

En general, las magnitudes angulares cuyos valores esperados se tiene que calcular pueden
ser expresadas como tensores esféricos Ty, es decir como magnitudes que durante una rotacion
del sistema de coordendas se comportan de manera similar a los armonicos esféricos. Esto
significa que

[T, Tg) = V(k F @) (k £ g+ 1) Thgrn
(7.92)

[jza qu] =dq Tk,q

Un ejemplo sencillo de operadores tensoriales esféricos son las funciones del tipo f(r) Y, (¥, ¢).
Asi, los componentes de un vector A pueden expresados en coordenadas esféricas

1 1
V2 V2

y, por lo tanto, resultan iguales a

Ap=As;  An=— (A, +id) v An (A, +iA,) (7.93)

4
Ay = |A| cosd) = % 1A| Yio (7.94)
e?sent 4
A —|lA = — |Al Y,
= gy
(7.95)
e~ “sent) A
A=A —— = — |A] Y; _
= A Vi

De acuerdo con el teorema de Wigner-Eckart, los elementos de matriz (T, (9, ¢)) de un
operador Ty, (¥, ¢) se pueden calcular mediante la siguiente formula

(e | T | e’>( Lok f’) (7.96)

(Em|Tyqll'm”) —m g m

donde las expresiones (¢ || Ty || ¢') se denominan elementos de matriz reducidos y son iguales a

, o JU+1D)2E+1)20+1) (4 k¥
LAV = (60 0) (7.97)
Por lo tanto,
. m (26 + 1)(2]€ + 1)(26/ + 1) ¢k / L/
(m|Tyqgl'm’) = (—1) \/ i ( 00 0 ) ( B )
(7.98)

Las magnitudes representadas por los paréntesis son los simbolos 37 de Wigner. Los valores
que toman cuando [, k, ', m,q y m' asumen diferentes valores, han sido tabulados y se pueden
encontrar en diferentes fuentes. Sin embargo, no esta demas senalar que tales coeficientes son
diferentes de cero solo si se cumplen simultaneamente las siguientes condiciones:
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» Los indices superiores satisfacen la relacion del tridngulo A(¢, k, ¢'), la cual es una manera
compacta de indicar que los posibles valores de uno de ellos, por ejemplo de ¢, necesari-
amente tienen que estar entre ¢ + k y [¢ — k|. Es decir

O =C+kl+k—1,- |0k (7.99)

» La suma algebraica de sus indices inferiores es cero, es decir m’ + g+ m = 0.
7.7. Espectro del hidrégeno

De acuerdo con la féormula obtenida en la secciéon anterior, la energia del hidrégeno tiene un
espectro discreto cuyos valores

1 me*Z?

By = 2
2n? k2

(7.100)
dependen tnicamente del valor del parametro n, al cual se denomina nimero cudntico principal.

Como se observa, la energia no depende del valor del coeficiente ¢, el cual se conoce como
numero cudntico orbital y puede tomar los £ =1,2,--- ,n — 1, ni de m, conocido como numero
cudntico magnético, cuyos valores posibles son —¢ < m < /. En consecuencia, como ¢ toma
valores desde 0 hasta n — 1 y a cada valor de ¢ le corresponde 2¢ + 1 valores de m, cada nivel
de energia tiene una degeneracién igual a

dom=> (2+1) =n? (7.101)

La independencia con respecto de ¢ es propia de los iones hodrogenoides, cuyo potencial
es de tipo coulombiano, pero desaparece en sistemas con varios electrones, uno de los cuales
puede ser electron de valencia. En este caso, la interaccion del electrén de valencia con los otros
electrones apantalla la atraccion del nicleo y rompe esta sui generis simetria coulombiana, ya
que, como se vera posteriormente, este apantallamiento depende de ¢, como resultado de lo
cual los estados con diferente valor de ¢ adquieren diferentes valores de energia. Por su parte la
independencia de la energia con relacién de m es una consecuencia de la simetria esférica del
problema, la cual desaparece cuando sobre el sistema actia un campo magnético.

En principio, el electréon de los atomos hidrogenoides puede encontrarse en cualquiera de los
estados descritos por la funcién de onda 1,4, v tener una energia £, cuyo valor se calcula con
la formula anterior. Asi, si el atomo es de hidrégeno el espectro energético, es decir el conjunto
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de posibles valores de la energia que puede tener el electrén correspondiente, es el siguiente:

E; = — (me*/2h%) = —13,55 eV

1
By =— (me*/2r* ) = —3,39 eV

(7.102)
E5 = —% (me* /2R ) = —1,55 eV

7.7.1. Series espectrales del hidrogeno

En condiciones normales el electron del hidrogeno se encuentra en su estado fundamental
E1, con una energia de —13,55 eV, pero si se le comunica energia suficiente el electrén puede
pasar a los siguientes niveles. Asi, para que pueda ascender al siguiente estado necesita una
energia

|Ey — Ey| =10,15 eV (7.103)

y para separarlo definitivamente, es decir para ionizar un atomo de hidrégeno hay que comuni-
carle la energia

|Es — E1| =13,53 eV (7.104)
valor que recibe el nombre de Rydberg.
Cuando el electrén se encuentra en niveles superiores n’ puede descender a estados de

menor energia n, liberando el excedente de energia en forma de radiaciones electromagnéticas
con frecuencias iguales a

_AR_ R (7.105)

n?2 n'?

wn’n/ = =

h 2h3

E, —FE, m?e*Z% /1 1 1 1 R
Ga—s) =2 ()

donde R = m?e¢*Z%/h® = 3,27 x 10"s™! se denomina constante de Rydberg-Ritz y cada uno de
los términos de la ultima diferencia se denominan términos espectrales.

A veces, en lugar de la frecuencia, se suele indicar el ntimero de ondas A\™! = w / 2mc que
resulta igual a

A/ ~ dwch3

1 m2e4Z2<1 1>:R<i_%>zﬁ_3 (7.106)

n?2 n'? n2 n?2 n'?

donde R = m?e*Z? /Amch?® = 1,09677581 x 10°cm ™" también se denomina constante de Rydberg-
Ritz.
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Las ondas emitidas como resultado de las transiciones cudnticas se agrupan en series espec-
trales, cada una de las cuales viene a estar definida por el estado final de la transicion. Asi, las
transiciones np — 1s que terminan en el estado n = 1 y cuyos ntimeros de onda son iguales a

1 1
T (1-) (7.107)

conforman la serie de Lyman. Sus componentes, en orden decreciente de sus longitudes de onda,
se denotan por L, Lg, L, --

Las transiciones . . .

- =R (=== 7.108
An,2 (4 n2) ( )

np — 2s,nd — 2p y ns — 2p (cuyas frecuencias, término a término, son iguales en primera

aproximacion) se agrupan en la serie de Balmer y se representan por H,, Hg, H,, - -

Otras series espectrales llevan los nombres de serie de Paschen (ns — 3p,np — 3s,np —
3d,nd — 3p y nf — 3d), cuyo estado final es el 3¢, serie de Brackett (n{ — 4¢'),con su estado
final 4/, etc.



Capitulo 8

Teoria de la dispersiéon

Uno de los importantes problemas de la Mecanica Cuantica es la interacciéon de una particu-
la (o un haz de particulas), que vienen desde posiciones muy alejadas y con un valor definido
del momento lineal, con otra particula (o grupo de particulas) ubicadas en determinado lugar
del espacio!. Como la energfa de los cuerpos incidentes es positiva siempre va a ser mayor
que la energia potencial, después de la interacciéon éstos continian con su movimiento hasta
posiciones muy alejadas, pero pueden sufrir dos transformaciones: un cambio en el sentido de
su movimiento y una variacién de su energfa.? Si ésta permanece constante, el médulo del mo-
mento lineal tampoco varia y el proceso recibe el nombre de dispersion elastica; en cambio,
si la particula cede cierta porcién de su energia (&), la dispersién se denomina ineldstica.

Experimentalmente, se mide el nimero de particulas por unidad de tiempo dNg que, de-
spués de la interaccion, atraviezan una superficie unitaria dS, perpendicular a un rayo trazado
desde el punto donde se encuentra el cuerpo (o cuerpos) dispersores. Es evidente que dNg
debe ser directamente proporcional a dS e inversamente proporcional a la distancia desde el
centro dispersor hasta la ubicaciéon de dS; pero también tiene que ser proporcional al flujo de
las particulas incidentes N.

Por lo tanto, si df) es el angulo sélido que subtiende a la superficie dS, entonces
dsS
dNg = q(E,9) N — = q(E,9) N d) (8.1)
r

Quiere decir que para conocer dNg es suficiente determinar ¢(F, 1), ya que esta magnitud de-
scribe la distribucion de las particulas dispersadas segun la energia de las particulas incidentes
y el angulo en el cual fueron dispersadas.

Como [dNg] = 1/T, [N] = 1/TL? y [d9Q] no tiene ninguna dimensién, q(E, ) tiene dimen-
siones de superficie. En efecto, de acuerdo con la formula anterior

1 dNg
: 2
q(E,0) = N es decir, lq] =L (8.2)
ITambién es posible analizar la interaccién de particulas que se mueven al encuentro unas con otras.
2Cuando la energia de las particulas interactuantes es lo suficientemente alta es posible la transformacién de
unas particulas en otras.

121
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Por otro lado, debido a que la ecuacién (8.1) puede ser expresada como

de donde se obtiene AN £ 9)dO)
S o q( ) ) 7 (84)

N (lem?)  lem?
entonces, la probabilidad que, de N particulas que conforman el flujo incidente, dNg sean dis-

persadas en un dngulo sélido df), es la misma que al bombardear una superficie de lem? se
dé en la superficie ¢(E,9) dQ2 cm?.

Por tal razon, q(E,v) recibe el nombre de seccién eficaz diferencial y se la representa
por do/dS2. En consecuencia,

do
Np = — N dQ .
dNp ﬂ#&m d (8.5)
o también p AN
o e
dQ N dQ (8.6)

8.1. Ecuacién de Schrodinger para la dispersion.

En ausencia de un potencial dispersor, es decir, cuando las particulas incidentes todavia se
encuentran infinitamente alejadas del centro dispersor, el hamiltoniano se reduce al operador
de la energia cinética

-2
3 S 4
H=K=2"_ 8.7
o (8.7)
y sus autovectores |¢) también son autovectores del operador del impulso p, lo que significa

que en la representacion de coordenadas, tendran la forma

1 ,
<:I:|¢)> = Qb@(il?) = W eip-@/h

Si el eje z se toma en el sentido del vector p, la funcién ¢(x) serd funcién sélo de z y se
expresara como

1 )
¢i(2) = n)i ekz, con k=p/h (8.8)

En consecuencia, el nimero N de particulas incidentes por unidad de superficie, igual a la
densidad de corriente, se expresara como

ih [ dgi(2)
_{ dz

N:jZZZm

¢i(z) — ¢i(2)

doy(2) } hk (59)

dz m(2m)3

En presencia de un potencial dispersor, el hamiltoniano consta de dos términos y puede ser
expresado como

H=K+V (8.10)
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por lo tanto, se tiene que resolver la ecuacion

Hg) = (K + V) |v) = El) (8.11)

En la representacién de coordenadas, la ecuacion precedente resulta expresada de la siguiente
manera
. o 2mV(x)
{A + kz}w(:p) =®(7), con D7) = —5 Y k? = 2mE/h?, (8.12)
y su solucién consta de dos partes: La solucién general de la ecuacién homogénea y una solucion
de la ecuacion no homogénea.

La primera coincide con la solucion de la ecuacion en ausencia del potencial dispersor, es
decir describe el flujo de las particulas incidentes. La segunda parte puede ser obtenida emple-
ando el mecanismo de las funciones de Green y describira el flujo de las particulas dispersadas.
En consecuencia,

(x) = di(x) + ¢y ()

En el infinito la segunda parte de la funcién precedente debe ser una onda esférica emergente.
Por lo tanto, puede ser expresada mediante la formula

‘A(ﬁ) eikr

V(@) — Yas(@) ox @r)pR (8.13)

y la densidad de probabilidad resulta igual a

_ih pdig () 5
= {0 (@) - vi@)

dwas(:v)} _ DEAW)?

" dr m(2m)3r?

Gracias a lo anterior, el nimero dNg de particulas dispersadas se expresara mediante la
formula

2d0)
dNg = j,dS = j,r*dQ = REAW)I"dS
m(2m)3
y la seccion eficaz diferencial serd igual a
do
=AW (8.14)

En consecuencia, para encontrar la seccion eficaz diferencial de la dispersion es suficiente
encontrar la funcién ¢¢(x), que describe las ondas dispersadas y tomar su comportamiento
asintotico en el infinito. Todo ello se puede lograr empleando el método de las funciones de
Green G(Z|2”), que consiste en que la solucién no homogénea de la ecuacién (8.11) resulta
expresada como la integral

U (E) = / G(Z|T)®(T)dT (8.15)
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8.1.1. Funcién de Green de la ecuacién de Schrodinger.

La funcién de Green de la ecuacién de Schrodinger es la solucién de la ecuacion
{A+kﬂ0@@q:&w—y) (8.16)

Para encontrar la forma explicita de la funciéon de Green, a la ecuacién precedente se le
multiplica por el operador [A + k2], después de lo cual se obtiene

-1
Glefa) = {A+ 1} o)
y luego se reemplaza la funcién é(x — x’) por

d(x—a') = @)’ /exp lig(x — x')|dg

Si se tiene en cuenta que

() s = s 22

la funcién de Green se expresara como

G($|.’L‘,) = G(JJ . .’L‘,) _ (2711->3 / exp [Z;](_wq; :B/)} dq

3

La integracion es preferible ejecutarla en coordenadas esféricas’, en las cuales se tiene

eXp zq]a: - :c’] cos 1]

Glx —x') = qu 2 d(cos )
razon por la cual se obtiene
, exp zq|:1: —x H
_— pu— d .].
G(lx — 2'|) 4712|:1: T / q (8.17)

El integral obtenido se puede calcular mediante la teoria de residuos, para lo cual es necesario
indicar cémo rodear los polos ¢ = +k. Para obtener soluciones que describan ondas que salen
del centro el contorno debe incluir el polo ¢ = k y en caso contrario, el polo ¢ = —k. En
consecuencia, la funciéon de Green resulta igual a

exp [ + ik|x — 2|]

Gi(lz —2'|) = - (8.18)

dt|x — |

Por su parte, la solucién de la ecuacién de Schrodinger (8.11), correspondiente a ondas que
salen del (ingresan al) centro, se expresard como

m exp [ + iklx — a'|]
27h? s

V(x')(x)dx' (8.19)

3En el espacio de los momentos q.
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8.1.2. Aproximacién de Born

En la mayoria de casos se tiene que ver con potenciales de un radio de accion limitado a
una zona de radio |&’| = " < d. Por lo tanto, para valores de |x| = r > d, la distancia

o 1/2 / / 1/2
‘w—wl‘:{r2—2rr'cosoz+r2} :r{l—QT—cosoz—l—(r—y}
r r

{ r } , (8.20)
~r{l——cosap,=7r—1r" cosa
T

~r—x.e, donde ew:a:/r

debido a lo cual
; / . . . o,
e:l:’bk|:1: /| ~ e:tlkTe:anz ke e:l:lk”r‘e:FZk.:l: (821)

1 1

|z — | T r—1'cosa

~

1
— 8.22
- (8.22)

Por su parte, el vector de estado

2 +ikr \Fik.x’
¥¥(@) = d(@) - 5 | ————V (@) (@)da’
(8.23)
1 eiikr ,
=)+ (2m)3/2 Alk, k)
donde
Fik.x'
Ak, k) = —2:;2(2@3 / vamﬂ:(m')dm'
(8.24)

— — o) (kIV (@) [0%)

8.1.3. Primera aproximaciéon de Born.

La ecuacién obtenida es una ecuacién integral y puede ser resuelta en un proceso iterativo
de aproximaciones sucesivas. Como aproximacién cero puede tomarse una onda plana, es decir

Ut (x) — o(x') = (273)3/2 s (8.25)
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por lo tanto

) e—zk:.a:’ ezk’. !
AV (K E) = — (2m)? / — V(2 ———=da’

__m / =R (1) ! (8.26)

donde el vector q = k' — k.

Si se trata de un potencial con simetria esférica, es decir si V(x') = V(r’), entonces

m

fH@) = —7 2V (r )dr'/e"qr/cowsenﬁdﬁ

B m eiqr’ o 6iqr’ N
w2 | V(r')r=dr (8.27)

= / "sengr'dr’

0

Para determinar los limites de aplicaciéon de la primera aproximacién de Born hay que
recordar que la ecuacién

2m ekle—a'
+ +
= 2
V(@) = ola) — 5 [ fmar V(@) e (3.25)
fue aproximada mediante la relacién
2m kle—a’ 1o
+ _ k'x / 2
L e (529

y esto es posible sélo si el segundo término es muy pequeinio en comparacion con el primero, es

decir si
. ’
2m piklz—=| .
— —V(a:’)e““ T dx’

1 8.30
R? ) drm|lx — 2| < (8:30)

relacion que, calculada en el centro del potencial dispersor, se transforma en

2 ikr’V N ik'x!
m / e (x')e !
4 h? r!

<1 (8.31)
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Si la energia de las particulas incidentes es pequena, es decir si kd < 1, donde d es el radio
de accién del potencial, entonces la exponencial e/ +%=) ~ 1 debido a lo cual la relacién

anterior se transforma en
m Viz'
( )dwl
2w h?2 7!

Por otro lado, si el potencial es esférico, es decir depende sélo del médulo de ' se tendrd

2 V ! 7 1. !
47:77;2/ if)ekrr2dr//ezkr COSﬁdCOSlg

<1 (8.32)

<1

(8.33)

< kh?

|m/V(r’) {ei%’"/ — 1} dr’

Finalmente, si la energia de las particulas iniciales es muy grande, es decir si kd > 1, la
. 7 . / rd
exponencial de la férmula anterior e®*” — 0 y ésta se transforma en

|m/V(7"’)d7°’

8.2. Solucién formal de la ecuacién de Schrodinger.

< kh? (8.34)

Formalmente, la solucién de la ecuacién de Schrodinger para la dispersion puede ser expre-
sada como

1 N
= == VIv) + 1K) (8.35)

expresién en la cual estd presente el operador singular (F — K)™L.

[¥)

Para superar esta dificultad al denominador del mencionado operador se le agrega una
pequena cantidad imaginaria con lo cual la energia resulta compleja. En consecuencia

1 .
) = T i VIy*) + k) (8.36)

gracias a lo cual, en la representacion de coordenadas la solucién de la ecuacién de Schrodinger

tendrd la forma .

+\ Dk +
(o) = (| | VI*) + (alk) (837
la cual puede ser expresada
+\ 1 / NY7 |, E
(x| >_/<w’—E—f{iie 2 ) (@ |V]y*) da + (a|k) (8.38)
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Para determinar la forma explicita de la soluciéon es conveniente transformar el nicleo del
operador integral

1
Kz, 2 = m)* x 8.39
( ) < E— K +ie > ( )
el cual puede ser expresado como
Kim,m’:/ ‘—/ "Ne"Ndp dp'
(z, z') Ip<pE Y )(p'lz’)dp dp
(8.40)

N / (x|p) K*(p,p)(p/|z')dp dp’

Si se tiene en cuenta que el vector (p| es vector propio del operador K , se tendra

1
K* ‘ /
(p.P) < E— 2/2m):i:i5p>
(8.41)
~ dp-p)
— (p?/2m) L ie
gracias a lo cual
ip.x/h 5(p . p/) ef'ip’.w’/h
Kz o) = [ = dp dp' 42
)= | (rny? " E— @2 Eie (2R T o
de donde se obtiene
1 etp-(x—a')/h
K* " = d A
(@) / @ [F = (p2/2m) = id] P (8.43)

La integracién se puede ejecutar en coordenadas esféricas. En efecto, si E = h%k*/2m,
p=hqye=h?c/2m, se tendrd

2 1
2 lql.|x — @' cos ¥
K*(z,2)) = W—m/q2dq/dgp/eXp lilgl.j@ = 2] cos) o) (8.44)
0

k2 —q¢? £io
0 1

y después de integrar sobre las variables angulares

K:t i zq|m x’ _e—zq\m x| p o
(@,2) = 82 h2|x — :1:’|/ ¢ —k>Fio 7 (8.45)

Después de aplicar el método de los residuos y hacer que o — 0 se obtiene
+klz—x’|

2m e
Arh? |z — |

K*(x,x') = — (8.46)
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expresién que es proporcional a la funcién de Green

G:I: ) 1 eik\wfwﬂ S
(CB, T ) = _E m ( : )
y
" 2m :I:k|w—93’| e /
(™) = (x[k) — m(w \V|o™)dx (8.48)
Usualmente el potencial es una funcién de las coordenadas gracias a lo cual
(a|V]p*) = /WIV(ZU/)|w”><w”!wi>dw" = V(') (2'|¢*) (8.49)
y la solucién de la ecuacién de Schrodinger se expresara como
N ik|w x’ N
k) ! .
(@l0*) = alk) = 5555 [ V@) @) (8.50)

8.2.1. Aproximaciones de Born de orden superior

La ecuacién exacta cuya solucion es el vector que describe la evolucion de las particulas
sometidas a la acciéon de un potencial dispersor

L) + [k (8.51)

+\
v = ——

o la ecuaciéon alternativa planteada para evitar el problema de un operador singular

S, A (8.52)

£\ _
W> FE— K +tie

puede ser resuelta mediante un proceso iterativo de aproximaciones sucesivas. La idea funda-
mental de dicho proceso es postular que

VIy®) = Tk) (8.53)

es decir que la accion del potencial dispersor sobre el vector de estado puede ser expresada
como resultado de la acciéon de un operador T sobre el vector que describe el estado inicial.
Entonces la amplitud de la dispersion (8.24) se expresara como

Pl K) = - T (2m)* (K| TIK) = A(K/TR) (8.54)

donde A = —4n?m/h2.
Por otro lado, si la ecuacién exacta es multiplicada por V desde la izquierda

Vip*) =Vik) +V Vi) (8.55)

1
E— K +ie
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este resultado puede ser expresado como
~ ~ ~ 1 ~
Tk)=V|k)+V——T|k) (8.56)
E— K +ie

En consecuencia, la ecuacién para los vectores de estado puede ser reemplazada por una
relacion para el operador T'

T=V4+V—ou—T (8.57)

La forma del operador T" puede ser aproximada sucesivamente. Si como primera aproxi-
macién se tomara el operador de la energfa potencial 7 =V se tendria

A 1 N
v

TH =V 4V ——— (8.58)
E— K +ic

y si esta aproximacion se reemplazara en la ecuacion exacta para el operador T' se obtendra

. - - 1 ~ A 1 ~ 1 ~
T =V4+V—FoV+V s 1% - 1% (8.59)
E— K +ie EFE—-K+ie E—-K*ie
En el limite se tendra
. A N 1 A N 1 ~ 1 ~
=V4+V———V4+V - Vv - % (8.60)
E—K +i¢ E—-—K+ie E—-K=ic
y
, S L e .
f(k,E)=A (K'\V+V - V+V - Vv - Vv - k) (8.61)
E—-K+ie EFE-K+ic F—-K*uie
es decir .
fk k) =" [ (kK (8.62)
n=0
donde ] 1
fO kK =V—c— V. . VeV (8.63)
E— K +ie E— K +ie
Asi, )
FO (kK = AV | ), (8.64)
coincidente con lo obtenido en la seccién anterior, y
~ 1 ~
Dk, k)= AWKV ——V]k 8.65
1O, ) = AR |V V[ (5.65)

Expresado a través de funciones de las coordenadas, la segunda aproximacién tendrd la
forma

ﬂ%hwzﬂ/%wwﬂwwwﬂ !

E— K +ie

n oy " "

VeV |k) de'dx” da” da

"

33”/> (@
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de tal modo que cuando el operador V acttia sobre el vector |w”> se obtiene

1
E— K+ie

" " 1" m "

z )V(z )z |z ) (=

fOk k) =A / (K |a\V(z") (x| ) (x k)dx'de” dx” da

Si se tiene en cuenta las condiciones de ortonormalidad de los vectores |x) la expresién
precedente se expresara como

1 " ey, m
f(k, K A/ K|z )V E il Wz Ve |k)dx'de”
o también
FO (o, k) = —ﬁzh—zl Y (VK (2 2 )V (@) deda” (8.66)
donde X B ) B
K*(x',z") = <w’m’w )

8.3. Meétodo de ondas parciales

Cuando el potencial dispersor posee simetria esférica, el momento angular y su proyeccion
en una determinada direcciéon son magnitudes fisicas que se conservan conjuntamente con la
energia. Por tal razon, en potenciales de este tipo, la dispersion de haces de particulas con valor
definido del momento lineal p, que no es otra cosa que el movimiento de particulas con todos los
posibles valores del momento angular, es tal que cada particula conserva su momento angular.
En consecuencia, es licito asumir que particulas con momento angular definido se dispersaran
de manera particular y la dispersion del haz completo puede ser expresada como la suma de
las dispersiones de grupos de particulas con valor definido del momento orbital.

8.3.1. Ecuacién de Schrodinger en coordenadas esféricas.

Cuando el potencial es de caracter central las soluciones de la ecuaciéon de Schrédinger

h? h2k?
—5 V(@) + V() (e) = ()
Se expresan como
(@) = Rio (1)Yim (V) = =5 Dy (9) (8.67)

donde Yy, son los armoénicos esféricos

Vi (9, 0) — (—1>m\/ (%4; é)fn;)?")!pgn(cos 9)eims (8.68)
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Como el flujo incidente tiene simetria axial, la dependencia con respecto al angulo azimutal
¢ desaparece lo que significa que en las soluciones soélo pueden estar presentes los arménicos
esféricos con m = 0, cuya férmula es

20+ 1
Yio() = 1/ 2D B (cos) (8.69)
41
Para valores grandes de r, tales que el potencial dispersor resulta despreciable, la ecuacién
radial 1 d d e+1) 2

2 + m 2
——— — —+ —=V(r)— k" R 8.70
{ r2dr (T dr) * r2 * h? (r) } k() ( )

se reduce a la ecuacién para las funciones esféricas de Bessel. En este caso, la funcién radial
Ry, ¢ se expresard como

Ry o(r) = uHT(T) = Agje(kr) + Beng(kr) (8.71)

y, si usamos las aproximaciones asintéticas de las funciones esféricas de Bessel y Neumann,
tendremos que

12

M ~ A, sen(/{:r — %r) — By cos (kr — 7) (8.72)

Rp(r) =

Si el potencial dispersor fuera nulo en todas partes, la condicién de frontera en el origen
uk¢ (r) excluirfa la solucién irregular ny, lo que significaria que By debe ser cero en todas partes.
Pero el potencial puede ser considerable para distancias r no tan grandes, debido a lo cual By
no serd nulo y su relacién con Ay, en particular la razén B,;/Ay, resultard una medida de la
intensidad de la interaccién.

Este valor debe ser determinado resolviendo la ecuacién de Schrodinger dentro de la region
de dispersion, con la condicién de contorno en el origen, e igualando las soluciones interiores con
las exteriores para r = a. Pero, en general puede ser usado como un parametro de la dispersion,
del que depende, en particular, la seccién eficaz.

Para todo potencial real, la funcién radial debe ser real y con ella, los coeficientes B, y Ay.
Por eso podemos definir el pardametro d,

Bg/Ag = —tan 5@ (873)

de tal modo que

R (r) = )

l
= Cysen(kr - 5+ o) (8.74)
que, en forma exponencial, adopta la forma

kr—tm/2+60) _ e—i(kr—éw/2+§4) — Zei6geikr ) e—i(kr—ZTr/Q)
oot e

e ot
21 217 21

el
R =
(8.75)



Antonio Rivasplata Mendoza Mecanica Cudntica: Apuntes introductorios 133

En consecuencia, la funcion de onda en el infinito tendra la forma

(_Z')Eeiégeikr s efi(krféﬂ'/Q)
U(r ) =S AV d L el .
(r,9) Z Yool ){ 2ikr ¢ 2ikr (8.76)

o también

e—i(kr—&r/2)

_Z'Z 0 eidg ez'k:r »
R P

Como se ha mencionado anteriormente, la funcion final (la que describe el sistema después
de la dispersién) debe contener una parte relacionada con las particulas incidentes y otra que
representa el movimiento de las particulas dispersadas, es decir

ikr
W(r, 9) = & 4 f(0) =

(8.78)

y debe ser equivalente a la funcion ¥,, obtenida al analizar el comportamiento de la ecuacion
de Schrodinger en el infinito.

Para poder comparar ambas expresiones es necesario recordar que
e = " \/Amw (20 + 1)i"je(ker)Yeo (1) (8.79)
¢

y que en el infinito

sen(kr — (m/2)  eilkr=tm/2)  gilhr—tr/2)
elkr) — = - 8.80
Jelhr) kr 2ikr 2ikr ( )

debido a lo cual

ei(kr—éﬂ/Q) _ei(kr—ffr/2)

ikz — 47(2 1 94 . Y,
¢ Zg: m(26+ 1) { 2ukr 2ukr } eol?)

(8.81)

eikr . _ei(kr—éﬂ/Q)
-y 47r(2€+1){22_kr—2 — }mw)

Por lo tanto,

eik’r

}Yzo+f(19) "

U(r,d) = \/Ar(20+ 1)

{ eikr y _ei(kT—EW/Q)
l

— .82
2kr | 2ikr (8.82)
es decir

_ei(krféfr/Z)

U(r,9) = {Z V(26 +1) n;i(km + f(ﬁ)} er P {ie V(20 1))/‘0(19)} 2ikr

(8.83)
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Como las dos expresiones que representan la funciéon de onda deben ser equivalentes y las
exponenciales positivas y negativas son independientes, de la comparacion de los coeficientes
que acompanan a estas ultimas se puede deducir que

Ay = i'\/4m(20 + 1) ™ (8.84)

de tal modo que al comparar los coeficientes de las exponenciales positivas se tendra

— ¢ 0 ei&g
> VAr(20+1) % + W) =) {( RAIC) } (8.85)
4 l

2k

de donde se obtiene
am 2i8,
f0) = 5 % NoTm 1<e - 1>Yg0(19) (8.86)

es decir

f) = @ Z V20 + 1e™send,Yyo(0) (8.87)
¢

En consecuencia, la seccién eficaz diferencial sera igual a

4 , 2
j—g = k—g‘ > Var+1 e%éfsenamo(ﬁ)‘ (8.88)
¢
y la seccion eficaz total se expresarda como
4 .
o= k—g > V@20+1)(20 + 1) %) sendy send / Yoo (1) Yo (9)dS2 (8.89)
o

Como los armoénicos esaféricos son ortonormalizados, la integral sobre el angulo sélido es
igual a 0y, debido a lo cual una de las sumatorias desaparece y la seccion eficaz total resulta

igual a
47

TR

o > (20 + 1) sen®s, (8.90)

¢
Veamos ahora como se determinan los coeficientes d,.

8.4. Desarrollo de una onda plana en armodnicos esféricos

El hamiltoniano que describe el movimiento antes de la interaccién, es decir, el de una
particula libre, conmuta con el operador del momento lineal p. Debido a ello, los vectores
propios del operador de la energia son los vectores propios del momento lineal; asi que, en la
representacion de coordenadas, los haces de particulas libres pueden ser descritas en la base de
los vectores del momento lineal |k), cuya normalizacion es

(K'|k) = 6(k — k) (8.91)
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Por otro lado, si el potencial tiene simetria esférica, el hamiltoniano del sistema conmuta

con los operadores del momento orbital i2 y de su componente l.. En consecuencia, los estados
antes y después de la interacciéon pueden ser descritos en la base de los vectores propios del
hamiltoniano, el operador del momento orbital y el de su componente |E, ¢, m), los cuales
usualmente son normalizados como

<E,, f’, m'|E, f, m> = (Sggfémm/d(E — El) (892)

Por eso, es conveniente deducir la forma de la funcién (k|F, ¢, m) que conecta ambas bases
k) =3 [ 1B m) (B, k) (399)
m

la cual, como se verd luego, debe tener una forma anéloga a la funcién (x|E, ¢, m)

it [2m
<$|E,€, m> = ﬁ %]E(kr)nm(m/r) (894)

que permite pasar de la representacion de coordenadas a la del momento orbital
) => / |E, ¢,m)(E, ¢, m|x)dE (8.95)
lm

Por lo tanto,
(k|E,0,m) < Yy, (k/k) esdecir (k|E,{,m)=GrYm(k/k) (8.96)
con un coeficiente Gyg que debe ser definido.

Si como eje z se toma el sentido del haz de particulas incidentes, k puede ser expresado
como ke, y

k) = |ke.) = Z/dE’|E,£’,m’)(E, ¢ m|ke.) (8.97)
Z/ !

donde, la suma sobre m/’ tiene que limitarse a m’ = 0, ya que éste es el tnico valor propio de L,
en el estado |ke,). En efecto,

I.ke.) = (b, — ybo)lks = ky = 0,k = k) =0 (8.98)
lo que significa que
(E' 0, m|l.|ke,) = m(E' ¢',m.|ke.) =0 (8.99)
es decir que
(E',0',m!|ke,) =0 si m#0 (8.100)

por lo tanto,
|ke,) = Z/dE’|E,£’7 m' = 0)(E,¢',m’ = 0|ke,) (8.101)
e/
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Por otro lado, un vector k orientado arbitrariamente se puede obtener como resultado de
una rotacién de k = ke, debida a la accién del operador D(a = ¢, 8 = ¥,y = 0). Por tal razén,

(E, 0, m|k) = Z/dE’(E,K,m|®(g0,19,O)|E’,£’,m’ = 0) (E',¢',m' = 0|ke.)

= / AE'D(p, 9, 0)8008(E — E')E, ¢, m’ = 0fke.) (8.102)
e/

= D(p, 9, 0)(E, ,m = 0|ke,)

La accién del operador de rotacion D(p,d,0) se puede expresar a través de los arménicos
esféricos. En efecto, cualquier vector unitario orientado en sentido arbitrario puede ser obtenido
mediante la rotacion de un vector unitario orientado en el sentido del eje z, es decir

le) = D(p,v,0)e:) — le) = Z‘D(cpvﬁao)w’ m)((,mle) (8.103)

lm

por lo tanto

(¢, mile) = D 4, m'[D(p, 0, 0)l6,m){tmle.) = YD) (2,0, 0080 {¢, mles)
lm

£m
(8.104)
es decir /
(0, m'le) =>_ DL (0.0,0)0,mle.) (8.105)
Como las funciones
(e =Yim(dp) ),y (Cmle) = Yi(d,) (8.106)
=0
entonces
, 20+ 1
Yy DY) (0,0,0) | Yy, (9, = DY) (,9,0 Py(cosd
e 0:9) = DD 800 [YEn0:9) g, | = Do O == Paleosi)
(8.107)
de donde
/26 L. @)
’ T
es decir
@) 4m
Dm’,o(g07,l970) = 2£ }/'Zm(w?ﬂ) (8109)

Finalmente, (E, ¢, m = 0lke,) no depende de los dngulos ¥ y ¢, gracias a lo cual puede ser
expresado a través de una funcién del médulo de k, es decir

20+1

E. l{;m=0l|ke,) =
(B, tm = Ofke) = /=

Gip(k) (8.110)
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por lo tanto,
(E,0,m|k) = Gp(k)* Y, (k/k) (8.111)

La funcién Gyg(k) puede ser determinada si se tiene en cuenta que los vectores |E, ¢, m) son
vectores propios del operador de la energia, es decir satisfacen la relacién

(K —E)|E,t;m) =0 (8.112)
que al ser multiplicada por (k| desde la izquierda se transforma en
(k|(K — E)|E,£,m) =0 (8.113)

Después de la accién de los operadores K — F sobre el vector (k| la ecuacién anterior resulta
igual a

h2k?
— E)(k|E = 114
de donde se deduce que
h2k?
(k|E, ,m) o< §( 5 - E) (8.115)
y, por lo tanto,
s E 116
k)=N ¢ — )
Gus(K) = N 6(% "~ E) (8.116)

El coeficiente N se puede calcular si se emplea la condicién de normalizacién los vectores
|E', ¢',m’). En efecto, la relacién

<Ela€/7m/|E”7£”amﬂ> - /dk<El7£/7m/|k><k|E”7€”am”> = 5(E/ —FE )5m’m” 0"
resulta igual a

h2k? h2k?
- E"Y,; (k/k)d
BV (k1)

:NQ/dek/é(

= N2 / kP / §(E — By (k/K)S(E — E") Yy, (k/k)d

(B0 m'|E" 0, m") = N2/dk:5( — E")Yp 0 (k/K)

h2k? h2k? "
— ENY, . (k/k - F
S B (/)0

)Yy, (ke R)d %

dE dk
kl‘ 1"
A / o (/1Yo (o 1 [ 6(E — B)3(8 — B")dE
ENCLL YY)
pr— ? ( —_ ) e’f” m/m//

(8.118)
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de donde se ve que N = h/vmk.

Por lo tanto,
h h2k?

Gup(k) = mcs( 5 E) (8.119)
y
h h2k?
(k|E,0,m) = md(E — %)ng(k:/k) (8.120)

relacion que, efectivamente, es similar a

(|2, 0.m) = 2 ) Yo (k1) (8.121)

En consecuencia, el vector |k) desarrollado sobre los vectores propios del momento orbital
k) = Z/ |E, ¢, m)(E, ¢, m|k)dE (8.122)
lm

resulta igual a

(8.123)

h *

E=h2k2/2m

8.4.1. Amplitud de la dispersiéon en funcién de los valores del mo-
mento orbital

Si se emplea el desarrollo de |k) sobre los vectores propios del momento orbital, la amplitud
de la dispersiéon

. . 12
fk,K) = AK|T|¢) = AK/|T|k) donde A= —4—%(2@3 (8.124)
s
puede ser expresada como
f(k, k") = AZ/dEdE’(k:’|E’,€’,m’)(E’,ﬁ’m/|T|E€m)(E€m\k> (8.125)
{m

o'm/

La expresién anterior puede ser simplificada en caso de que el potencial dispersor tenga
simetria esférica (que es el caso de la mayoria de los potenciales que describen interacciones
reales). En efecto, de acuerdo con el teorema de Wigner-Eckart, los elementos de matriz de
cualquier operador tensorial (¢m|Ty,|¢'m’) se calculan mediante la siguiente férmula

(Em|Tyqll'm”)

D™ T é'>( Lok ”) (8.126)

-m q m
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donde las matrices (¢ || T || '), las cuales se denominan elementos de la matriz reducida, son
iguales a

L) T || ) = (=1)* \/(2H 1)(%4:; bher+1) ( g ]8 g ) (8.127)

debido a lo cual

(204+1)(2k+1)(20' 4+ 1) (z k 5') ( ( k e’)

4 00 0 -m q m

(EmfTigfems) = (1™

(8.128)

Las magnitudes representadas por los paréntesis son los simbolos 37 de Wigner. Los valores

que toman cuando [, k, ¢, m,b y m’ asumen diferentes valores, han sido tabulados y se pueden

encontrar en diferentes fuentes. Sin embargo, no esta demas senalar que tales coeficientes son
diferentes de cero solo si se cumplen simultaneamente las siguientes condiciones:

» Los indices superiores satisfacen la relacion del tridngulo A(4, k, '), la cual es una manera
compacta de indicar que los posibles valores de uno de ellos, por ejemplo de ¢, necesari-
amente tienen que estar entre ¢ 4+ k y [¢ — k|. Es decir

O=Cthltk—1,- |0~k (8.129)

» La suma algebraica de sus indices inferiores es cero, es decir m’ + ¢+ m = 0.

En el caso particular del T, éste es un operador escalar que depende de E. En consecuencia,
l=m=0y

(B em!\TIBCm") = (B 0 || T || O,y = To(E)Se0Srmm (8.130)

Gracias a lo anterior, la amplitud de la dispersion resulta expresada como

21./2
Pk, k) = A ij [ " = T Yo (6 VTV
(8.131)
« Z _5(5 - ff)%(k/k)dEdE’
expresion que resulta igual a
Ul ) =~ SV (Yo K HTE) (8132
— =22 /2m

Si el sentido del vector k se tomara como eje z, es decir si k = ke, entonces

) 2011
Yom(k/k) =\ = 0mo (8.133)
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2
Pl k) = =2 S 1B 2 Vi 1)

472 204+ 1
o) 47

Yio (K /1) = ,/%4:; LBy (cos ) (8.135)

debido a lo cual, la dependencia con respecto de k vy k' resulta siendo una dependencia con
respecto del dngulo entre dichos vectores (¢). Por lo tanto f(k, k') = f(V) y

(8.134)

Yio(K'/E)

Por otro lado,

F@W)=> (21 + 1) fu(k)Pi(cos¥) donde fe(k):”Tf]fE) (8.136)

El sentido fisico de los coeficientes f;(k) queda més claro si se analiza el comportamiento
de las dos partes de la funcién de onda (x|psi™) para valores muy grandes de r. En este caso,
las funciones esféricas de Bessel pueden ser aproximadas mediante la relacion

" pilkr—em/2) _ qi(kr—tm/2) o
dikr) = Dikr ! (8.137)
y la funcién
1 iz eikr
(z|y*) — COEE {ek + [0 ] (8.138)
es decir
1 ikr _ qilkr—tm/2) ik
i 20+ 1)P, 90 + 1V (k)P
(x|t >_>(27r)3/2 [Zg:( {4+ 1) Py(cos V) ikr —i—ZL}:( 0+ 1) fo(k)Py(cos ) . ]
1 Py(cos 1) _ ikt gilkr—tm)
=@ ;(25 + 1)7 {(1 + 22]€f@(l€)> —
(8.139)
en cambio
eikz 1 Pg(COS 19) eikr e—i(kr—(ﬂ')
(27)3/2 — (27)3/2 Z(%—l— 1)—2ik { T 1 (8.140)

¢

Al comparar las dos ultimas formulas se puede ver que, a diferencia de lo que sucede con el
comportamiento de la funcién, que describe el estado en ausencia del potencial y consta de una
onda esférica entrante e **~¢7) /r v una onda saliente ¢’*" /r, ambas con el mismo coeficiente,
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en la funcién del estado que aparece después de la accion de un potencial dispersor, la onda
saliente ésta multiplicada por un factor 1 + 2ik f,(k). En consecuencia, el potencial dispersor
cambia el coeficiente de la onda saliente de

1 — 14 2ikf(k) (8.141)
La forma de las funciones f;(k) puede ser delimitada si se considera la ley de conservacién

de la probabilidad

ap . 0p (@)
afLW_O - Vi=- at ot

relacion que al ser integrada sobre todo el volumen dara

/de:c _/ |¢8t -2 {/W ) dw} (8.143)

de donde se obtiene

(8.142)

jl{de =0 (8.144)
)

La férmula anterior indica que el flujo que sale por la superficie es igual al que ingresa,
igualdad que también es valida para las diferentes ondas parciales, es decir para las ondas
componentes que se caracterizan por tener un valor definido £4. Esto significa que los coeficientes
de ambas ondas deben tener la misma magnitud (o médulo, si resultaran complejos), o sea que

si se define la magnitud
Se(k) =1+ 2ik fo(k) (8.145)

entonces

|Se(k)| =1, es decir, Sy(k) = o) (8.146)

En este caso, las funciones fy(k) se expresaran como

Se(k) —1 e*® —1  ePsend,

k) = = = 14
Je(k) 2ik 2ik k (8.147)
y la amplitud de la dispersion sera igual a
e2i55(k’) -1
¥) = 20+1)—P, 0,
) = e+ D= R(eos)
(8.148)
idp 6
=) (20+ 1)%&(008 J)
=0
La seccion eficaz diferencial tendra la forma
“stenég e send
(2 20 +1)———P, Py 14
dQ Z (4+1)— (20 +1) p 2 (cos ) Py (cos ) (8.149)

L

4Debido a la ley de conservacién del momento orbital.
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y la seccion eficaz total

e—%éesené y eiéel Sen(s ,
o= / {Z(% + 1)74(% + 1)T£Pg(cos V) Py (cos 19)} dQ

2,0
(8.150)
—1d¢ 10,1 ,
= Z(2€+ 1)e Zen&z(ze/ + 1)@/]3[(00319)&@08 9)dS)
o0
47 s ) y
0= ﬁ (26 + 1)6 [Sen5€<2€ + 1)@ 4’861154/547@
o0

(8.151)

47

= — Z(% + 1)sen®s,
¢



Capitulo 9

Métodos aproximados en la Mecanica
Cuantica

En la Mecanica Cuantica son muy pocos los sistemas cuyos vectores y valores propios
pueden ser determinados analiticamente; en la gran mayoria de los casos resolver las ecuaciones
diferenciales correspondientes resulta o imposible o sumamente complicado. En tales casos las
soluciones se buscan empleando métodos que permiten expresarlas con cierto grado de aproxi-
macion.

Entre los métodos aproximados mas empleados se puede senalar la teoria de perturbaciones,
tanto estacionarias como dependientes de t, y el método variacional. Todos estos métodos seran
analizados seguidamente.

9.1. Teoria de perturbaciones estacionarias

Hay casos en los cuales el hamiltoniano de un sistema puede ser expresado como la suma
de dos términos
H = Hy + H (9.1)
donde Hy coincide con el hamiltoniano de un sistema cuyos vectores propios |ng) y valores
propios &, se conocen con exactitud y H’ es un término considerablemente més pequeno que
el anterior?.

En tal caso, las soluciones de la ecuacién para los valores propios del operador completo H
H|n) = E,|n) (9.2)

pueden ser expresadas a través de los resultados obtenidos para el sistema cuyo operador es
Hy. Las soluciones asi obtenidas tendran un cardcter aproximado y podran ser tomadas con
diferente grado de precison.

'En términos de sus valores esperados sobre los estados |ng).

143
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Aunque los dos términos de H son permanentes, formalmente se puede considerar que el
sistema con este hamiltoniano aparece como resultado de la accién de la perturbacién H' sobre
el sistema con hamiltoniano Hy. Por eso, formalmente se dice que Hy es el hamiltoniano del
sistema inicial (sin perturbar) y H representa una perturbacion que va a modificar sus ectores
y valores propios de H,.

Para poder desarrollar el mecanismo de solucién aproximada del problema planteado, anal-
icemos el siguiente hamiltoniano auxiliar

~

H\) = Hy + ) H, (9.3)

que se diferencia del original en que se introduce un pardametro real A (0 <A< 1) en el térmi-
no H' y representa el hamiltoniano del sistema sin perturbar, cuando A — 0 y constituye el
hamiltoniano del sistema perturbado, cuando A — 1.

Como H () cambia de manera continua cuando el paramtero A cambia de 1 a 0, se puede
inferir que los valores propios y vectores propios de H van a ir transformédndose de manera
igualmente continua en los valores propios y vectores propios de Hy. Esto significa que

B, =& vy limn) = |n) (9:4)

Los valores propios y vectores propios del hamiltoniano auxiliar pueden ser expresados como
series de potencias del pardmetro \.

E.AN) = Y NED vy [n(N) = D Nn)
i=0 q=0
lo que significa que para el hamiltoniano real se tendra
E, = > E{Y y o) = ) |n®) (9.5)
, =

=0

Los vectores |n(@) pueden ser expresados como combinaciones de los vectores propios de
Hy?, es decir,

@) =" CD |my) (9.6)

donde CT(,?)L = (moln(Q)). Algo parecido se puede decir de los términos Er(f), los cuales se van a
calcular empleando los elementos de matriz de Hy, en la base de sus vectores propios, y sus
diferentes productos.

Si se reemplaza H(X), [n(\)) y E,()) en la ecuacién para los valores propios del hamiltoniano
auxiliar se obtiene

[Ho + A H] iwn(q)) - i N EW i M n@) = 0 (9.7)
q=0 i=0 q=0

2Los vectores propios de H, constituyen una base del espacio de vectores de estado.
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que no es otra cosa que una serie de potencias de A,
[ﬁo - Eflo)] n©) + { [ﬁg - Sn} InM) + [f]' — E,(ll)] |ng>})\

o0 q (9.8)
+Z{[ﬁ0 _ E7(10>]|n<q>> + Ay - ZES)IH(“)>}AQIO
q:2 =1

Para que la ecuaciéon precedente se satisfaga es indispensable que los coeficientes de cada
potencia sean iguales a cero. Asi para la potencia ¢ = 0 se tiene

[ﬁo - E,<P>}|n<°>> = 0 (9.9)

y para las deméds potencias (¢ > 0)

q
[ﬁo - E,<L°>}|n<q>> + H'|nV) — Y EPRE) =0 (9.10)

=1

La ecuacién (9.9) resulta coincidente con la ecuacién para los valores propios del hamilto-
niano sin perturbacion lo que implica que

0 o |ng) y EV =¢,. (9.11)

Pero la situacion es distinta cuando los valores propios de Hj resultan degenerados, que
cuando dichos valores propios no tienen degeneracion. Por eso, ambos casos deben ser analiza-
dos por separado.

9.1.1. Perturbaciones de niveles sin degeneracién

Si el espectro del hamiltoniano del sistema sin perturbar no tiene degeneracién, significa

que la ecuacién )

tiene una solucién unica para cada valor propio de la energia, la cual va a depender de un sélo
parametro n. Por lo tanto,
n@) = |ng) (9.13)

Cuando ¢ = 1, y se considera el resultado precedente, la ecuacién (9.10) se transformara en
Ay = &|In®) + [~ ED]lno) =0 (9.14)
que resulta ser una ecuacion no homogénea para el vector [n!)), es decir, una ecuacién del tipo

[y = €] In®) = 14)
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Como el vector |A) también se puede expresar en forma de una combinacién sobre los

vectores de la base,
A) = D Awlm),

al reemplazar [n™) y |A) en la correspondiente ecuacién obtendremos

S {C(&n ) = Anblmo) = 0

m

Cuando m # n se puede obtener

o — __m
mn 8m _ 8717

: . . , . 1
en cambio, para m = n, el coeficiente A,, debe ser igual a cero y, con él, el coeficiente o) Por
lo tanto, en la combinacién que representa al vector \n(l)) debe ser estar ausente el vector |ng),

es decir,
My =Y COilmo) = Y (mo|n')|mo) (9.15)

m#n m#n

Si la ecuacién (9.14) es multiplicada por el vector (mg| y si se tiene en cuenta que

(ol Hy = (Blmo) ) = (€mlmo)* = (molen,

se obtendra

(Em — &) (moln™) + (mo|H'Ing) — EL (molng) =0 (9.16)

Cuando m = n, de la ecuacion anterior se obtiene
(no|H'lng) — EM(no|no) =0,
es decir,
EY = (no|H'no) (9.17)
mientras que para m # n se tendré
(&m = &a)(molntV) + {mo|H'lng) =0,

de donde

]f[/
<m0’n(1)> _ <((7:7ZO|_ ‘g:f’

lo que significa que

) = 3 Sl (9.5

m#n

Se ha obtenido una férmula para calcular el valor de de la primera correccion de la en-
ergia E{ ), asi como la primera correcciéon del vector propio, ésta como una combinaciéon
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de los vectores propios |my).

Resultados anélogos se van a obtener para todas las potencias A?(q > 1). En efecto, para
un ¢ arbitrario se tiene la siguiente ecuacion

q
[ﬁ() - Eff)]m(q)) + ey — STEPRE) = o (9.19)
=1

que es una ecuacién que va a permitir expresar las correcciones g-ésimas |[n(?) y E,(Lq) a

través de las de menor rango [n(@=9) BV,

Actuando de manera analoga a lo ejecutado para ¢ = 1, se puede deducir la formula para
expresar en forma explicita EY y ol = (mo|n(?). En efecto, después de multiplicar la ecuacién
(9.19) por el vector (my| se obtiene

q
(ol |1 — EL” | [0} + (mol 1'[n4=) = >~ B mo|n®=9) = 0 (9.20)

=1

expresion que toma la forma

Q

(Em = €0) (mon @) + (mo|H'[n @) =Y " EW (mg|n's™) =0 (9.21)

=1

Cuando m = n de la expresion anterior se obtiene

q—1
EW = (no| H'[n@™) = 3~ B (n|n ) (9-22)
=1

que es la féormula de la correccion ¢-ésima para el nivel n-ésimo de la energia del sistema
perturbado.

Cuando m # n se tiene

1 g — : i —1
(o) = g ol 1) = 3 £ ol } (9.23

i=1

con lo cual la correccién ¢-ésima del vector correspondiente al estado n-ésimo resulta
expresada de la siguiente manera

1 . ol .
n®) = > ﬁ{womwn@—% —ZES><mo|n<q—“>}|mo> (9.24)

m#n i=1

En la mayoria de los problemas practicos se logra un buen nivel de exactitud empleando
solo las primeras correcciones; por eso es necesario establecer su forma explicita partiendo de
las ecuaciones generales (9.22) y (9.24).
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Para la primera correcciéon se van a obtener resultados coincidentes con lo obtenido anteri-
ormente. En efecto, para la primera correccion de la energia se tiene

EL = (ng|H'|no) (9.25)
y para el vector correspondiente lo siguiente
1 A
)y = > =z { (mol #'no) — B (molno) } mo) (9.26)
En—Em
m#n
lo cual, considerando que el segundo término se hace cero, resulta igual a
ad
1y _ {mo|H'[no)
InMy = ;n e |ma) (9.27)

La segunda correccion de la energia resulta igual a

. . molH'|n
B = (ol @) = (i 3 ey (9.25)
m#n n m
y se puede expresar como
nol H'|mo)|?
E? = w (9.29)
m#n n m
Para la segunda correccién del vector propio se obtiene
1 N
n®) = > T o {<m0|H’|”(1)> - Eﬁl)<mo!n(l)>} mo) (9.30)
m#n n m
y después de emplear las férmulas de gy y |[n(V) se transforma en
1 . colH'|n . mo|H'|n
1) = 3 g { ol 32 SR ) aal ) 3 Y
m#n c#En m#n
(9.31)
La expresién anterior se puede expresar como
<mo|f:—"|Co> <Co|ff’|"0> <n0|ﬁl|n0><mo|ﬁ'|”0>
n®) = [mo) — |mo) (9.32)

Una de las condiciones para poder aplicar de esta teoria es que la perturbacion sea pequena
comparada con el hamiltoniano del sistema sin perturbar. Después de haber ejecutado los
calculos la mencionada condicién puede ser satisfecha si se exige que

Hyp < €0 = & (9.33)

ya que de lo contrario el valor de las correcciones de la energia mayores que la segunda podrian
resultar muy grandes en comparacién con los valores de los niveles del problema no perturbado
y la serie de potencias va a resultar divergente. También es importante verificar que la pertur-
baciéon no cambie las peculiaridades del sistema; en particular, el caracter de su espectro.
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9.1.2. Perturbacion de niveles con degeneracion.

En caso de que el hamiltoniano sin perturbaciéon tenga niveles con degeneracion, es decir,
Hyl(na)o) = &,](na)), con a=1,2 -, a, (9.34)

nos encontramos ante un caso en el cual a cada valor €,, de la energia le corresponde los estados
In1), |n2), -, Inay).

En este caso no esta claro cual de los mencionados vectores se debe tomar como aproxi-
macién “cero” ya que como tal podria intervenir cualquiera de los vectores o cualesquiera de
sus combinaciones lineales. A veces sucede que los vectores |n a) no son ortonormalizados, por
eso es recomendable constituir «,, combinaciones ortogonales de todos ellos, cada una de las
cuales constituiran la aproximacion “cero”de los vectores de los diferentes estados.

En consecuencia, si tomamos®

Zc@\na vy )™y =30 |(n)) (9.35)

n'#n

la ecuacién (9.10), para g = 1, se expresard como

}:0/[H0—8} (n)o) }: [ gﬂun@@:o (9.36)
Si se le multiplica por ((n”)o| de la ecuacién anterior se obtiene

ZO(” (£ = &) ("ol ()0) + D CU(" | [~ ED]|(na)s) =0 (9-37)

Si n” = n, de la ecuacién precedente se obtiene

3 [H;,,a . E}ysa”a} Cl0 = g (9.38)

a=1

donde )
wa = ((na")o|H'|(na)o) vy Sara = ((na”)ol(na)o), (9.39)

. . . , . 0 .
Se ha obtenido un sistema de ecuaciones homogéneas para los coeficientes c) , el cual tiene
soluciones no triviales sélo si el determinante conformado por los coeficientes que acompanan
a las incognitas es igual a cero.

3Se presume una sumatoria sobre todos los subestados del nivel "n’”, es decir, que

(na) (1) Z 07(11 "o)

n'#n o’
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En consecuencia, se debe cumplir que

det ‘H(,)/’a — Eﬁbl) Sa//a

=0 (9.40)
lo cual es equivalente a

Ag(EMY*™ + A (EM)™ -+ A, =0, (9.41)

n

. ., 1
es decir, a una ecuacion de grado «,, para Y.

Sus raices van a constituir «,, diferentes primeras correcciones de la energia, es decir, en
lugar de un nivel aparecen varios*. En consecuencia se puede aseverar que la perturbacién ha
eliminado la degeneracion de los niveles energéticos.

La ecuacién (9.38) permite obtener los valores concretos de los coeficientes {07(33}1 para

cada valor de {E,(zl)}i para todos los valares de i (i = 1,---,a,). En efecto, al reemplazar
cada uno de estos valores se tendra una sistema homogéneo de ecuaciones, el cual hara posible
expresar todos los coeficientes a través de uno de ellos que queda indeterminado.

Gracias a lo anterior se puede obtener a,, diferentes vectores [n(?)), cada uno de los cuales
va a estar relacionado con un valor de energia ya desdoblada por la accién de la perturbacion.
Estos son los vectores de la aproximacion cero para dichos niveles.

Desdoblamiento de un nivel con doble degeneracion

Como un ejemplo del mecanismo analizado veamos el caso de un nivel E,, al cual le corre-
sponden dos funciones propias |(nl)g) y [(n2)o). En este caso la ecuacién secular

2
> {4l (nd)o) — B b N =0 (9.42)
=1

es un sistema de dos ecuaciones

{Hil - Er(zl)} Nﬁ) + HizNég) =0

(9.43)
HélNSl)) + {Héz - E7(11)} N’f(lg) =0
El determinante obtenido tiene la forma
1 (1) /
Mo = bt e Ty (9.44)

Hy — Hy,—ED |

4Algunos de ellos van a tener el mismo valor, en cuyo caso va a ser necesario analizar la la ecuacién para
q=2
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lo cual equivale a la ecuacién

(Hh - Ele)) (HQQ - Ey(zl)) — Hi,Hy =0

(9.45)
Hy H, — (Hiy + Hyp) B + (ED)" =0
Sus raices son
B — Hi, ‘; Hy, n \/(Hh —4H§2)2 +HLP2 (9.46)
que se simplifican si asumimos que Hj, = H), y H{, = H);, en cuyo caso se tendra
EWi = H| + H!, (9.47)
Para el primer valor de EW 1a ecuacién para los coeficientes NT(L(;)l tendra la forma
~H N+ H N =0 esdecir N =N (9.48)
y para el segundo valor ok
H,ND L g N2 =0 dedonde N9 =-N> (9.49)
En consecuencia, los estados ya desdoblados seran:
Bu =&t Hy+ Hyy  con  [nl) = %{Knl)@ +1(n2)o))}
(9.50)

B =&+ Hy =1y con [n2) = —={|(n0)a)  [(n2)0)}

9.1.3. Ruptura incompleta de la degeneracion.

En algunos casos puede suceder que algunos o todos los valores obtenidos para Efll) son
cero, la degeneracion se mantendra y con ella, la indeterminaciéon de los adecuados vectores
de la aproximacién ¢ero”. Para romper completamente la degeneracion es necesario resolver la
ecuacién (9.10) cuando ¢ = 2, que en este caso tiene la forma

[y — BY|[n®) + B} — B! = EPn’) =0 (9.51)

De acuerdo con lo obtenido anteriormente, la segunda aproximacion del vector de estado
puede ser expresada como®

n®) = >~ CD(n)o) (9.52)

n'#n

5También acé se presume sumatoria sobre todos los estados degenerados de cada nivel “n’”

@)= > ')

n'#n o’



Antonio Rivasplata Mendoza Mecanica Cudntica: Apuntes introductorios 152

gracias a lo cual se tendra

o= €] 32 P 1)o) + B Y ORI — EL Y O (m)o)— EL Y- C0l(na)y) =

n'#n n'#n n'#n
(9.53)
Si se le multiplica por ((n”)o| se obtiene
D Ol ()0 (&wr — €4) + D C ("ol H'| (o) ~
n'#n n'#n
(9.54)

ED OO )ol(n)e) — B Zc n" a")o|(n a)o) = 0

n’#n

Cuando n” = n la ecuacién precedente se reduce a

> U)ol HN(n)o) — EP D" CO(na")o|(na)o) =0 (9.55)

n'#n

Por otro lado, de la ecuacién para la primera aproximacién del vector de estado (9.37) para
n” # n se obtiene

S P (Ew — E){(")o|()o) + D COM")o|H'|(na)o) =0 (9.56)

de donde resulta

"
1 _ (0) {((n")o
Cn” Zo;ona Sn _ 8 . (957)

Al reemplazar C’T(;) en la ecuacién (9.55)

o (o ] (n )
IPIGHES S

n'#n o

/\

((na”)olH'|(n)o) — <2>Zo<°> (na”)o|(na)y) =0

(9.58)
se obtiene

na”)olH'|(n)o){(n')o| H'|(n @)o)

ZC(O {Z S oo E,?)Sana} =0 (9.59)

I£n

La ecuacién anterior debe ser compatible con (9.38) por lo que al sumarlas miembro a
miembro se obtiene

Z{Hl” . Z ((na |H| )_ 8/ |Hl‘(”a)0> _ (Egl>+E;2))Sa//a}C£‘23:

« n'#n

(9.60)
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9.2. Perturbaciones dependientes del tiempo

Uno de los problemas mas importantes de la Mecanica Cuantica es calcular la probabilidad
de la transicion de un estado a otro. Supongamos que se tiene un sistema con un valor definido
de alguna magnitud M, es decir se encuentra en el estado (|n)) correspondiente al valor M,,.
Con el tiempo y la acciéon de campos externos el estado de estos sistemas sufrira una variacion,
pero se puede expresar como una combinacion lineal de los estados propios del operador en el
instante inicial (|jm)) = |m(0))

() =D cmlt)m(0)) (9.61)

Los coeficientes ¢,,(t) representan la probabilidad de que en el estado | V) la magnitud fisica
M tenga el valor M,,. Esto significa que ¢,,(t) representa la probabilidad de que el sistema
que en un principio se encontraba en el estado n-ésimo ahora se encuentre en el estado m-
ésimo. Por tal motivo, el coeficiente ¢,,(t) representa también la probabilidad de que el sistema
haya realizado una transicion cuantica. Tal probabilidad va a ir cambiando con el tiempo des-
de su valor inicial ¢,,,(0) = d,un, ya que al principio el sistema se encontraba en el estado n-ésimo.

Las de mayor aplicacién son las transiciones entre dos niveles de energia bajo la acciéon
de campos dependientes del tiempo. Pero en este caso la nociéon de energia potencial no tiene
sentido y, en consecuencia, no se puede hablar de energia total. Sin embargo, si el campo actua
s6lo en un lapso dado (0 < ¢t < T'), la nocién de energia total es aplicable inmediatamente antes
y después de su accién y puede ser medida.

Resolver la ecuacion de Schrédinger para todo tipo de campos es sumamente dificil, salvo
los casos en los cuales tales campos pueden ser considerados como una pequena perturbacion.
En este caso, la ecuacion tendra la forma

0¥ (t))

i
RAY

:@%+ﬁ@}ww> (9.62)
En ausencia de la perturbacién la relacién anterior se transforma en

o[ (t))
ot

ih = Hy|0(t)) (9.63)

y su solucion general es igual a

(1) = cxlk)e i Bt (9.64)

k

Si el sistema se encuentra en el estado n (con una energia igual a £, ), entonces todos
los coeficientes seran iguales a cero, menos el n cuyo valor sera uno, es decir ¢, = 0g,. En
consecuencia, en ausencia de la perturbacion

[U(t)) = |n(t)) = |n)eH Bnt (9.65)
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Cuando la perturbacion se conecte, los coeficientes comenzaran a depender del tiempo. Esto
significa que la solucién general para el sistema bajo la acciéon de la perturbacion tendra la forma

[T(t) = cilt)|k)e s B! (9.66)

k

Después de reemplazar la solucién general en la ecuacion para el sistema con perturbacion,
. . . . l . /7
multiplicarla desde la izquierda por (m|ex®m! se obtiene la ecuacén

’iaa%(t) = ()T ml H (1) k) (9.67)

la cual puede ser expresada de la siguiente manera

macgt“) = cr(t)(m|H'(t)| ke (9.68)

donde Wmk = (Em — Ek)/ﬁ

El sistema obtenido es exacto, es decir, es equivalente a la ecuacién de Schrédinger para el
vector |¥(t)). Es un sistema de ecuaciones diferenciales para las incégnitas ¢,,(t) cuyo nimero
puede ser infinito, lo cual significa que encontrar su solucion resulta muy dificil y muchas veces
imposible.

Sin embargo, cuando la perturbacién es pequena se puede postular

t)=> () (9.69)
(4)

y los coeficientse ¢, (t) van a ir siendo definidos mediante aproximaciones sucesivas.

. ., . 0 e .
Como aproximacion cero de las funciones c,(n) (t) se puede tomar sus valores iniciales d,,,, en

cuyo caso la primera aproximacién adoptara la forma

e 533
¢ Z(s,m m|H' (1) |k)e™mt (9.70)

y su solucion se expresara como
1 1 / iwWmnt’
= m\H ) |n)e™mnt dt’ (9.71)
0

Si se continua el proceso de iteracién, la ecuacién diferencial para la segunda aproximacion
serd igual a

80’” Z ) () (m| H' (t)|k)eomet (9.72)
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la cual se transforma en

(2) ) , o A
22l Sl e [ e ar

k#n 0

y su solucién se expresard como

tl

D =(=)> / mlE €)K@yt (9.73)

k#n 0

Al término del proceso, la solucién exacta se expresard mediante la férmula

t
1 - 4 /
Cn(t) = Oy + pr /(m]H’(t’)m)eWmnt dt'+

tl

t
1 ? ' Wkt & iWent'
4 (E) Z / (m| (1) )i’ d / el () e dt 4
0

t//
( h) Z / m\H’ ‘k‘ kat'dt / /C’H/ ”)|/{Z> zwkk/t“dt///<k/‘H/< ///)‘n> Wy, tmdtm—l—~~
1
k' #n /

la cual puede se expresada como

[e=]

em(t) = (m[8n|n) + ,—<m‘ /ﬁ'(t')e'

ih
+Z m‘m/H’ Yeimit’ gy k;><k

El resultado anterior puede ser expresado de manera compacta como

em(t) = <m exp(% / (1) n> (9.75)

I’_j/(t/) _ e%ﬁot }Al e*%HOt
En muchos casos reales es suficiente calcular la primera aproximacién. En particular, la
probabilidad de una transicién cuéntica (del estado E, al estado E,,) bajo la accién de una
perturbacién que actua en un lapso 7' (0 < ¢t < T') se expresa como

(9.74)

)+

f{/ t TWint dtl/
o e

0

donde

T [e'e)
1 A o, 1 . o
c%)(t) == /(m|H'(t')|n>e’°’m"t dt’ = g /<m|H'(t’)|n)eWW"t dt’ (9.76)
0 0
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Para evaluar el integral se puede considerar que si se emplea las transformaciones de Fourier
los elementos de la matriz de la perturbacion

OMﬁﬂNm:%my/ﬁ@me&uM::/OMﬁﬂ@mm”m@) (9.77)
de donde .
/@mﬁ@mw%ﬁ:%mmﬂ@m> (9.78)
En consecuencia
2m , 42 ~ 2
(1) = Zh<7n1ff(a»nn)hl> v o Pan = o [l H (W) ) (9.79)

De la férmula anterior se deduce que la probabilidad de transicion entre los niveles E,, v E,,
es diferente de cero si en el espectro de la perturbacion esta presente una frecuencia igual a wiy,,.
Esto se puede entender como si el sistema estuviera conformado por un conjunto de osciladores
con frecuencias iguales a wy,,, los cuales se excitan sélo si en el espectro de la perturbaciéon
hubiera las mencionadas frecuencias.

Especialmente sencilla es la féormula de la probabilidad de transicion en caso de que la
perturbacion sea constante y actiie durante un lapso 7'. En este caso la integral se reduce a

T ) T
, iwmnT _ N
/my oimnt gyt — " = Fy (9.80)
wmn
0
y cOmo
eiwmnT -1 eiwmnT/Q
— 9 T2
Winn Winn sen(wnnT/2)

entonces, la probabilidad de la transicién resulta igual
2 NN
Py = ﬁ‘(mH{ |n>’ F(B,, — E,) (9.81)

donde
1 —cos{(E, — E,)T/h}

(Em - En)z/ h?
Cuando T' < h/E, = 7 magnitud que puede ser entendida como un periodo caracteristico,
la probabilidad de transicién es directamente proporcional a T?. En efecto,

(9.82)

F(E,—-E,) =

sen®(wnT/2) wp, 17

(Em - En)2/h2 w?nn

P ox

En cambio, cuando 7' > 7 la funcién

F(E,, — E,) = 7hT8(E,, — Ey)
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y, por lo tanto,
2 .2
Pon = %‘(m|h|n>’ T6(E, — E,) (9.83)

La probabilidad de transicién resulta entonces directamente proporcional al lapso que dura
la accion de la perturbacién. Por eso, se introduce la probabilidad de la transicion en la unidad
de tiempo, la cual resulta igual a

2 ~, 2
P = | (| 1 |n)‘ 5By — Ey) (9.84)

9.2.1. Casos particulares.

Especialmente sencilla es la férmula para la probabilidad P,,, o P,,, cuando las perturba-
ciones poseen alguna propiedad particular. En esta seccion se veran algunos de esos casos.

Perturbaciones peridédicas.

Si la perturbacion depende del tiempo de manera periddica, es decir, si

H'(t) = H'(x,t) = B(x)e™™!

entonces . -
/(m\H’(t)\n)eiwmntdt = /(m\B(af;)\n)ei(”m”iw)tdt
0 0
Por lo tanto,
pE = 2%}<m13(;c>yn>|275(Em _E, + hw) (9.85)

lo que significa que la transicién se va a producir si
E,=FE,+ hw

En el primer caso se porducirda una trnsicion a un estado de mayor energia, para lo cual
el sistema tiene que absorver una energia igual a hw. En el segundo caso se tratara de una
transicién a un nivel inferior con emisién de energia.

Perturbaciones adiabaticas e instantaneas.

Por la rapidez con que se conectan, las perturbaciones pueden satisfacer dos condiciones
extremas: adiabaticidad o instantaneidad.

Para ver cuando se trata de una u otra perturbacion es necesario analizar la expresién

@ ) B (1) m)

-1
Wnn dt
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y compararla con Aw,,,. Si

d

o (| (8)| )| < B

o
la perurbacion se considera adiabatica, en cambio, cuando

d

o 2 H' (@) )| > P

e
se dice que se tiene una perurbacién instantanea.

Fisicamente, se puede decir que una perturbacion se considera adiabatica si la variacion de
los elementos de matriz H  (t) durante un periodo (expresado por w.l) es muy pequena en
comparacion con el valor de Aw,,,.

Para ver cual es la diferencia en la férmula para la probabilidad de transicién hay que
analizar el integral

T T

d . o |

/ di <m\H’( )’n>e7,Wmntdt = <m|Hl(t)|n>eMm"t — Wy, /(m|H’(t)\n>eWm"tdt
0

0 0

Como la perturbacion actia sélo en el intervalo 0 < t < 7, el primer término desaparece,
razon por la cual

T T

d . '
/ o <m|H’( )|n>ezwmntdt = —iwmn /<m|H/(t>|n>ezwmntdt

0 0

Por tal motivo,

T

1 d
hwmn dt

Con(7) = —(m|H'(t)|n)e™mtdt

y la probabilidad de la transicion resulta expresada como

’Td 2
dt

1

mgy | et

Ppn(7) =

Si la transicion es adiabatica, la derivada del elemento de matriz cambia muy poco durante
un periodo. Por tal motivo puede ser extraida del integral

1
Pmn(T) 720 2 m|H/ |7’L‘ ‘/ Zwm"tdt
' 4 qd 2
WmnT
Pan(r) = g g HH Ol sen? (20} < 1
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En consecuencia, si la conexion de la perturbacién es muy lenta, la probabilidad de una
transicion cudntica es muy peque na, es decir, tiende a cero.

Si la conexion es instantdnea y luego la perturbacion cambia adiabaticamente, incluyendo
su desconexion, en el integral hay que tener en cuenta sélo el lapso inicial.

En este caso la exponencial casi no cambia y puede ser extraida del integral. Por lo tanto,

2
Ll Td > |(mlE @)lnl)
1, /E(m|H(t)|n)dt ~

0

9.3. Método variacional.

En una serie de casos el calculo de los primeros niveles de un espectro discreto puede ser
realizado empleando un método variacional, cuya ventaja sobre la teoria de perturbaciones
radica en que no es necesario conocer las funciones que describen sistemas mas sencillos. El
primer paso consiste en determinar el valor de la energia del estado fundamental, el cual debe
satisfacer la relacién )

Ey < (H) = (Y| H[) (9.86)
donde H es el hamiltoniano del sistema y 1), el vector que describe el estado del sistema, con
una norma

(W) =1 (9.87)

La relacién anterior se puede demostrar si el vector del estado se expande sobre las vectores
propios del hamiltoniano H°

) => Culn)  con D |CuP=1 (9.88)
n=0 n=0
y se reemplaza en la formula para el valor esperado, el cual resulta expresado como

(H)o :ZCZ(n’F[‘ S Culm) = S CiCunlHm) = S CCrnbunEnm
n=0 m=0

m,n=0 m,n=0

(9.89)
- Z |Cn|2En 2 EOZ |C’n|2 - E()
n=0 n=0

De la relacién anterior se concluye que efectivamente la energia del estado fundamental (Ep)

~

es menor que el valor esperado del hamiltoniano (H). En consecuencia,

Ey = min(¢|H|1p) con la condicién Wy =1 (9.90)

6Tales vectores no se conocen. Sin embargo, en principio la expansién es posible
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El valor esperado de H se calcula empleando un vector de prueba’ que depende de al-
gunos parametros desconocidos ag, B, - -+ y se elige teniendo en cuenta las peculiaridades del
sistema, en particular la simetria del problema.

Al calcular el producto escalar

(Y (a0, Bo, - - )‘le(@oaﬁoa -++)) = J(ao, Bo, ) (9.91)

se obtiene una expresion que depende de los parametros introducidos, los cuales son definidos
al calcular el minimo, es decir después de resolver las ecuaciones

9J(ao, Bo, ) _ 0J(aw, Bo,--+)
s _ o — (9.92)

Si el vector de prueba ha sido elegido convenientemente el valor
E = J(Oéo,ﬁo,"') (993)

resulta muy cercano al verdadero, incluso si se emplea un ntmero pequeno de parametros
y el vector que realmente describe el estado fundamental coincidird aproximadamente con

| (v, Bo, - -+ )), es decir
[¥0) = [¢(, o, - -)) (9.94)

Para calcular el valor del siguiente nivel energético (£;) hay que elegir un segundo vector
de prueba |14), el cual debe satisfacer las condiciones

(Ui]) =1 y (Y1]to) =0 (9.95)

En este caso el vector |i1) se expresard como

Uy = iq(})yn) con i ICW2 =1 (9.96)
n=1 n=1
y el producto escalar
(H)1 = ($1|Hli) Zyc ’E, > E Z\c (9.97)
En consecuencia
By = min(yy (a1, B, -+ )| H| (o, By, - ) (9.98)

La energia del siguiente nivel excitado (Es) se calculara de manera andloga, es decir sera igual

FEy, = mfﬂ<w2’ﬁ’¢2> (9-99)

donde
(holthe) =1y (Yoly) =0  (i=0,1) (9.100)

7Si se trabaja en una representacién continua se empleara una funcién de prueba.
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El proceso puede continuar hasta determinar todos los vectores propios y los correspondi-
entes valores de la energia. Asi la energia del nivel Fj serd igual a

E5 = min(y)s| H]|tbs) (9.101)

donde
(Uslhs) =1 y (Yslahs) =0 (i=0,1,2) (9.102)

Energia del estado fundamental del oscilador arménico

Como un ejemplo de aplicacién del método se puede calcular la energia del estado funda-

mental del oscilador armoénico unidimensional, cuyo hamiltoniano es igual a
. h? d? pw?
H=—— = g? 9.103
21 dx? + 2 ¢ ( )

Al elegir la funcién de prueba se debe tener en cuenta dos factores: Primero, que debe
tender a oo cuando x — +00 y, segundo, que no debe tener nodos por ser funcion del estado
fundamental. Tales condiciones cumple, por ejemplo, la expresion

1
Y(z,a) = Aexp ( — 50@"2) (9.104)
La condicién de normalizacién se expresa como
AQ
A’exp (—a 2°) do = /exp NdéE = —=y/r=1 (9.105)
J e (- Va NG

de donde se obtiene que A = (a/7)Y4.

El integral J(a) esrd igual a

/ 1 )_ﬁ_Qd_2+M_sz (_1 2)
exp a 2 dr? 5 T exp 2ax

(9.106)

2 2.2 2

= \/E{h—a/e_o‘xde— (h @ Mi) /xQe_dex}
T | 2up 21 2
Después de ejecutar la integracion se obtiene
1 [ ha pw?

J(a) = = (22 el 9.107
@=g (B0 ) (9.107)

de donde, al calcular la derivada sobre « e igualarla a cero se obtiene que oy = pw/h.

En consecuencia, la funcion de onda y el valor de la energia resultan expresados como

2
bo(x) = V(, ap) = (;‘—‘2)1/ "exp (-“;"g ) v B = J(ag) = % (9.108)

es decir coinciden con las soluciones exactas de la correspondiente ecuaciéon de Schrédinger.




Capitulo 10

Sistemas de particulas idénticas.

Se dice que dos particulas son idénticas si su masa (m), carga (e), spin (s) y otras carac-
teristicas permanentes tienen los mismos valores. Por lo tanto, se comportan de idéntica manera
cuando estan sometidas a condiciones iguales.

Desde el punto de vista de la Fisica Clasica las particulas idénticas no pierden su individu-
alidad. En efecto, si se les denotara de tal manera que en el instante inicial sus coordenadas y
sus velocidades, por ejemplo, tuvieran valores definidos diferentes, al cabo de un tiempo seria
posible, por lo menos teéricamente, decir donde se va a encontrar cada una, puesto que su
trayectoria se determina univocamente por las condiciones iniciales.

Otra es la situacién en la Mecanica Cuantica. Por ejemplo, si en el instante inical cada
particula ocupara un lugar determinado, sus funciones de estado serian paquetes de ondas (con
todos los valores posibles del momento lineal) que se dispersarian en el tiempo y se mezclarian
en el espacio de tal modo que seria imposible indicar cual de las particulas esta en tal lugar y
cual en otro.

Si como condiciones iniciales se hubieran dado sus momentos lineales la situacion seria analo-
ga. Cualquier particula con momento definido es descrita por una onda plana y su densidad de
probabilidad es uniforme en todo el espacio. Podrian, por lo tanto, interactuar e intercambiar
sus momentos, de tal modo que si en un momento dado se mide el momento de una particula,
no es posible saber de cual de las particulas se trata.

En consecuencia, en la Mecanica Cuéantica las particulas idénticas son indistinguibles.

10.1. Propiedades del hamiltoniano y sus funciones propias.

Si las particulas son indistinguibles, el hamiltoniano que describe tales sistemas tiene que ser
simétrico, es decir invariante, con respecto de la transposicién (intercambio) de dos componentes
cualesquiera del sistema, es decir

H(17 »ka"' 7j7"' 7N) = H(L 7j7"' 7k7"' 7N) (101)
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Por ejemplo, esta propiedad la posee el hamiltoniano de un sistema de particulas en un
campo potencial exterior

H(1,--- N) = Y K@)+ > U@G) + > W(ik), (10.2)
i i j#k

donde K (i) es la energia cinética de la particula i-ésima, U (7), su energia potencial en un campo
externo y W (j, k) la energia de interaccién entre dos particulas j y k, cualesquiera.

Las funciones propias de ambos hamiltonianos, correspondientes a un mismo valor de la
energia, describen un mismo estado, razén por la cual deben ser, en el peor de los casos,
proporcionales entre si, o sea

\Ij(l) 7k7"' ’jf” 7N) X \Ij(l’ 7j7"' 7k7'” 7N) (103)
10.1.1. Operadores de intercambio.

El cambio de las variables correspondientes a dos particulas cualesquiera en una funcién
dada se puede entender como el resultado de la acién de un operador, denominado operador

~

de intercambio, el cual se representa por Pj;. En otras palabras, la accién del operador de
intercambio sobre una funcion consiste en el cambio reciproco de las variables de las particulas
Jyk )

ng¢(L Jju"' 7]{;7'” ,N) :¢(17 7k7"' Jju"' 7N) (104)

El operador de intercambio es simétrico, porque el cambio mutuo de las variables de dos
particulas j y k cualesquiera también puede ser expresado como resultado de la accién del
operador F;. En efecto,

pkm(l,...’jy...’k,...7N) = (1, k- 4.+, N)

En consecuencia R R

El operador de intercambio conmuta con el hamiltoniano. En efecto,

]%kf[(l,~~,j,~-,k,--~,N)\I!(l,--~,j,'--,k:,-~~,N) -
f[(l,---,k,~-~,j,--~,N)\I!(l,--~,k,-~-,j,-~-,N)

Pero, como el hamiltoniano es simétrico y

entonces,
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En consecuencia,
{ B (L, N) = H(1, -+ N)Py | W(1,--  N) =0,
es decir, R X
[ij, H] =0 (10.6)

La funcién obtenida como resultado de la accién de Pj;, sobre una funcién de estado también
describe el mismo estado. Esto significa que,

@(17 aka"' 7j7"' 7N) = )\\D(la 7j7"' 7k7'“ 7N) (107)

Por lo tanto,

A

P]k’\Ij<1a 7j7"' 7ka"' 7N):)\\Il(17 7j7"' 7]{;7'“ 7N) (108)

Los valores propios del operador de intercambio son +1. Estos valores se determinan de la
relaciéon siguiente

]%Zk‘lf(la"wN) = PypAU(1,---,N) = A2¥(1,---,N)

Como aplicar el operador ]%k dos veces consecutivas significa volver a la funciéon original se
tiene
M= es decir A= +1 (10.9)

La condicién de simetria o antisimetria con respecto del intercambio de dos particulas tiene
que ver con todos los cuerpos que conforman el sistema, es decir no puede ser que una funcién
sea simétrica con respecto del intercambio de algunas particulas y antisimétricas cuando se
porduce un intercambio de otras.

Por ejemplo, si una funcién para un sistema de tres cuerpos fuera simétrica con respecto de
1y 2ydely 3y antisimétrica con respecto de 2 y 3 significaria que

U(1,2,3) = —¥(1,3,2) = —V(3,1,2) = —V¥(3,2,1) = —¥(1,2,3) (10.10)
es decir, serfa igual a cero.

La condicién de simetria o antisimetria se mantiene en el tiempo, es decir si una funcion de
estado es simétrica en un instante dado lo serd en los instantes siguientes y si es antisimétrica,
también. En efecto de la ecuacién de Schrédinger se tiene que

1 -
¥ (1,---  N,t) = %H(l, <o N)W(L, -+ N, t)dt. (10.11)

En consecuencia, si la funcién es (anti)simétrica, entonces, como el hamiltoniano es simétri-

co, la diferencial d; con respecto del tiempo serd (anti)simétrica y la funcién

W, Nt+dt) = U1, N,t) + d¥(1,---, N,¢) (10.12)
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igualmente.

Una vez conocida la funcién de estado es necesario (anti)simetrizarla. Si el sistema es simétri-
co, entonces la funcién simétrica puede ser representada por la expresiéon

U,(1,- N) = Y ¥, (L,---,N) (10.13)

y si es antisimétrica por la siguiente

Uy(l,--+ \N) = > (=1)"T,(L,--- ,N) (10.14)

donde W, (1, -, N) es la v-ésima permutacion, es decir la funcién que se obtiene de la inicial
mediante un nimero v de transposiciones de pares de particulas.

La féormula explicita de ambas funciones es sumamente compleja, por eso generalmente se
les representa de manera aproximada.

10.2. Sistemas de particulas no interactuantes.

Hay sistemas de particulas idénticas cuyos hamiltonianos pueden ser expresados como la
suma de hamiltonianos correspondientes a estados individuales y, ademas, contiene términos
relativamente pequenos que no dependen sélo de las variables de una particula, es decir tienen,
por ejemplo, la forma

H = Y H(@) + Y W(ik) (10.15)
i=1 j#k
donde H (i) = p2/2m + U (i)

Por eso, si en un principio se desprecia los términos pequenos las particulas pueden ser
consideradas independientes. En este caso las funciones de estado, que podrian ser entendidas
como la aproximacién cero, pueden ser expresadas como combinaciones de los productos de
las funciones ¥, (i) que describen estados individuales.

Por lo tanto, las funciones con simetria definida se expresaran como sigue: La simétrica
serd igual a

Uy(L- N) = ) Py, (1)« thny (N) (10.16)
y la antisimétrica se escribird como
1 A
Tal, o N) = == 3 (=) B, (1) - oy (V) (10.17)
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10.3. Método de Hartree-Fock

Cuando los sistemas de particulas idénticas tienen mas de dos componentes es conveniente
aplicar otros métodos aproximados. En particular, para calcular los niveles energéticos de los
atomos de varios electrones es muy empleado el método propuesto por Hartree en 1928 y mejo-
rado por Fock en 1930.

Si se desprecia la interaccién spin-érbita el hamiltoniano de un sistema de muchos electrones
se expresa de la siguiente manera

H=> H(i) + Y W(ik) k=127 (10.18)
i ik

y la energia de su estado fundamental se define a partir de la igualdad
J = /\II*I:I\Ide = min con la condicion /\I/*\IldT =1 (10.19)

El método de Hartree-Fock se basa en la hipotesis de que cada electréon se mueve, en el
campo creado por el nicleo y los demas electrones, en forma independiente de los demas. Por
eso, como funcion de prueba se toma una combinacién de las funciones que describen los estados
individuales

(- T7) = @i(71) - pz(77) (10.20)

En este caso la integral J resulta igual a

J = Z/ H (1) idr; + Z /gpltpkW i, k)iprdTidTy (10.21)
(z;ﬁk

y su variacion se expresa de la siguiente manera
0J = 2/5%‘%‘{ Z/sokW i k)wkdm} pidr; = 0 (10.22)

ki

Las variaciones dp; que aparecen en la férmula anterior no son independientes, pues satis-

facen las condiciones
> / St pidr; =0 (10.23)

Para lograr que lo sean se las multiplica por factores indeterminados de Lagrange y se las
agrega a la variacion de J, obteniéndose la relacién

0J = Z/&p {H + Z/gpkW i, k)opdmy — al}goldn =0 (10.24)

k#i

con las variaciones dy; ya independientes.
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Como las variaciones son diferentes de cero la relacién anterior se cumplira si los coeficientes
que acompanan a las variaciones son iguales a cero, es decir si

donde
Z/(pkW i k)opdr, y  H; = H(i) (10.26)
k#i
Las relaciones obtenidas constituyen un sistema no lineal de ecuaciones para las funciones
©1,p2, -+, pz. Hartree las obtuvo basandose en la idea de un campo promedio creado por los

demas electrones y las resolviéo mediante aproximaciones sucesivas. Por su parte Fock las dedujo
partiendo del principio variacional.

Como funciones de la aproximacion cero se toman las que describen los estados de un atomo
hidrogenoide ¢¢. En este caso

Z/ oW (i, k) podmy (10.27)

k#i

y las funciones de la primera aproximacion se obtienen resolviendo el sistema

[Hy + WP — & ] ¢ =0 (10.28)

)

Con ayuda de éstas se calcula los nuevos valores de W; y se encuentra las funciones en la
siguiente aproximacion. Este proceso se continta hasta que las funciones obtenidas sean casi
las mismas que se emplearon para calcular los dltimos valores de W;!.

Los valores de ¢; son los valores de la energia de los electrones en el atomo y son iguales a

g = / Hz(pszz + Z/¢z¢k%k@k9@zd71d7k (1029)
k#i

El estado fundamental del a&tomo se obtiene ubicando Z electrones en los niveles con menor
energia y los excitados cuando uno de ellos salta a uno de los siguientes niveles. Sin embargo,
su energia no resulta igual a la suma de las de los electrones que los conforman, ya que en éstas
la energia de interaccién se considera dos veces. En consecuencia

* 1 * *
E:Z/%Hﬁ@idﬂ' + 5 Zk /%@kWikSOk%dTidi (10.30)
(ki)
Los resultados obtenidos no consideran los efectos producidos por la indistinguibilidad de
los electrones. Para ello es necesario tomar una funcién de prueba, dependiente tanto de las

coordenadas espaciales como del spin, que sea totalmenta antisimétrica. Asi, para describir el
estado fundamental se toma sélo una funcién antisimétrica del tipo

U(&r, -, €z) = det{ii(&), -+, 9z(82)} (10.31)

1 Este valor se denomina Campo autoadjunto de Hartree
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donde det{-- -} es la expresién abreviada del determinante conformado por las funciones indi-
viduales. Para los estados excitados de los atomos la funcién de prueba se toma en forma de
combinaciones lineales de funciones antisimétricas correspondientes a los diversos valores de los
momentos orbital, spin y total.

El tipo de simetria de la funcion de las coordenadas depende del spin total, asi que para
estados con diversos valores del spin total el campo autoadjunto resulta diferente.



Capitulo 11

La ecuacion de Dirac

La ecuacion de Dirac surge como una generalizacién relativista de la de Schrédinger
para describir particulas con espin semientero. La ecuacion relativista debe ser tal que refleje
correctamente los siguientes aspectos:

= En la teoria relativista ¢t y & son coordenadas que intervienen en las mismas condiciones.
Por lo tanto, la ecuacion relativista debe ser simétrica con respecto de dichas coordenadas,
es decir, una ecuacion diferencial de igual orden para ambas variables.

= La funciéon que describe un estado con E y p definidos debe ser tal que estas tltimas
magnitudes satisfagan la relacién relativista entre ellas

E? —p? =m? de donde E =+/p?>+m?

Por otro lado, la ecuacién debe ser diferente a la de Klein-Gordon, que si cumple con ambas
condiciones pues es una ecuacion diferencial de segundo orden con respecto de t y @ y satis-
face la relacién correcta entre la energia y el momento lineal. Sin embargo, las particulas que
describe tienen espin entero.

11.1. Hamiltoniano de la ecuacion de Dirac

Para que se cumpla con la segunda condicion, el hamiltoniando del sistema, de acuerdo
con el principio de correspondencia, debe tener la forma

2 £ 9
H=+/p"+m?
y la ecuacion para una particula relativista deberia tener la forma

0 [
a\ll(:c,t) =\/p"+m?V(x,t) = EV(x,t)

Si el operador del lado derecho se tuviera que entender como una serie infinita sobre el
operador p, la ecuacion no podria satisfacer la primera de las condiciones exigidas. Por tal

169
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razén, Dirac postuld que el hamiltoniano puede ser expresado como una combinacion lineal del
impulso y la masa, es decir postul6é que

~

H=ap+ pm

HY (2, 1) = (af) + 6m>\1f(w, t) = EV(x,1)

donde a y (8 son coeficientes independientes, cuya naturaleza y forma explicita deben ser de-
terminadas.

De acuerdo con el principio de correspondencia, el operador que representa al cuadrado de
la energia debe ser expresado como

()" = {(Oéiﬁi + ﬂm> <Oéiﬁi + 5771)} i

stm

es decir,

A 1 A N

y la solucion de la ecuacién relativista debe satisfacer también la relacién
(H)*V(x,t) = B>V (x,t)

Por lo tanto, los valores propios de p y m deben satisfacer la relacién

1
3 (aiak + Ozk%)Pipk + m(%‘ﬁ + 5%‘)1?2‘ + B*m? = E?

la cual es equivalente a la relaciéon correcta entre masa, energia e impulso, siempre que
o0, + apey = 204, ;B + Ba; =0 y gr=1, (11.1)

lo que significa que a y 8 son cuatro coeficientes independientes cuyo producto no es conmu-
tativo.

Eso quiere decir que, como minimo, tienen que ser matrices cuya dimension se puede de-
terminar a partir de las relacions de conmutacién obtenidas. En efecto, de la segunda de las
mencionadas identidades se deduce que

det 8 = det (—ay) det B det o;; = det (—a;) det a; det 8 = det (—a;) det 3
y, si se tiene en cuenta la primera relacién ( con ¢ = k), se obtiene
det 8 = (—1)"det 3 (11.2)

Como n representa el rango de las matrices «; y [, la relacion anterior establece que éstas
deben tener un niimero par (dos, cuatro, etc.) de filas (columnas). Sin embargo, no pueden ser
matrices 2 X 2, ya que en el algebra de éstas solo hay tres elementos independientes. Por eso,
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tales matrices deben ser, por lo menos, 4 x 4.

Otra propiedad que se obtiene de las relaciones de conmutacién es que la traza de las
matrices «; y 3 es igual a cero. En efecto,

e f = ~Tr (ofas) = = 3 (o) (B (05) = — 3 (B (@), (00, = —Tr (B

de donde se obtiene que
Trg=-Trp (11.3)

Finalmente, las matrices o y 8 deben ser tales que permitan formular una ecuacién de
continuidad, andloga a la del caso no relativista. La densidad de probabilidad p(x,t) debe
seguir siendo expresada como el producto UIW, donde ahora ¥ es una matriz 4 x 4 y ¥' la
matriz adjunta de W. En efecto, si a la ecuacion de Dirac

0

0

o

—t0y; —

se la multiplica por UT desde la izquierda y a la ecuacién adjunta

0 0
_ T T T A/t
za\I/ zamllloz—l—\llﬂm

por ¥ desde la derecha, entonces, después de restarlas miembro a miembro se obtendra

0 0 0
T Ty, — — gial T —
5 <\If \Il> (\If alam\l’ + 8&@ \If> +imUT (BT — B)T =0

Para que la relacion anterior sea equivalente a la ecuacion de continuidad, es necesario que
el segundo término tenga sentido de divergencia del vector de corriente y que el tercero sea
igual a cero. Esto es posible si

sr=2 y af =, (11.4)

lo que significa que # y a deben ser matrices hermiticas.

En este caso, el tercer sumando se anula, el segundo sera igual a

9 ) B
Ula U+ — Ui, U =
Dz Owi oz,

(viaiw) = v.(viaw)
y la ecuaciéon de continuidad se escribirda como

5 (x,t)+ V.j(x,t) =0

donde p = VU y j = Ulal.
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Sin embargo, la forma explicita de las matrices § y a queda sin determinar y pueden, por
lo tanto, ser elegidas de diferentes maneras. La mas empleada es la representacion en la cual la
matriz 3 es diagonal!

by 0 0 0

o B o0 o0
=10 0 b 0
0 0 0 by

Para que det 3 = 1y Tr3 = 0 es imprescindible que, para todos los valores de i, b? = 1, es
decir que b; = £1. Por lo tanto, la matriz 8 puede ser expresada como

(0 5)

donde I y 0 representan la matrices identidad y nula, respectivamente

() (o)

Por su parte, las matrices «; deben tener la forma

R b;
@i = b:_ C;

donde a; = a;, b; y ¢; = ¢ son matrices 2 X 2, cuya forma explicita se puede obtener de las
relaciones de conmutacién. Asi, de

2(11' 0 o

se obtiene que a; = ¢; = 0. Por otro lado, de

[ b+ byt 0 B

se deduce que b; = b;". Por lo tanto, como b; pueden ser empleadas las matrices de Pauli.

0 o I 0
o=(o5) =0 ")
0 1 0 —i 1 0
“1:(1 o)’ 02:(1, 0) Y "3:(0—1)’

Otra representacion 1til? es la que se emplea al analizar procesos electrodébiles en los que
intervienen neutrinos (levégiros) o antineutrinos (dextrégiros). En este caso las matrices de
Dirac se eligen de tal modo que resultan expreesadas mediante las siguientes formulas

0 I o 0
(7o) e (T %)

LConocida con el nombre de representacion de Dirac-Pauli
2Denominada, representacion de Weyl.

En resumen

donde
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Esta representacion esté relacionada con la de Pauli-Dirac mediante la transformacion

. A A 1 I I
_ A-1 _
yw = O vpO donde O_\/§<—[ [>

En consecuencia, la ecuacion de Dirac puede ser escrita de la siguiente manera

i%\lf(w, £) = (afo + Bm) U(x, 1)

3

o también como

0 .0
za\ll(a:,t) = —iq; %iqf(w,t) + pm V(x,t)
donde
U
(C5
W ==
Y3
Y4

Por su parte, para la matriz adjunta Ut la ecuacién quedard expresada como

0 0
'_ T e —'— T - — T
7 t\II (x,t) = —i m\II (x,t) a; — U'(x,t) pm,

o también como 5
2wt — gt s
zat\If (x,t) = V'(x,t) <ap Bm)
donde

Ut = (g5, ¥3, 3, U5).
11.2. La ecuacion de Dirac en forma covariante

La ecuaciéon de Dirac se emplea para describir electrones relativistas. Por lo tanto, es con-
veniente expresarla en un formalismo congruente con la teoria de la relatividad. Eso significa
que, asi como las coordenadas x y el tiempo ¢ constituyen un cuadruvector x = ¢, &, las demas
magnitudes fisicas deben ser agrupadas en cuadrutensores de diferente rango. En efecto, las
derivadas temporal y espaciales (y los operadores que representan)

.0 . : 0

Po—laa y p——ZV——Za—m
se agrupan en el vector

Aa—z'_a _<22 _ii)_(A A)

p_aa;a_ ot’ ox) — V0 P

3Lo expresado no es una deduccién de la ecuacién de Dirac. Esta, lo mismo que la ecuacién de Schrédinger,
no se deduce sino se postula en base a ciertos criterios, como los expuestos, que le sirven de sustento.
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En cambio, las matrices & y 8 no se agrupan de manera directa e inmediata sino después
de una transformacion tal que nos permita expresar la ecuacéon de Dirac en forma covariante.
Como componente cero del vector se toma [ y las componentes espaciales se expresan como un
producto de 8 por a. En otras palabras se postula el 4-vector de matrices

V=8, Ba)=(1", ")

0 __ ]O i 0 g;
T =00 -1 YT =\ 26 0

En efecto, para escribir la ecuacién de Dirac en forma covariante es necesario multiplicarla
por (3 desde la izquierda

donde

5></ (i%—aﬁ—ﬁm) U =0,

después de lo cual se obtiene
(800 — Bep — Bm) W =0,
es decir
(’Yoﬁo —p — m)q’ =0
La ecuacion resulta siendo invariante sélo si la expresion encerrada entre paréntesis es un

escalar. Por lo tanto, como py y p conforman un 4-vector, entonces 7° y ~ también deben
conformar un 4-vector, con lo cual la ecuacién de Dirac se escribe de la siguiente manera

(fy“ﬁﬂ — m)\If =0 (11.5)

Si se tiene en cuenta las propiedades de las matrices 8 y «; se puede ver que 7° es hermitica
y las matrices 4, antihermiticas. La antihermiticidad de 7* se determina al calcular su adjunta

7\ T i
(7 ) = (5%’) = aZLﬁT = = —Po; = —y
También se puede demostrar que las matrices v* satisfacen las siguientes relaciones de
conmutacion
YA+ = 29"
En efecto, si p = v = 0 se tendra
P+ =2(7%)7 =267 = 21

y si p = v =1 la relacién se expresa como

Ba;Ba; + BaBoy = 2B, By = —2BBa0; = =21

Si la relacién se escribe para =0y v = ¢ se tendra

BBa; + oy = BPa; — BBa; =0
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ysipu=1yv=jconi#jseobtendra

Baifa; + BaBoy = —BBaa — BBojoy; = —oya; — aja; = 0

La ecuacién para la adjunta se obtiene de manera estandar. Se toma la conjugacién compleja
de todas las magnitudes involucradas

A continuacién la relacién obtenida se multiplica por 7° desde la derecha
0 0
Uiy i U0 4 a0 = 0
Zaxo T Z@xk T m-ry

y luego se aplica las propiedades de anticonmutacion de las matrices
0 0
—\IJT 0.0 _@T 0.k \IJT 0 _ 0
b0 T Tl 1T +mWiy

Finalmente, después de introducir la funcién ¥ = Uiy se obtiene

es decir

o también B
V7 <ﬁu7“ + m) =0

donde el operador diferencial p,, actua hacia la izquierda y la funcién U tiene la forma siguiente
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11.3. Algebra de las matrices de Dirac

Antes de analizar las propiedades de la ecuacién de Dirac, asi como de las funcion ¥ es
necesario conocer las propiedades fundamentales de las matrices de Dirac, una de las cuales es
que generan un algebra. Se dice que un conjunto de elementos conforman un algebra
cuando cualquier combinacion lineal con coeficientes complejos, asi como cualquier producto de
los mismos, conforman un ente cerrado con respecto de la suma, la multiplicacion entre ellos y
la multiplicacion por un niumero complejo.

Los elementos del algebra generan un espacio, en el cual debe existir un grupo de elementos
independientes a través de los cuales, en forma de combinaciones lineales, se expresan todos los
demas elementos. El nimero de elementos independientes (n) esté relacionado con el rango ()
de las matrices de la representaciéon mediante la siguiente férmula

Por lo tanto, en el dlgebra de Dirac existen sélo dieciseis (16) elementos independientes. En
efecto, ademds de las cuatro matrices v*, son independientes sélo los productos de dos, tres, y
cuatro matrices, ya que cualquier producto de un nimero mayor de matrices se puede reducir
a alguno de los casos anteriores. Asi, el producto de cinco matrices forzozamente contiene dos
matrices iguales, cuyo producto es la matriz identidad, por eso se reduce a un producto de tres
matrices. Por identicas razones los productos de mas matrices se reducen a productos cuatro,
tres o dos matrices, o a una séla matriz.

En concluson, las matrices independientes que surgen en el algebra son:

» La matriz identidad (1) que es un cuadruescalar y puede ser expresada como el producto
de dos matrices v iguales. En efecto,

1.0

I =70 =~y
» Las cuatro matrices de Dirac (y*) que conforman un cuadruvector.

= Seis matrices (0) que se definen a partir del producto de dos matrices ~y diferentes como
174 Z v 174 N
ot = 5(7“7 —7 7“) =iy, p#v

y, por lo tanto, resultan siendo elementos de un tensor antisimétrico de segundo rango.

» Una matriz (7°), de naturaleza seudoescalar?, la cual se expresa como el producto de
cuatro matrices diferentes, es decir,

7° =iy = —ivomeys

4Seudoescalar es una magnitud que no cambia durante las rotaciones, pero si cambia de signo durante la
inversién de las coordenadas.
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s Cuatro matrices (7“75 ) que expresan los productos de tres matrices diferentes y conforman
un cuadruseudovector®.

Para demostrar que el maximo niimero de matrices independientes es diéciseis se tiene que
verificar que cualquier combinacién lineal de las matrices anteriores

M=al+0b,v"+cy, oM+ ds ’}/5+6M’7“75

es cero si sus coeficientes son todos ceros y es diferente de cero en caso contrario. Esto es posible
si se emplea las propiedades de las trazas.

Por ejemplo, si se toma la traza de M
Tr(M) = a Tr(I) + b, Tr(v*) + cx, Tr(o™) + ds Tr(7°) + e, Tr(v"4°)

y se tiene en cuenta que todas las trazas de la derecha menos la primera son iguales a cero se
puede determinar que

Tr(M) = a Tr(I) por lo tanto a=1/4Tr(M)
Luego, se puede calcular la traza del producto y*M

Tr(y"M) = a Tr(y" I) + by Tr(v" 7*) + e Tr(v" ™)+

ds Tr(y" 7°) + e, Tr(y"97%)
que es igual a
Tr(y*M) = a Tr(7*) + b, Tr(I) + ey, Tr(y#* o) 4+ ds Tr(v* 7°) + e, Tr(?)

y, €N consecuencia,

1
Tr(v*M) = b, Tr(I) es decir b, = ZTr(’y“M)

Multiplicando la matriz M por o™, 75 v 4#~° se puede demostrar que

1 1 1
M = Z_l TI'(M) I+ Z TI'(M ry“) ryﬂ + 5 TI'(M 0.)\#) 0_/\,u,

1 1
+ 7 Tr(M ) ¥+ 7 (M YHAyP) yhy®

En conclusién, cualquier matriz 4 x 4 puede ser expresada a través de las matrices de Dirac.
En particular, las matrices o y 3, a través de las cuales se definieron las matrices ~, resultan
iguales a

=y v B=7"

5Un seudovector es aquel que se transforma como un vector durante las rotaciones, pero sus componentes
espaciales mantienen su signo durante una inversién del espacio, no asi la temporal que si cambia de signo.
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Pero también se pueden introducir otras matrices importantes. Asi, las matrices ¥;, que se
relacionan con el espin, se definen como

1 . )
Y= §5ijk(7]k =77y’
de tal modo que resultan iguales a
¥ =o0%, ¥y = o* y Y3 =o'

es decir, se expresan a través de las matrices de Pauli mediante la relacion

—0; 0
()

11.4. Ecuacion de Dirac para el electrén libre

En general la funcién de onda de Dirac para un estado arbitrario se puede expresar como
un desarrollo sobre las funciones propias del operador del momento lineal, es decir,

U(x,t) = (%—1)3/2/‘11(27, t) exp <¢%pw) dp,

donde ¥(p,t) es un espinor de cuatro componentes que depende del momento lineal p y el
tiempo .

Si la particula estuviera en un estado con momento lineal definido, el espinor ¥(p,t) debe
tener una dependencia exponencial con respecto al tiempo

U(p,t) o exp (%Et)

y la funcién de onda serd simplemente
v _ U(E ! &
(,t) = (2m)i (&, p)exp § & (€t F px)
de tal modo que reemplazarla en la ecuacién de Dirac se tendra
{ e £9p-m}u(e.p) =0
Si las matrices de Dirac son expresadas a través de las de Pauli, entonces el espinor

U p) = ( ZZZ ) :

y la ecuacion precedente resulta equivalente al sistema

— (8 + m)gpa + (J.p)gpb =0

F (a.p)goa + (8 — m)cpb =0.
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Se ha obtenido un sistema homogéneo de ecuaciones para los espinores ¢, y s, €l cual
puede tener soluciones no triviales solo si el determinante conformado por sus coeficientes

‘ —(E+m) ZLop

Fop (E—m) ’

es decir que
—&2+m?* + (a.p)2 =0

Para resolver la igualdad anterior es necesario tener presente que

(0'-19)2 = Zaipiajpj = Zafp? + Z 0i0;ipip; + ZUinpipj
ij i

1<y (23]

= Z oip? + Z 0305 (pips — DDi)

1<

=Y ni+iY olpxp),
i k

debido a lo cual
—&+m?4+p*=0 de donde E=+ym2+p2=4+p"=F

Cuando & = p°, vale decir cuando la energfa es positiva, la funcién debe ser tomada de la
siguiente manera

1 0 Lo
U(x,t) = —(2ﬂ)3/2\11(+p , D) exp {ﬁ (p"t — pa:)}
debido a lo cual el sistema de ecuaciones resultara como

— (" +m)p,+ (o.p)pp =0

—(ap)pa + (1° —m)p, = 0.

y, si se emplea la primera de las dos ecuaciones, se obtiene

o.p 0 TP
Y= U(+p%,p) = N, [ P ,
Pa= oY (+p", p) +< - )

En cambio, para & = —pY, la funcién debe tener la forma

%qz(—po,p) exp {—% ("t = p'a’)}

U(x,t) = o

y el sistema de ecuaciones

(=" +m)pa— (ap)pp =0

—i—(a‘.p)goa + ( S - m)gob = 0.
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de tal modo que, al emplear la segunda de las ecuaciones, se deduce

g.p 0 (2
___or ¥(—p°,p) = N_ .
7 po_‘_wlgo Y ( P p) ( —pg_::ngp )

En consecuencia, el espinor de cuatro componentes resulta expresado a través de un espinor
de dos componentes, lo que significa que para cada valor de la energia (positivo o negativo)
solo existen dos estados independientes y

U (x,t) =

U(£p°, p) exp {ii (p°t — p.w)}

(27 )32 h

11.5. Ecuacion de Dirac en la representaciéon de impul-
SOS.

Si la funcién ¥ (x,t) se reemplazara en la ecuacién covariante de Dirac

(Wp# — m)W\P(p ,P) exp {ﬁ (p"t — pm)} =0
se obtendra
{ — " +vp — m}\lf(po,p) =0

es decir
(Vpu+m)¥*(p) =0  donde  U*(p) = V(" p).

De manera analoga, al reemplazar la funcién W~ (x,t) en la ecuacién de Dirac

1 1
wa - .0 2 (_,0 —
(7 Pu m) (%)3/2‘1’( p 7p)exp{h( p t+p.w)} 0
resulta
{vopo —p — m}\l’(—pom) =0
O sea
(Y'pu —m) ¥~ (p) =0  con W (p)=¥(-p’ p)

11.5.1. Ecuacién para los espinores adjuntos.

Las ecuaciones para los espinores adjuntos (\I/j[(p))Jr se pueden obtener de dos maneras. La

. . . T Ny
primera consiste en emplear la ecuacién para (\I/i(x)) , en la cual esta funcién es reemplazada
por su forma explicita

(\I/i(m, t))Jr = ﬁ\w(ipo,p) exp {:F;_i (pot — pw)} )
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En efecto, después de tomar las derivadas, para (\I/i(p))Jr indicadas se obtiene la ecuacién
(j:po)(\lli)T 4 (:sz') (\Iji)Tai + (\I’i)Tﬂm -0
y después de una multiplicacién por 3, seguida de la anticonmutacién de «; y 3, se tendra
ipo(\lfi)Tﬁ ipi(\l}i)Tﬁai + (\I/i)er -0
Como B = 7"y Ba; = " la ecuacién precedente puede ser escrita como
+p° (\I/i)TVO j:pi(\lj:t)tyz’ + (\I/:I:)Tm -0
o también
(\Ili)T{pofyO +piyi 4 m} —0
Si ahora la ecuacién obtenida es multiplicada por 4° desde la derecha se tendra

(\I,i)T{po,yo,yo+pi i Oimfyo} 0

y, después de la anticonmutacion,

T = piy s m} =0

es decir .
\ {p“y“ + m} =0

Un resultado andlogo se puede obtener si se calcula la adjunta de la ecuacion covariante
para U+

{v“pu + m}\lfi(p) =0
la cual resulta teniendo la forma

() { (") sl m} =0
es decir
(\Ifi)T{fpro + g4 m} —0
Si la ecuacién obtenida se multiplica por 7Y desde la derecha se obtiene
T i.0,00
(W) {4058 +9'5%p £ m } =0
resultado que, después de la anticonmutacion, puede ser escrito como
T i,4
(T%) {WOVOPO — "'’ £ m} =0

es decir .
v {fy”pu + m} =0
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11.5.2. Propiedades de los espinores V(+p)

Si a la ecuacién para ¥(+p) la multiplicamos por
T(Ep)ra x | ("t m) U(kp) = 0
y a la relacién para W(=£p), por

T (£p) (V'pu £m) =0 / x YW (£p),
y luego sumamos ambos resultados se obtiene

U(Ep)pu (V09" +417) U(Ep) = F2mW (£p)y ¥ (£p)
lo cual es equivalente a
P (Ep)W(+p) = FmV (£p)y* ¥ (£p)
ya que
YV P+ puy® = 2p*
Cuando a = 0, N
U (£p)y W (£p) = ¥i(Ep)¥(£p) > 0
Por lo tanto, B
U(£p)¥(£p) SO

lo que significa que para los espinores W(+p) se puede postular la siguiente condicién de nor-
malizacion
U(£p)¥(£p) = F2m

gracias a lo cual se obtiene B
W (dp)y W (+p) = 2p°

11.6. Espin de las particulas de Dirac

Un operador que puede ser entendido como el operador del espin se obtiene a partir de
las matrices de Dirac mediante la siguiente relacion

. 1 ..
EZ = —&JJkO'jk =

5 5€ jk’Yj”Yk

2

Para ¢ = 1, de la definiciéon anterior se tendra

Bt =5 (=7 + %) = =iy

[\')|®.

lo que significa que

S = =iy 092yt = iy 2P0t = P40yt
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es decir, para un 7 arbitrario, los operadores ¥ se expresardn como
ISP N

de modo que, en la representacion de Dirac-Pauli, tendran la forma

i (o 0O
== )

La accién de su componente 3, sobre el espinor U*(p) en el sistema de reposo de la particula,
en el cual tal espinor tiene la forma

vo=(0)
(5 o) (2)=(2)

0.0 = Sp
La relacién precedente no es otra cosa que la ecuacion para los valores propios de la compo-
nente z del espin. En consecuencia, los espinores ¢ son funciones propias del operador del espin.

se transforma en

y luego en

De su férmula general, se puede verificar que los operadores X satisfacen las relaciones de
conmutacion de los operadores de momento angular. Por lo tanto, el operador del espin de una
particula relativista puede ser definido de tal manera que en su sistema de reposo tenga la

forma ]
§*=(0, =X

Para verificar que el operador 8% es el operador del espin es conveniente introducir el seu-
dovector de Pauli-Lubanski

1 .
Wa = _5a6ul/p50-“y = _3750046196
4 2

1 . 3
= 57" (3a7sp” = Pa)

entre cuyas propiedades es necesario destacar, en primer lugar, el hecho de que es un vector
ortogonal al vector p®. En efecto,

1
Wap® = 577 (va7’ps — pa) P°

1
=37 (v’ pspa — Pap®)

1
2575 (p2—p2) —0
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Por lo tanto, en el sistema de reposo de la particula, se tendra que
= [ g—— m
Y / p=0 2

p=0

de modo que el vector 8* puede ser expresado como

. we
§o=

m

Seguidamente es necesario introducir un seudovector unitario ortogonal al vector p®, es
decir, un seudovector n® con las siguientes propiedades

o 2 [e% —
n pa_oa n®=-1 Yy n/p:() (O) n)7

y el operador de proyeccion del espin sobre el seudovector n®.

~

- 1
Sn:_Saa:_ 5aaﬁ
n _2m’7'7n'7pﬁ

el cual conmuta con el operador v#p,. En efecto,

o 1 a «
[Sn, 'y”pu} =5 (V1Y ps" P — VY Y 10V D5)

_l 5(,,a _
= —7 (n°pa)¥pp =0

En consecuencia, los espinores W(=4p), que son funciones propias del hamiltoniano, también
deben ser funciones propias del operador §,,

8,0 (£p) = FsU(Lp)

con valores propios s = +1/2. Esto se puede demostrar si se tiene en cuenta que

. 1 N 9
Si = A2 (’757 naVﬁpﬁ)
n2p2
T T um? 1/4

gracias a lo cual, la ecuacién R
8,9 (+p) = s*¥(£p)

se reduce a la relacion
(1/4)¥(£p) = sV (+p) de donde s==+1/2
Por otro lado, de la ecuacién de Dirac se tiene que

Ypu¥(£p) = £m¥(£p)
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lo que significa que en una ecuacién para valores propios, v#p, puede ser reemplazado por m.
Entonces

~

1
8, U(p) = —%v%%wﬁpﬂ(ip)

1
= 577" nam¥ (+p)

por lo tanto
S 1 5.«
n=73 Ng
51

Al emplear esta definicién de S, es posible verificar que

sWy(£p)Vs(£p) = Ty (Lp) (%7%“%) U, (+£p)

='Wy (£p)V,(£p)

de donde, si s # s’ se tendra

Uy (xp)Vs(£p) =0

es decir

Uy (£p)Vs(Ep) = £2mige
Finalmente, si se tiene en cuenta la ecuacién de Dirac, se puede verificar que

\Ijs/ (ZFp)\I’s(:Ep> = E‘Ijs’ (:Fp)fyapaqjsttp)

= _\I]s’ (:Fp)\l/s(:l:p)

es decir que

Uy (Fp)Ws(£p) =0

11.7. Propiedades de transformacion de los espinores.

La ecuacién de Dirac describe particulas relativistas, razén por la cual es conveniente
que sea una expresion covariante®. Para que dicha condicién tenga lugar, es decir para que
la ecuacion sea en verdad covariante la funcién W(z), que describe el campo espinorial, debe
comportarse de manera diferente a las de todos los campos analizados hasta ahora.

6Una expresién se denomina covariante si después de una transformacién de Lorentz tiene la misma forma
que antes de la transformacion.
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11.7.1. Traslaciones

En una traslacién sobre cualquiera de los ejes del espacio-tiempo
l,a Z’la — I’a + aa

el operador de Dirac no cambia

u 9
Z’Y(z%u m =1y

Por lo tanto, para que la ecuacién

0
Tl — / / =
(w per m) U'(z')=0

sea covariante la funciéon W'(z2') debe ser igual a ¥(z), es decir tampoco debe cambiar.

11.7.2. Rotaciones

La situacién es diferente cuando se producen rotaciones
e
r* — 2’ =%+ wgasﬁ =% + go‘vxﬁwg

ya que en este caso, el operador de Dirac no mantiene su estructura sino cambia de acuerdo
con la férmula

., 0 0 , 0
Y —m=i|——-w -m
ox'* oxt Hoxv
En consecuencia, es necesario exigir que la funcién W(x) se transforme con ayuda de una
matriz Ag que esta directamente relacionada con los parametros de las rotaciones.

La relacién entre Ap v w®® se determina si se exige que la ecuacién obtenida después de la
rotacién tenga la misma forma que la inicial, es decir que se cumpla la relaciéon

A 8
1 (g i) —m pantto) = {127 = m (o) o

Si la ecuacién transformada se multiplica desde la izquierda por A", se puede ver que para
que se cumpla la condicién anterior es necesario que

A}_%l’}/“AR — AI_%l’}/MARWZ = ’7“
lo cual se transforma en
P =y wlh = ApyH AR

En primer lugar es conveniente analizar transformaciones infinitesimales, en cuyo caso la
matriz Ag puede ser expresada como

Ar=14+2Pw, v ARt =1-2w.
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donde A\ son coeficientes antisimétricos. En este caso, la relacién entre Ay y w se escribird como
(1 + A“ﬁwa5> 7“(1 - )\O‘Bwa5> = —ywh
y si se desprecian términos de un grado de pequenez mayor se obtendra

(7”“5 — Y V“)waa =77¢" wag

f),/t)\aﬁ _ )\aﬁfyu — ,yﬁgua

que se puede satisfacer si
1 7
AP — Zanf — L ap
o T T

por lo tanto

1 .
A=1+ 570‘7’8(,%5 =1- %aaﬁwa/g

Para verificar que, también en el caso de una rotacién de las coordendas, la conjugada de
Dirac se transforma mediante la formula

es suficiente comprobar que, es correcta la relacion
’}/OA}{ 0 _ A}El
En efecto,
; 1 f 1
AR =1+ §'yavﬁwa5 =1+ é”yﬁT*yo‘Twaﬁ

por lo tanto

1 (6% 1 (07
P°ALY = (1 + 5777y Wowaﬁ) = (1 +57% Wab’)

1, _
= (1- ) =47

Para determinar la forma de Ag en caso de una rotacion finita se emplea las propiedades
de aditividad de los grupos. En efecto, si se analiza dos rotaciones sucesivas en angulos ¢ y dy
en uno de los planos (Por ejemplo, en x'z?) se tendra

Ar(p + dp) = Ap)Ar(dp)

de donde
dAr(p) _ Ar(p +dp) = Ar(p) _

de de
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La ecuacién diferencial que satisface Agr(p) se puede obtener si se considera que

Ap(dp) =1+ A\2dp =1 — %amdgo

gracias a lo cual se tendra

dAg(p) 12 —ig"?
i = Ar(p)A = Ar(p) )

la que al ser integrada, con la condicién inicial Ag(0) = 1, permite obtener la relacién entre Ag
y el angulo de rotacion

A2 = exp < — ia”gp) — cos £ — io'2%sen?
2 2 2
De la ultima relacién se deduce que las transformaciones de las funciones espinoriales no
son univocas. En efecto, por un lado, una rotacion en un angulo de 27 provoca un cambio en
el signo de la funcién. Pero, por otro, una rotacién en tal angulo significa volver a la posicién
inicial. En consecuencia, se puede afirmar que las funciones espinoriales estan definidas con
aproximacién de un signo.

11.7.3. Transformaciones de Lorentz

Una transformacién de Lorentz puede ser expresada por la relacion

«

x — A

donde, en caso de que el sistema X’ se desplace a lo largo del eje x del sistema X, la matriz de
transformacién se expresara como

coshy —senhyxy 0 O

o« | —senhx coshyxy 0 0
B 0 0 10
0 0 0 1

donde tanh y = 5 =v/c.
Por su parte, la funcién la funcién de Dirac se transformara mediante la relacién
U(r) — W(2)=ALU(x)
y la ecuacion
<i7°‘% - m) U(x),

expresada en las coordenadas del sistema Y’ tendra la forma

g,
(z’*y“LﬁW — m) AN (2) =0
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Después de multiplicarla por Ay, desde la izquierda, la ecuacién anterior resultarda como
T Bp ap-1_ O o
(ZLQAL’}/ A} P m) U(z') =0
lo que significa que la ecuacién serd covariante si
LgAL’yaAzl =P es decir si AzlfyﬁAL = [Py
En componentes, la igualdad precedente tendra la forma

A;'YPA L = cosh x7” — senhyy?
AzlleL = —senhxvo + cosh le

AT AL =, i=2,3
y se podra expresar mediante la férmula tnica
ALY AL = { cosh(x/2) + 7"y senh(x/ 2)}7‘”{ cosh(x/2) — ~"y'senh(x/ 2)}
si se emplea las relaciones de anticonmutacion de las matrices v.

En consecuencia
Ap = cosh(x/2) —7"y'senh(x/2),

y, sl se tiene en cuenta que

P’ +m P’ —m

2m

[p° +m p|
A = 2 (1= 0 1_ 11
g 2m < ’nypo—l—m

La férmula precedente ha sido obtenida en el supuesto de que el sentido de que la velocidad
estd orientada a lo largo del eje x. En un caso general, dicha formula se transformaria en

O+ m :
AL =55 <1—70 1P )
m P’ +m

De manera analoga se tiene que concluir que la matriz inversa debe ser expresada por la
relacion

cosh(x/2) = ; senh(x/2) =

2m

entonces

AL' = cosh(x/2) + 7’ senh(x/2),

y, expresada a través de la energia y el momento lineal, debe tener la forma

N [P0 +m y.p
A 1: p 1 0
L 2m +7p0—|—m
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11.7.4. Inversion de coordenadas

Después de una inversion de las coordenadas
i

% i
r — T = —X

la ecuacién de Dirac en las nuevas coordenadas

0 .o,
- 0 A . Tl —
(w 370~ Vg m) U'(2") =0,

al ser expresada a través de las coordenadas iniciales, tendra la forma

<i70i + iyii - m) n(P)Ap¥(x) =0,

0z oz’
donde n(P) es un factor de fase tal que n*(P) = +1.

La ecuacién precedente coincidird con la ecuacién inicial si Ap = 7 ya que en este caso

. g 0
(WOVO@ + iy 70% - m) U(r)=0

: g . 5,;0
(WOVO@ — vy o m> U(x)=0

0 o,
0 - _
<7 30 Vo m) U(z)=0
Para determinar la ley de transformacién de la conjugada de Dirac ¥(z) se debe tener en

cuenta que
!/

' (2') = Ul (a')7" = Wi(a)Aby = T(2)7 ALA°
y que, de las propiedades del grupo de Lorentz se deduce que 7°AT7® = A=, por lo tanto

—/

U (') = U(z)Ap!

En el caso de inversién de las coordenadas espaciales, la relacion anterior puede ser verificada
si se tiene en cuenta, primero, que

VAR =707"10 = 40900 =

y, luego, que

A0 =1, es decir, =) = AR
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11.7.5. Inversion del tiempo
La inversion del tiempo significa que

20— =30
después de lo cual la funcién ¥'(z’) puede ser expresada a través de la transpuesta de la con-
jugada de Dirac ¥(z).

En efecto, si en la ecuacién de Dirac en las nuevas coordenadas

0 .0
-0 _iAt _ 1( !
(w 570 iy 5 m) U'(x")

se ejecuta la inversion del tiempo y se postula que ¥'(2') = Ar¥(x), se tendra
0 . 0 =
—i) — — iyt — — AU (z) =0
y, si luego se la multiplica por A;l desde la izquierda se tendra

1~ J 1., 0 =
(’LATl’}/OAT@ + ZATlf}/ AT% + m> AT\I’(]})
Si la matriz Ar fuera tal que satisfaga las condiciones

ArPAT =70y AA =y

la ecuacién precedente sera equivalente a

0 0 ~
ND ~7
— = . V(x)=0
(w 50 T i + m) (x)
que es la transpuesta de la ecuacién para la adjunta de Dirac.
Como ¥ = 7%, 3! = —41 32 = 42 y 33 = —1?3, las condiciones para la matriz Ay significan

que dicha matriz debe conmutar con 7°, v, ¥ y anticonmutar con +2. Una matriz que satisface
tales condiciones es el producto

Ar =~y
11.7.6. Conjugacion de la carga

Si la ecuacion de Dirac para la adjunta

0 = =
2%\1/(95)7 +mVU(z) =0
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es transpuesta
0 =
(i’yo‘% + m) U(r)=0

y luego multiplicada por una matriz A¢ se obtiene la ecuacion

o~ 0 =
(ZAC’}/QAE}% + m) AC\D(Z') =0

La ecuacién anterior puede ser equivalente a una ecuacion de Dirac, si
~apA—1 [
Ac7"Ag” = =
relacién que significa

AC’YiAal = _'yia i = Oa 2

AcYAct =97, j=1,3

y puede ser satisfecha, por ejemplo, por la matriz A = iy2~Y.

11.7.7. Transformacion de formas bilineales

Gracias a las relaciones de transformacion obtenidas para ¥ y W se puede demostrar que
las formas bilineales del tipo W O(7) ¥ se transforman con ayuda de representaciones tensoriales
del grupo de Lorentz. Efectivamente,

/

V(@) O(7) V(@) = T(x)A™ O(4) AW(x)
Si O = I entonces
U (/) I V' (2') = U(z)A™" T AV(z) = U(z) I U(z)
la expresion se transforma como un escalar y si O = y*
U () 4" (') = U(z)A™" +* ATU(z)
se tiene que tener en cuenta que en general

A7 AR A= LMy,

€1 Consecuencia,

V' (a) 4" W'(a') = LT ()7, ¥ ()

y, por lo tanto, la expresion se transforma como un cuadruvector. Idéntica situacién ocurre
cuando el operador O es un tensor de rango superior al primero.
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La transformacién de operadores en los que aparece 7° depende de la transformacién que
se esté analizando. Asi, cuando se trata de una del grupo propio’ se tendra

AT AP) AP A AP) = AT AP) APy AP =

AT (A7) Ay 2P%) = AT () A y) o7 =7
en cambio si la transformacién es del grupo impropio®

1 5 A _ . 0.5_0_ 0.0 _5_ 5
AT Y A=1" Vv =7 7=—
En consecuencia, la expresién U~°¥ se comporta como escalar en rotaciones y como seu-
doescalar en las inversiones de coordenadas. Similar situacién se da en caso de las combinaciones
UAH~ASW: éstas se comportan como seudovectores.

"El grupo propio incluye rotaciones, transformaciones de Lorentz e inversiones de un niimero par de coorde-
nadas.
8En este caso se incluye las inversiones de un ntmero impar de coordenadas.



