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Clase 1

Introducciéon

A principios del siglo XX, la mecédnica de Newton era utilizada para
describir los fendmenos ligados a la materia; el electromagnetismo de
Maxwell para aquellos que tenian que ver con la radiacién. Solo en muy
pocos casos podian utilizarse a la vez sin que aparecieran dificultades.

Lo que es peor, al querer pasar a las escalas microscopicas de objetos
de existencia casi comprobada como los dtomos (de un tamano de unos
107® cm), se encontraban contradicciones entre la experiencia y las
descripciones cldsicas dadas por el electromagnetismo (por ejemplo en
relacién a la radiacion del cuerpo negro, el efecto fotoeléctrico) o la
mecanica (por ejemplo en relacién a las regularidades de los espectros
de los 4tomos compuestos por electrones (objetos puntuales) orbitando
alrededor de ntcleos (objetos de unos 107'% cm).

La mecanica cuantica fue construida como teoria capaz de describir
estos y otros fenémenos microscépicos para los cuales las leyes del
mundo macroscopico (leyes de la mecdnica newtoniana y del electro-
magnetismo de Maxwell) no eran adecuadas.

Como se ensena en los cursos elementales de fisica moderna, estas
contradicciones llevaron a principios del siglo pasado a la hipétesis de
Max Planck sobre el intercambio de energia entre materia y radiacién
bajo la forma de cuantos, cantidades discretas que Niels Bohr ligd con
la existencia de niveles de energia en los atomos y las regularidades de
los espectros observados.

En relacion a los atomos, Louis de Broglie y otros aventuraron
(nunca tan justa esta palabra) el caracter ondulatorio de la materia; Al-
bert Einstein, reciprocamente, propuso hace 100 anos explicar el efecto



fotoeléctrico aceptando un cardcter corpuscular (los fotones) para las
ondas luminosas. Asi, los aspectos corpuscular y ondulatorio a nivel mi-
croscopico (de la luz, de los electrones) se hicieron complementarios y
con ello pasaron a imponerse mutuas limitaciones. Nacia asi la primera
de las relaciones, llamadas dualidades, que fueron marcando la fisica
del siglo 20.

Una consecuencia fundamental de la dualidad onda-partcula es la
siguiente. Supongamos que vamos a describir un electrén libre en movi-
miento no como una particula puntual sino como una onda plana'. Por
simplicidad consideremos una tinica dimension espacial. Como una onda
plana no estd localizada en una regién finita del espacio, si pretendemos
“ubicar” al electrén en una regién centrada en un punto x, de extension
Az, necesitaremos superponer ondas con impulsos diferentes (i.e. con
energfas y frecuencias diferentes), digamos entre el valor p y el valor p+
Ap/2, formando un paquete centrado en el punto x y con un ancho Az.
Cuanto mas queramos achicar la “indeterminaciéon” Ax de la posicién
del electron més deberemos agrandar Ap. Segin postula el principio
de incerteza (de “indeterminacién”) de Heisenberg, su producto debe
permanecer constante y del orden de 1073* joule-segundos:

AzAp ~ h = 6.626 x 107* joule seg (1.1)

Veremos més adelante la importancia de que las unidades de la
constante de Planck h sean de energia x tiempo o, lo que es lo mismo,
de densidad Lagrangiana X tiempo, es decir unidades de accion.

Escalas

Como se aprende en los cursos elementales, la constante de Planck h (o
I = h/2m = 1.0545919 x 10727 erg seg) resulta ser una de las constantes
bésicas en la descripcion de todos los fenémenos que tienen lugar en
la naturaleza, como lo son la velocidad de la luz, ¢ = 2.9979250 x
10"%%m/seg y la constante de gravitacién de Newton, G = 6.6732 x
10~8dinas cm?/g?.

Una onda plana es una onda de frecuencia constante cuyos “frentes de onda”
-superficies de amplitud y fase constante- son planos infinitos, paralelos, normales
a la direccion de propagacion.



Con estas tres constantes basicas podemos construir una con dimen-
siones de longitud que por ello deviene, a su turno, una escala basica:
todas las otras cantidades con unidades de longitud podran expresarse
como multiplos adimensionales de esta escala. A esta longitud se la
llama longitud de Planck lp:

Ip = (Gh/c*)Y? = 1.6 x 107 %3cm (1.2)

Como era de esperar, [ p, escala microscopica si las hay, es la escala “na-
tural” en todo intento de formular una teoria cuantica (microscépica)
de la gravitacion. O sea que una descripcion clasica de la gravitacién
(en la que la geometria del espacio-tiempo se determina a nivel de la
dindmica) dejard de ser valida en tal escala. La pequenez de esta escala
frente a las escalas atomica o nuclear esta relacionada directamente
con la debilidad de las fuerzas gravitatorias entre dos particulas frente
a las otras fuerzas fundamentales, las electromagnéticas, las débiles y
las fuertes. Por ejemplo, el cociente entre la fuerza gravitacional y la
fuerza eléctrica entre un protén y un electrén tiene un valor de

MpMe

G

g = ddx 10740 = N (1.3)
Es recién a distancias del orden de [p cuando los efectos gravitaciona-
les entre las particulas microscépicas son suficientemente importantes
como para requerir un tratamiento cuantico.

También podemos construir una escala de tiempos fundamental a
partir de G, h y ¢, el tiempo de Planck ¢p:

tp =lp/c="5.4x 10 *seg (1.4)

En los regimenes en que los modelos cosmoldgicos predicen una cur-
vatura del universo mayor que [p” , i.e. para tiempos menores que tp
el desarrollo de una teoria cudntica de la gravitacion se hace impres-
cindible.

La masa de Planck toma la forma

m, = l,c*/G =22 x10°g (1.5)
mientras que la energia de Planck es

E, =m,c® = 1.3 x 10GeV (1.6)



Corresponde a escalas de energia mucho mayores que las que se ponen
en juego en los mas grandes aceleradores de particulas que existen hoy
(Por ejemplo, fue no hace mucho que el acelerador LEP, Large Electron
Positron Collider del CERN, en Ginebra, lleg6 a acelerar electrones y
positrones hasta que adquirieran una energias del orden de los 100
GeV). Sin embargo, la radiacién de Hawking producida por agujeros
negros de tamanos comparables a [p corresponde a energias del orden
de Ep por lo que el desarrollo de una teoria cuantica que incluya la
gravitacién es necesario si se pretende describir de manera unificada a
todas los fenémenos naturales.

La formulacién de una teoria cuantica de la gravitacion es un pro-
blema que esta hoy abierto.

Constantes que varian

En agosto de 2002 aparecié en la primera plana de muchos diarios la
desafortunada pregunta de si la velocidad de la luz habia variado en la
historia césmica.

Para entender el porqueé de la palabra “desafortunada” en el con-
texto de la discusién de escalas que acabamos de hacer conviene em-
pezar por distinguir entre constantes sin dimensiones (por ejemplo la
llamada constante de estructura fina o que mide las interacciones entre
fotones y electrones) y constantes con dimensiones (como la carga e de
los electrones o la velocidad de la luz, ¢). Los valores de estas constantes
con dimensiones, en contraste con los de aquellas que no tienen dimen-
siones, son construcciones humanas en el sentido de que dependen de
las unidades elegidas para expresarlas.

A partir de constantes dimensionales se construyen las constantes
adimensionales. Por ejemplo, veremos en este curso cémo, de manera
natural, se ve la conveniencia de introducir una constante adimensional
que resula ser la de estructura fina a, en términos de constantes dimen-
sionales: ) .

e
_ "~
“The 137 (L.7)

Cuando nuimeros sin dimensiones como este aparecen, un fisico piensa
que debe haber una razon para ello. Pero ademads, es legitimo pregun-
tarse si un objeto adimensional como « puede variar con el tiempo. Tal



pregunta fue planteada por P.A.M. Dirac en 1937, y ocupé (y ocupa)
a muchos investigadores. En cambio, preguntarse si constantes dimen-
sionales con unidades arbitrariamente elegidas pueden variar es tan
errado como preguntarse si el nimero de litros que entran en un galén
varia con el tiempo. De hecho, en 1983, la Conférence Générale des
Poids et Mesures (que se reunié por primera vez en Paris en 1889 cuando
dio una definicién definitiva del kilogramo) declaré que, por definicion,
el valor de c era de

¢
¢ =209.792.458 —o (1.8)
segundos

quedando asi claro que el rol del valor de ¢ no es mas que el de un factor
de conversién de unidades arbitrarias de longitud a unidades igualmente
arbitrarias de tiempo.

El planteo de Dirac en 1937 se referia a constantes adimensionales
que podian construirse a partir de cantidades basicas, tal como a puede
construirse a partir de e y h. Brevemente, lo que observé Dirac era lo
siguiente: existe un nimero sin dimensiones N; (que ya introdujimos),
que resulta de comparar las fuerzas gravitatorias y las eléctricas,

Ny ~ x10% (1.9)

Este niimero muy grande y como no tiene unidades es la naturaleza
la que lo dicta. Dirac pensaba que debia buscarse la razon para tal
nimero.

Otro niimero muy grande puede obtenerse dividiendo una cantidad
de naturaleza cosmoldgica y una de naturaleza atémica. Tiene que ver
con el nimero de atomos de hidrégeno que pueden observarse en el
Universo. A partir de datos astronémicos, una estimacién grosera de
este nimero es:

N3 ~ 10% (1.10)

Las cantidades N; y N3 comparan de alguna manera, el objeto mas
grande de la naturaleza, el Universo con porciones muy pequenas de
materia, los atomos.

Segun observé Dirac, puede construirse otro nimero muy grande
comparando la edad del Universo con un tiempo caracteristico de los
fenémenos atémicos. El tiempo atéomico caracteristico que eligié Dirac



es el que tarda la luz en atravesar un atomo de hidréogeno. El radio del
atomo de hidrégeno (radio de Bohr) es igual a:

ap=>5x10""m (1.11)

A la velocidad ¢ (cuyo valor dimos) antes, la luz tarda en recorrer
ap un tiempo T igual a

T =1.7x10""s (1.12)

La edad del Universo puede estimarse con métodos astronémicos.
Expresada en términos de la escala atomica de tiempos T corresponde
a un nimero que llamaremos Ny (la edad del Universo en unidades de
tiempo atémico) que vale

Ny ~ 3 x 10%° (1.13)

Dirac observd que Ny y Ny eran grandes nimeros del mismo orden de
magnitud. Ahora bien, a medida que el Universo envejece, su edad No
aumenta. Que hoy N, sea aproximadamente igual a N; jserd apenas
una coincidencia? ;La época en que nos toco vivir sera tan especial que
dos nimeros enormes coinciden aproximadamente y no lo haran pasado
un tiempo, pues mientras Ny seguirda aumentando, N; se mantendra en
su valor actual? ;O la coincidencia esconde una ley de la naturaleza y
también Ny crecera al pasar el tiempo y la similitud entre Ny y N, se
mantendra todo el tiempo? Dirac eligié esta segunda posibilidad y pro-
puso como ley de la naturaleza una “Ley de los grandes niumero” . Para
comprenderla, observando las ecuaciones anteriores podemos escribir

N3 ~ N3 (1.15)

Estas relaciones nos dicen que el nimero grande N; crece como la edad
del Universo y que N3 crece como el cuadrado de la edad del Universo,
es decir, mucho mas rapidamente.

En base a estas sencillas ideas Dirac enuncio su Ley de los grandes
numeros:

Los Grandes Nimeros (formados como cociente de una can-
tidad cosmoldgica y otra cantidad atémica) son funciones
simples de la edad del Universo.



Ondas Planas

Volviendo a escalas “méas razonables” como las atémicas (1078 cm),
consideremos un electron libre moviéndose en el espacio con energia E
e impulso p. Su caracter ondulatorio hace que podamos representarlo
por una onda plana

U(7,1) = Aexp ((m _ Et)) (1.16)

Las relaciones entre la longitud de onda A y el impulso |p] , la energia
E y la frecuencia v estan dadas por

h
=3, EBE=h (1.17)

Notemos que escribiendo £ = H donde H es el Hamiltoniano que
describe al electron podemos escribir en lugar de (1.16),

U(7,6) = Aexp (2;”/(55— H)dt> - Aexp(th/Ldt) (1.18)
W(E, 1) = Aexp(TS) (1.19)

donde 9, la integral temporal del Lagrangiano, es la accion que describe
al electron. Esta férmula da la conexién maés directa entre la accién
clasica de una particula y la funcion de onda cuantica. Fue Dirac en
los afios 30 quien senalé [1] la importancia de esta relacién e hizo una
propuesta [2] para estudiar fenémenos cudnticos pesando trayectorias
clasicas con el exponencial del lado derecho de (1.19). Esta propuesta
de Dirac fue retomada en los anos 40 por Feynman [3] y asi surgié el
método de cuantificacion mas rico con el que hoy contamos, llamado
de la Integral funcional. Que las unidades de h sean las de accion dan
otra pista para la conexién (1.19) de Dirac-Feynman que llevé a la
formulaciéon de la integral funcional

Evidentemente el caracter ondulatorio que se le asigna a las particu-
las en el marco de la mecénica cuantica hace perder la nocién de trayec-
toria e introduce en su reemplazo un caracter probabilistico dominado
por el principio de incerteza.



Los postulados de la Mecanica Ondulatoria

Si bien dedicaremos varias clases a la formulacién cuidadosa de los
postulados basicos de la mecanica cuantica daremos ahora una version
simplificada de los mismos de manera de poder comenzar a calcular,
actividad que distingue a los fisicos de los metafisicos. Daremos por
ahora solo 3 postulados fundamentales:

1. En un instante dado el estado cudntico de una particula esta
caracterizado por una funcién ¢ (Z,t), compleja, llamada funcién
de onda.

2. La probabilidad de que en el instante ¢ la particula con funcién de
onda (&, t) se encuentre localizada en un elemento de volumen
d3x centrado en el punto T es

Prob = (&, t)|?*d*x = (%, t)" (&, t)d*x (1.20)

3. La evolucion temporal de la particula de masa m esta regida por
una ecuacion (la ecuacion de Schrédinger ) para (%, t):

TSI WS )
<_2mv -I—V(m)) w(m,t)—h@a (1.21)

Aqui V(&) corresponde a la energia potencial de la particula (una
funcién que por ahora supondremos sélo depende de ) y /2 es
el operador laplaciano,

, ¢ &

:@JFGTPJF@ (1.22)

\Y

Nota 1: (&, t) encierra toda la informacién accesible que se puede medir
pero no es en si misma medible. Sustituye a la nocién clasica de trayec-
toria pero no es una trayectoria.

Nota 2: (%, t) es lo que se llama una Amplitud de probabilidad. La pro-
babilidad se calcula integrando esta amplitud sobre un volumen dado.
Asi, si queremos hallar la probabilidad P[V] de hallar a la particula



descripta por la funcién de onda (%, t) en un volumen finito V debemos
calcular

PV = /vd%w(f, )2 (1.23)

Si V corresponde a todo el espacio, digamos V = R3, es evidente que
P[R?] = 1 por lo que el postulado 2 implica que la funcién de onda
debe ser de cuadrado integrable:

» x| (Z,t)])? =1 (1.24)

Nota 3: La ecuacion de ondas propuesta por Erwin Schrédinger en
1926, luego de su famosa escapada a una estacion de esqui suiza en
la Navidad de 1925, es una ecuacién lineal y de primer orden en el
tiempo. Veremos mas adelante, cuando la postulemos en el contexto de
la mecanica cuantica de Heisenberg, su relaciéon con la invarianza de la
teoria cuantica frente a traslaciones temporales t — ¢ + T.

La conexion entre la funcién de onda cuantica y la accién clasica se
aclara si recordamos que en mecanica clasica la ecuacién de Hamilton-
Jacobi para un sistema con hamiltoniano H.,s v acciéon S toma la
forma

Hclas <.T, 88) - 05

o) = o (1.25)

Es facil ver que insertando ¢» = Aexp ((¢/h)S) en la ecuaciéon de Schro-
dinger se obtiene la de Hamilton-Jacobi.

Por tratarse de una ecuacion lineal, vale para las soluciones de la
ecuacion de Schrodinger el principio de superposicion. Por ser una
ecuacién de primer orden en el tiempo, basta conocer (Z,tp) en un
instante dado ty para determinar ¢(Z,t) para todo t > ty. Finalmente
notemos que la ecuaciéon de Schrodinger tiene la forma de una ecuacién
de difusion (por ejemplo para un fluido compresible) pero con una cons-
tante de difusion imaginaria. También en el caso del flujo de calor, bas-
taria escribir ¢ = ¢T', con c¢ la capacidad calorifica del material por
unidad de volumen y T la temperatura para identificar la ecuacién de
Schrodinger con la que rige el flujo de calor. En este caso, es la conduc-
tividad calorifica del material la que resultaria imaginaria.
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Reglas de cuantificaciéon candnica
Daremos ahora las reglas que permiten asociar las cantidades fisicas

de la mecanica clasica con los correspondientes objetos de la mecanica
cuantica

Mecéanica clasica —— Mecéanica cuantica

Boo .
impulso p=mv — -V =yp
i
posicion ¥ — I = 7
potencial V(Z) — V(&)
0
energia K — ih—
& ot

Con esto ya podemos ligar el Hamiltoniano clésico con la ecuaciéon de
Schrodinger:
2 . 2
Hp.T) = o -+ V(@) — H(p.d)=—3- v +V(@)
2m m
H=E — Hy= 7Y
ot

La ecuacién (1.1) expresa de manera simplificada el llamado princi-
pio de incerteza o de indeterminacion. En su contenido esta el que no
exista, en la mecanica cuantica, el concepto de trayectoria. Tiene, por
asi decirlo, un contenido negativo. Son las reglas de la cuantificacién
canonica -a las que volveremos de manera detallada mas adelante- las
que constituyen las proposiciones afirmativas que estan en la base de
la teoria cuantica.

Estas reglas ponen de manifiesto el caracter peculiar de la relacion
entre la mecanica cuantica y la clasica. Habitualmente la teoria mas
general puede formularse de manera logicamente cerrada a partir de
una teoria menos general que constituye un caso limite de la primera.
Por ejemplo, la mecanica relativista puede construirse a partir de prin-
cipios fundamentales que no hacen referencia alguna a la mecanica new-
toniana. Una vez formulada, existe un limite no relativista (¢ — c0) en
el que la mecanica newtoniana es recuperada.
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El que no se puede precisar una trayectoria para un electrén lo priva
también de cualquier otra caracteristica dindmica (i.e., que sirva para
describir su movimiento). Por ello, solo con objetos cuanticos no se
puede construir una mecdanica légicamente cerrada. Es necesario acep-
tar ademas objetos fisicos que, con precision suficiente, obedezcan la
mecanica clasica. Cuando el electron entra en interaccién con tales
“objetos clasicos” su estado cambia. El caracter y la magnitud de este
cambio sirve entonces para caracterizarlo cuantitativamente.

A estos objetos clasicos se los llama aparatos. Y al proceso de in-
teraccion entre electrén y aparato se lo llama “medida”. ;Cuando un
objeto fisico obedece con precision suficiente a la mecanica clasica?
Cuando, por ejemplo, su masa es suficientemente grande respecto de la
del electron. Es el caso de las gotas de liquido que se forman por conden-
sacién en la camara de niebla de Wilson, que marcan la traza del paso
del electron. La dimension de las gotas es grande comparada con las
del electrén. Si nos conformamos con este grado de precisién, podemos
describir el movimiento del electrén de una manera totalmente clasica.

La mecdanica cuantica tiene entonces esta caracteristica muy par-
ticular dentro de las teorias fisicas: contiene a la mecédnica clésica y al
mismo tiempo tiene necesidad de este caso limite particular para su
propia fundamentacion.

La mecéanica cuantica introduce una manera completamente nueva
de describir los estados de un sistema fisico. Cambia de manera radical
las preguntas que podemos hacernos sobre tales estados. Tan profundo
es este cambio que los fisicos usamos la palabra clasica no para referirnos
a la cultura greco-romana o a la musica de Mozart, Beethoven, etc.,
sino para hablar de aquello que es previo a lo “no cuantico”. Todas
las sofisticadas construcciones que usamos hoy en dia para describir las
fuerzas fundamentales que existen en la naturaleza -las teorias cuanticas
de campos, las teorias de gauge, las teorias de supercuerdas- se formu-
lan en un marco cuantico. Si hay algo en nuestra comprension de la
naturaleza que sobreviva en la “teoria final”, es algo sera la mecénica
cuantica.
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Apéndice 1: De la ecuacion de Schrodinger
a la de Hamilton-Jacobi

Trabajaremos por simplicidad en una dimensién espacial.
Sea una funcién de onda de la forma

W(,t) = Az, £) exp (;@@J)) (1.26)

donde la amplitud A y la fase ® son funciones reales que varian lenta-
mente con z y t. Ya que ¢ obedece la ecuacién de Schrodinger (1.21),

A CIL) (1.27)
ot
se tiene
., OA(s,t) 0®(s,t) i~ i
ih 5 A(s,t) T exp(—hCID)HA exp(hq)) (1.28)
Ahora bien, H = H(p, %) y
(@) exp(; ) = i
exp(— @) Zexp(; @) =2
N S
eXp(—%Q))pexp(ﬁ@) =p+ I (1.29)
de manera que
N S S
exp(—7 @) H(p, ) exp(; @) = H(p + -, &) (1.30)
o
. 0A(x,t) oe(xz,t) . . 0P
ih 5 Az, t) e H(p+ 8x’x>A (1.31)

El limite clasico corresponde a i — 0 y como p = (h/i)d/dx, en este
limite la ecuacién (1.31) se reduce a

o®(x,t) 0P
—A(z,t) Ta H(a—x,I)A (1.32)
0
0D (x,t) 0P

e H(g,x) (1.33)
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que no es otra cosa que la ecuacion de Hamilton-Jacobi siempre que
se identifique a la fase ® con la accion clasica S, como funcién de las
coordenadas (una vez que se reemplazé el momento por 0S5/0z). Es
decir, se puede escribir (1.18) en la forma

1

U(z,t) = Aexp(hS) (1.34)
con S obedeciendo 95 95
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Clase 2

Estados estacionarios

Cuando en mecénica clasica el Hamiltoniano no depende del tiempo,
existe una constante de movimiento que llamamos energia. Esto se tra-
duce en la mecanica cuantica en la posibilidad de poder hallar facilmen-
te la dependencia temporal de la funciéon de onda. En efecto, dado
que para sistemas conservativos el potencial V' (¥) es independiente del
tiempo, podemos separar variables (Z de t) en la ecuacién de Schrédin-
ger (1.21) y encontramos trivialmente

V(1) = V(i) exp(— 3 BY) (2.1)

donde E es, en principio, una constante arbitraria. Queda por resolver
la ecuacion que determina la dependencia espacial de la funcién de
onda:

(=35 97 +V(D) 0sld) = B (@ 22)

O, escribiendo el operador diferencial del lado izquierdo de manera
compacta como el Hamiltoniano H,

Hyp(%) = E¢p(T) (2.3)

Sugestivamente hemos llamado F a la constante introducida al separar
la variable temporal de las espaciales. Veremos que puede ser ligada
con la energia del sistema descripto por la funciéon de onda ¢g. Acepte-
mos por un momento que £ es un nimero real. En tal caso, vemos

15
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que la densidad de probabilidad correspondiente a la solucién (2.1) es
independiente del tiempo

(@ )" = [vp(7)|* (2.4)

y por ello se dice que ¥g(Z,t) describe en este caso un estado esta-
cionario del sistema.

La ecuacion de continuidad

Dada la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo (1.21), pode-
mos obtener una ecuacion de continuidad para la densidad de probabi-
lidad siguiendo el habitual método de Green. Si conjugamos la ecuacién
(1.21), obtenemos, siendo que consideramos siempre potenciales reales,

2 *
(—;n \Va +V(:E)> Y*(E,t) = —hi 881i (2.5)

O lo que es lo mismo,

~ 8¢*
HH(T,1) = —
(2, t) hi T

(2.6)

Ahora estudiaremos la diferencia
V() H(E,t) — o (F, ) Hy* (Z,1) (2.7)

de la que obtenemos, usando las ecs.(1.21) y (2.6),

2
B
(SR, 0) 0 (F OV ) = R (0 (F ()
(2.8)
o lo que es lo mismo,
h? - - o)
oV (U@ OVE (T, ) = 0" (@ )V, 1)) = hig (67(F, D9 (7, 2)9)
Si llamamos .
J(it) = 2hm (v*(& V(& 1) — V(& 1) V" (7,1)) (2.10)
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podemos escribir (2.9) en la forma

J+—=0 2.11
VJ+ iy (2.11)
donde p(Z,t) es la densidad de probabilidad,

p(Z,t) = [Y(Z, 1) (T, 1)] (2.12)

Esta ecuacion de continuidad es idéntica a la que en el electromag-
netismo relaciona la densidad de carga y la corriente eléctrica. En el
caso presente se trata de una densidad de probabilidad y a J sela llama,
dada esta relacion, corriente de probabilidad.

Si integramos la ecuacion (2.11) sobre un volumen V tendremos

d dp > > =

SPV] = [ Sdte =~ [ Vdte =~ [ JdS 2.13

dt id v Ot o % o Sy ( )
df)nde Sy es el borde de V. Vemos que tiene sentido haber llamado a
J corriente de probabilidad pues de la ecuacién anterior vemos que la
disminucién o aumento de probabilidad de encontrar a la particula en
VY implica un flujo de J a través de Sy :

Si V es todo el espacio, V = R? | P[R3] = 1y el lado izquierdo de
(2.13) es nulo. En cuanto al lado derecho, esto esta asegurado si J va a
cero suficientemente rapido en el infinito.
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Ahora estamos en condiciones de probar que cuando consideramos
estados estacionarios, la constante de separacién E es real. Para ello,
calculemos la densidad de probabilidad para un estado estacionario:

?
p=lwslexp (—3 (B - B)) (2.14)
con lo que
ap 7
—=——(F—-FE" 2.15
L (E-F) (215)
Si integramos esta ecuacion sobre un volumen V tendremos
dP[V)] i
——=——(E—-E"P 2.16
= (B~ B")P] (2.16)

de manera que si V = R? el lado izquierdo debe anularse pues P[R?] =
1. Para que el lado derecho sea nulo una vez usado nuevamente que
P[R?] = 1, deberé cumplirse que

E=E" (2.17)

Principio de superposicion y paquetes de
onda

Volvamos a la solucién (2.1) de la ecuacién de Schrédinger,

o ~ 1
(T, t) = Yp(d) eXp(—ﬁEt) (2.18)
con (%) solucién de la ecuacién independiente del tiempo (2.3)
Hyp(7) = Bvp(7) (2.19)

Esta ecuacién puede tener diferentes soluciones ¢g(Z) = 1, (Z) para
distintos valores de F, FE,. Es entonces una ecuacién de autovalores
(E,) y autofunciones (%) que puede tener muchas soluciones tanto
para valores discretos como conttinuos de F,,. Esto dependerd, evidien-
temente, de la forma del potencial y de las condiciones de contorno.
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Para simplificar la notacién escribiremos (2.19) en la forma
Ho (&) = Ep (%) (2.20)

utilizando el subindice n tanto para el caso discreto como para el con-
tinuo. Dado que la ecuacién de Schrodinger es lineal, una superposicién
de soluciones es también solucién por lo que podemos escribir como
solucion general

V(I = Y enthn () exp(—%Ent) (2.21)
n

donde ¢,, son coeficientes complejos que deben ser calculados de acuerdo
a cual sea la condicién inicial. En relacién a esto veremos mas adelante
cudles son las condiciones para poder asegurar que {1, } forma una base
completa en el “espacio” de las funciones de onda. Aceptando esto por
ahora, podemos pensar a (2.21) como un desarrollo de Bessel-Fourier
en términos de la base proporcionada por la ecuaciéon de Schrodinger.
Tomaremos entonces a las autofunciones {1, } como ortonormales,

/ B (Z)bm () = S (2.22)

y entonces, dada una condicion inicial para el estado del sistema en
= ()’

(1) = ¢() (2.23)

los coeficientes ¢,, quedan determinados de acuerdo a la férmula habi-
tual

e = [ o (@)p(@) (2.24)

Llamé&bamos a cada estado que aparece como término de la suma (2.21)
“estacionario” pues la densidad de probabilidad era independiente del
tiempo. Pero es evidente que la combinacién lineal completa no corres-
ponde a un estado estacionario. Solo si ¢,, # 0y ¢, = 0 Vn # ng el
sistema se hallard en un estado estacionario con energia bien definida
E,,. Conviene senalar que al estado estacionario al que corresponde el
menor de los valores posibles de la energia se lo llama estado funda-
mental del sistema.
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Un caso muy simple para discutir todo lo anterior es el de una
particula libre. En ese caso el potencial V' (Z) = 0 y es fécil ver que la
solucién de la ecuacién de Schrodinger

—h—Qv%(f t) = hz’gw(f t) (2.25)
2m TR '
tiene la forma B
Ul 1) = Ay exp <u¥f _ iht> (2.26)

donde la energia F estd ligada al “vector de onda” k a través de la
relacion

E = hiu%’\? (2.27)
- 2m '

y Aj es una constante compleja arbitraria.

Confirmamos entonces que la solucion de la ecuacion de Schrodinger
para una particula libre de masa m corresponde a una onda plana de
frecuencia angular w,

impulso p’ .
p = hk (2.29)
frecuencia v
E
y longitud de onda A,
A = 2]: (2.31)

Es evidente que esta solucion no es de cuadrado integrable puesto que
(T, 1) = | Ax]? (2.32)

La densidad de probabilidad es la misma en todo el espacio y su inte-
gral sobre todo el espacio diverge. Este problema se puede resolver si
superponemos soluciones de onda plana con distintos impulsos,

(T 1) = / PEA(R) exp (i%.f— iE;k)t> (2.33)
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-

Hemos escrito aqui Ay = A(k). La ec.(2.33) no es otra cosa que la
que escribimos como (2.21) cuando los autovalores Ej son continuos.
Corresponde a una solucién general con norma

/ (@O = / drd*kd*l A (k) A(K') exp <¢E.f—¢Eg“)t> x

- E(k
exp (—ik'.f+ i <hk >t> (2.34)

La integral sobre ' se puede resolver usando la identidad

-

/ d*wexp ((F - F).8) = (2m)*6O (% - F) (2.35)
por lo que terminamos finalmente con
[ @@ ol = @n)? [ d@rAw)? (2.36)

Basta entonces elegir A(k) adecuadamente para tener un “paquete de
ondas” de cuadrado integrable.

Por analogia con el caso clasico, se llama velocidad de fase vy a la
velocidad que tendria cada onda de la superposicién,

w  hk
Vp=— = — 2.37
=T o (2.37)
Podemos comparar este resultado con el que da el electromagnetismo
para la velocidad de fase de una onda en un medio dispersivo con indice
de refraccion n(k),
EM ¢
Salvo en el vacio (n = 1), en que todas las ondas del paquete viajan con
la misma velocidad U?M = ¢ que entonces coincide con la velocidad de
grupo vg, hay una velocidad de fase distinta para cada una. En general,
algunas ondas viajan con velocidad menor que la velocidad de fase, otras
con velocidad mayor y por ello es conveniente definir la velocidad de
grupo que da una idea de cémo se mueve el paquete como un todo.
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También para las ondas de la mecanica cuantica conviene definir una
velocidad de grupo,

dw

o= Qo hke _po
¢ dk

m m

(2.39)

k=ko
donde ko es el valor de k correspondiente al “centro” de la funcién
|A()J.

En los problemas de la practica veremos que un paquete de ondas
puede siempre escribirse asi:

V(1) = exp (i(ko.& — wot)) M (1) (2.40)

El primer factor del lado derecho de (2.40) representa una onda plana
de longitud de onda A\ = (27)/ko mientras que M modula a esta onda
y la hace un “paquete”.

Valores medios

Adelantdandonos a un aspecto muy importante relacionado con las can-
tidades que se calculan en mecanica cuantica para comparar con las
medidas experimentales, describiremos aqui brevemente y de manera
heuristica? el caculo de valores medios de operadores.

Dada la ecuacién para estados estacionarios,

Hip,(Z) = Epihn(2) (2.41)

vimos que era razonable asociar la energia del estado con el autovalor
E,,. Multiplicando por ¢ ambos miembros de (2.41) e integrando pode-

mos escribir )
3
_ i Hy
o 3
| iy,
Si como dijimos las autofunciones son tomadas normalizadas a 1, la
formula es mas sencilla:

E, (2.42)

E, — / & Hp, (2.43)

2Heuristica: del griego erpioxw, hallar, inventar, y itico: la manera en algunas
ciencias de buscar la solucién de un problema mediante métodos no rigurosos, como
por tanteo, reglas empiricas, etc.
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Esta férmula nos esta mostrando que al menos en un estado esta-
cionario, la energia del sistema puede calcularse como una integral que
recuerda los valores medios de la Mecanica estadistica y que se llama
valor medio o valor de expectacion, en este caso del Hamiltoniano. De
hecho veremos con cuidado que en general (y no solo para estados esta-
cionarios) el valor medio del Hamiltoniano para estados cualesquiera
nos dara una idea de la energia de esos estados. Pero esto lo precisare-
mos mejor cuando estudiemos los postulados de la Mecanica cuantica
de manera cuidadosa. Por ahora, para ir habituandonos, daremos de
manera heuristica una lista de valores medios de cantidades fisicas que
caracterizan a un estado 1 y cémo calcularlos. Supondremos que el
estado 1) esta normalizado,

W) = [ daov @ w0 = 1 (2.44)

Entonces, definiremos como valores medios del operador Hamiltoniano,
posicién e impulso correspondientes al estado ¥ (x,t) a las cantidades

(H) = (WA = [ dav (@) B ) (2.45)
() = Wl = [ dov (@ 07,1 (2.46)
B = Wl = [ v @0 Fo(. ) (2.47)

Veremos mas adelante que estos valores medios pueden entenderse
en términos de la nocion ordinaria de valor medio en teoria de proba-
bilidades. Pero ya a esta altura podemos ver que estos valores medios o
valores de expectacion confirman la racionalidad de las reglas de cuan-
tificacion candnica pues establecen, via un “principio de corresponden-

2

cia”, una conexién con la fisica clasica. Tomemos por ejemplo el caso
del valor medio de la coordenada x y derivémoslo respecto al tiempo

d 5 d

“a) = = (W (F Y (F 2.4

Sy = [ daa @ () (2.48)
o, usando la ecuacién de continuidad (2.11)

i(@ _ —/d3x9[; (6]} - —/d%ﬁ(xf) + /d3sz (2.49)
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Usando el teorema de Gauss-Stokes y que, como vimos, el flujo de J
debe ir a cero en el infinito, se tiene

d h d d
%<l’> = /dgx*]z = %/dsm <¢*(f7 t)%¢(f7 t) - % *(‘f? t)d)(fv t))
h d

= — [ &z (&)

mi

—(Z,t 2.50
T, ) (250)
lo que permite establecer la siguiente identidad entre valores de ex-
pectacion,

mc‘;t@ - / By (7, t)?%(f, 1) = () (2.51)

El lado izquierdo es simplemente la masa de la particula por lo que
llamarfamos cldsicamente la velocidad de la particula (si relacionamos
a () con lo que era el vector posicién de la particula en la fisica clasica).
El lado derecho es el valor de expectacién del momento o impulso p. La
relacion clasica entre velocidad y momento es entonces reproducida por
los valores de expectacién de los operadores cuanticos asociados via las
reglas de cuantificacién candnica.



Clase 3

Problemas en una dimension espacial

Comenzaremos por estudiar la ecuaciéon de Schrodinger independiente
del tiempo para el caso en que el potencial solo depende de una variable
espacial, V' = V(z)

h? . .
(<35 97 4V(0)) () = E v 31)
En este caso, podemos escribir la funciéon de onda en la forma

Vie(T) = (r)x(y)e(z) (3.2)

y asi obtener tres ecuaciones solo ligadas a través de las constantes de
separacion de variables,

R d%y

o TV @ =ew (33)

R d?y
_ _ 4
om di? €2X (3 )

h? d2p
Tomdar ¥ (3:5)
e1+e+e3=FE (3'6)

Tanto (3.4) como (3.5) corresponden al movimiento de una particula li-
bre en las direcciones y y z respectivamente por lo que sin mas podemos
escribir

. [2me ~[2me
X+ = exp(+i 72 y) o+ = exp(+i 2 3 z) (3.7)

25
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Queda entonces por resolver un problema en una dimension, definido
por la ecuacion (3.3). Conviene definir

2mV (z)
h2

2mey
h2

=U(x) , =c (3.8)
con lo que la ecuacion de Schrodinger en una dimensién se puede escribir
de manera compacta

= (U(x) =€)y =0 (3.9)

donde ¢’ = dip/dz, " = (¢')'. La ecuacién (3.10) corresponde a un caso
particular del problema de Sturm-Liouville, cuyas soluciones finitas,
continuas y derivables son las que en general interesan en la mecénica
cudntica. Aun para el caso en que el potencial U(z) tenga “saltos”
pueden obtenerse soluciones regulares. Por tratarse de una ecuacién de
segundo orden, para determinar completamente la solucion debemos
conocer ¢ y ¥’ en un punto (estamos pensando en términos de una
dimensién espacial, en general se trata de un plano).

Las condiciones que deben satisfacer las soluciones de la ecuacion
de Schrodinger son de un caracter muy general. Ante todo, la funcién
debe ser “uniforme” y continua en todo el espacio®. La condicién de
continuidad debe (y puede) mantenerse ain en los casos en que el po-
tencial V(%) no es continuo. En aquellas superficies en que V' no sea
continuo se mantiene la condicién de que deben ser continuas tanto la
funcién de onda como sus derivadas. Reescribiendo (3.9) en la forma

'=(U(z) -y (3.10)

vemos que a cada discontinuidad del potencial, la funcién U y por
consiguiente ¢” en el lado izquierdo da un salto brusco pero la integral
de 1" permanece constante en esos puntos. ¥’ y a fortiori1) son entonces
funciones continuas en esos puntos.

3La préactica de permitir que las funciones puedan ser multivaluadas (multi-
formes) y no solo monovaluadas o uniformes se abandoné en algiin momento de la
primera mitad del siglo 20. Este concepto amplio de funcién habia sido introducido
por Peter Gustav Lejeune Dirichlet en 1854, quien incluia como funciones a aquellas
que podian tomar méas de un valor para ciertos valores de la variable independiente,
una parabola “acostada”, por ejemplo. Persistié en la teoria de funciones especiales.
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En muchos problemas de interés resulta que el potencial debe to-
marse en alguna region del espacio como infinito para representar una
situacion en que esa region es impenetrable para la particula. Es decir
que en tal caso la funcion de onda debe ser cero en esa regiéon pro-
hibida y, por continuidad, esto impone una condicién de borde nula
en la frontera con la otra regién. La derivada (normal) queda en este
caso indeterminada: da un “salto” (en general la discontinuidad de la
derivada es finita) que nos estd indicando que la particula no puede
pasar a la regién prohibida. Otra manera de entender esto es notando
que por (3.10) la derivada logaritmica de v se hace infinita cuando
el potencial es infinito y por ende la funcién de onda debe anularse.
Discutiremos ahora un ejemplo tipico de esta situacion:

El pozo infinito

Consideremos un potencial como el de la figura

U®x)

A I

I I : I
|

Uo

0 L

donde debemos tomar en algin momento el limite Uy — oco. En las
regiones I y III, por lo que dijimos antes, la funcion de onda deberia,
en tal limite, ser idénticamente nula. Veamos que tal cosa es consistente
para la region III, por ejemplo. En tal region, como el potencial Uy se
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tomara al finalmente como infinito, podemos despreciar € en la ecuacién
(2.3) con lo que tenemos

i1 — Uoorir =0 (3.11)

cuya solucién general es

Urrr(x) = aexp(+y/Up ) + bexp(—\/a)x) (3.12)

Como la region III se extiende hasta x = oo, para tener una solucion
de cuadrado integrable debemos elegir a = 0,

Vrr(z) = bexp(—/Uy z) (3.13)

Pero como debemos tomar el limite Uy — oo, vemos que la solucion es
idénticamente nula en toda la region II1,

Yrr(x) =0, x>1L (3.14)
Un anélisis similar en la regién I nos lleva a concluir que
Ur(r) =0, <0 (3.15)

De esta manera, solo nos resta por resolver la ecuacién (2.3) en la regién
IT donde el potencial es nulo,

11+ e =0 (3.16)

de manera que la solucién en IT corresponde a ondas planas que viajan
en direcciones opuestas,

r1(x) = cexp(+iv/Er) + bexp(—iv/Er) (3.17)

La continuidad de la solucién implica que, dadas las soluciones (3.14)
y (3.15) debe cumplirse

Y1r(0) = (L) =0 (3.18)

con lo que la solucién (3.17) (adecuadamente normalizada) toma la

forma
Yr(x) = \/Esin( Ent) (3.19)



29

con ¢, definido a través de la relacién:

n?m?

&= 3 (3.20)
yn=1,2,... Volviendo a las unidades originales, los autovalores de la
energia toman la forma

hin? 9
= 3.21
€in 2m L2 " ( )

Este es el primer ejemplo en que vemos como la energia de una particula
resulta cuantificada. La razén matematica para ello es que las condi-
ciones en los bordes z = 0 y x = L han forzado a las autofunciones de
la ecuacion de Schrodinger a anularse en los extremos del pozo infinito.
Ello, a su vez, ha hecho que los valores aceptables para la energia de la
particula no puedan ser cualquier niimero real sino que toman la forma

e1,=0n% n=12... (3.22)

con C = h’r?/(2mL?). Es importante notar que la funcién de onda
correspondiente a cada nivel de energia tiene distinto niimero de no-
dos: la del estado fundamental, (n = 1) no tiene nodos. La del primer
estado excitado tiene un nodo, la del segundo estado excitado tiene dos
y asi siguiendo. Como veremos en la clase siguiente esto no es una pecu-
liaridad del caso particular que hemos estudiado sino que se encuadra
dentro de lo que podemos llamar un teorema de nodos de la ecuacién
de Schrodinger.

En la figura siguiente representamos || para los primeros tres nive-
les de energia (tomamos L = 2)

3]
1

0.8
0.6
0.4

0.2




Efecto Tunel

Vamos a considerar ahora el caso de una barrera de potencial como la
mostrada en la figura siguiente.

AVX)
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Comenzamos por definir

27.2
QmVQ(x) U | h°k
h

la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo que debemos es-
tudiar es (ver la ec.(3.10))

V' = (Ue) — k)¢ =0 (3.24)

=FE 3.23
v (3.23)

Llamaremos I a la regién en en la que © < —a , Il a aquella en la
que —a < x < +a y III a aquella en la que = > a. Entonces, U(x) =0
en las regiones I y III . y U(z) = Uy = 2mVy/h* en la regién I1.

Consideraremos el caso en que la energia es menor que la altura
de la barrera, E < V; (o k* < Uj). Es fécil ver que en este caso las
soluciones en cada regién son:

r(x) = Aexp(ikx) + Bexp(—ikx) (3.25)
Yrr(x) = Cexp(—kz) + D exp(kx) (3.26)
Yir(z) = Fexp(ikr) + G exp(—ikz) (3.27)
donde
hk = V2mE, hk =/2m(Vy — E) (3.28)

Las condiciones de contorno imponen

vr(—a) =Yr(—a)  Yi(—a) =Yy (-a)
Yri(a) = Yrr(a) Vir(a) = P (a) (3.29)

Podemos expresar las relaciones lineales que resultan de (3.29) de ma-
nera matricial. Para la frontera entre I y II obtenemos:

(A) _1<(1+i,':)exp(/m+ik:a) ( —Z:)exp(—/ia—i-ika)) <C)
B) 2\ (1 - *¥)exp(ka —tka) (14 *F)exp(—ra —ika)) \ D
mientras que para la frontera entre II y III resulta:

(C) 1 <((1 — ™) exp(ka + ika) 51_ %)exp(/ﬂz—z‘ka) > <F>

D 2 \(1+ %) exp(—kra +ika) (1—%)exp(—ka—ika)) \G
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Podemos entonces relacionar los coeficientes en la region I con los cor-
respondientes a la region III simplemente multiplicando matrices:

AN (M My, F
(5)=Cm ama) () (330)
con ,
My, = (cosh2ka + %Esinh 2ka) exp(2ika) = M, (3.31)
My = g sinh 2ka = M, (3.32)
Aqui
Kk k Kk k

Una solucién de mucho interés corresponde al caso en que conside-
ramos G = 0. Es un caso que corresponde a una onda que incide de la
izquierda con amplitud A, en parte se refleja con amplitud B y en parte
aparece transmitida en la derecha con amplitud F', como se representa
en la figura siguiente:

AV(x)

\

Definimos los coeficiente de transmision 7" y reflexién R por las
expresiones

F? |BJ?
AR T AP
Es tedioso pero trivial calcular estos coeficientes usando la relacién
(3.30) para el caso G = 0. Para simplificar, consideremos el caso de

T (3.34)
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una barrera muy ancha y muy alta; en este caso ka > 1 y se puede
aproximar

1
cosh 2ka = sinh 2ka =~ 5 exp(2ka) (3.35)
con lo que T" toma una forma muy simple:
T ~ 16 exp(—4sa) [ =" 2 (3.36)
~ 16 exp(—4ka) | —— .
P k:Z + l€2

3;;”(1/0 _ E)a) 50 (1 _ 5;) (3.37)

Analogamente podemos resolver el caso en que la energia de la
particula incidente es mayor que la altura de la barrera. No repetiremos
el andlisis pero representaremos en la figura que sigue el coeficiente de
transmision como funcion de la energia de la particula incidente en todo

el rango de energias.
T

T ~ 16 exp (—

1 /\ \_/’—\

0.8 I \~

o/

0 1 2 3 4
E /Uy
(En la figura hemos elegido una barrera tal que Upa® = 10)

Utilicemos estos resultados para comparar lo que sucede con una
particula clasica y su equivalente cuantico que, vimos, corresponde a
un paquete de ondas (para el que podriamos repetir el anélisis que hici-
mos con una Unica onda plana). Contrariamente a lo que sucederia con
la particula clasica que, de incidir con menor energia que el alto de la
barrera, rebotaria sin poder atravesarla, el paquete de ondas que repre-
senta a la particula cuantica es en parte reflejado y en parte transmitido.
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La intensidad del paquete transmitido no es nunca nula: cuando la e-
nergia crece de 0 a Uy el coeficiente de transmisién crece regularmente
hasta un valor maximo igual a (1 + Upa?)~.

Por razones obvias a este efecto se lo llama efecto tunel. Cuanto
mas baja y mas angosta es la barrera, més notable es la proporcién
transmitida.

Para el caso en que la energia de la particula incidente es mayor que
la altura de la barrera, la particula clésica atraviesa la zona II (si bien
es frenada por el potencial). No hay posibilidad de rebote. En cambio,
en el caso cuantico, el coeficiente de reflexion no se anula lo que significa
que siempre hay una parte del paquete de ondas que es reflejada. La
transmision completa solo ocurre para valores particulares de la ener-
gia, que corresponden a los ceros del sin(ka). Esto se ve facilmente
de calcular el coeficiente de transmision en el caso en que £ > Vj o
de prolongar analiticamente el resultado para el caso estudiado en que
E < Vy: el signo de E — V; cambia y el seno hiperbélico deviene seno
trigonométrico. Los ceros del seno son aquellos que corresponden al
maximo posible del coeficiente de transmision, T' = 1.

Un aspecto interesante del efecto tinel concierne a su interpretacion
a la luz del principio de incerteza: dijimos que la indeterminacion de
la posicién de una particula cuantica y la de su impulso estan ligadas
segun la relacién:

AzxAp ~ h (3.38)

Clésicamente no podemos encontrar a una particula en la region II si
su energia es menor que Uy. Cudnticamente, si bien la funcién de onda
1y es no nula, su valor seré apreciable solo si kx es apreciable, digamos
rkx ~ 1. Esto quiere decir que la regién Az en que la funcién de onda
difiere de cero es Az ~ 1/k. Entonces la relacién (3.38) implica que el
impulso correspondiente serda Ap = hx. Tal impulso corresponde a una
indeterminacién de la energia de AE = (hx)?/2m o, usando el valor
explicito de &,

AE=Vy—F (3.39)

Pero esto quiere decir que la indeterminacion en la energia es justamente
igual a la diferencia entre el valor del alto de la barrera y la energia
que suponemos menor. Esto es, hablamos de efecto tinel porque la
energia de la particula es menor que la altura de la barrera pero la
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indeterminacion en el valor de la energia es tal que {No podemos afirmar
si la energia no es en realidad igual a la de la barreral

Veamos algunos nimeros que nos permitan apreciar el orden de
magnitud del efecto tinel. Consideremos primero el caso de un electrén
que enfrenta una barrera de potencial como la discutida mas arriba.
Reemplazando el valor de la masa del electrén en la férmula (3.28) se
encuentra que 1/k, asociado al alcance de la onda del electrén toma la
forma

1 1.96 i

Vo —E
Consideremos una barrera de potencial de una altura de 2 electrén
voltios (Vo = 2 eV) y un ancho de 1 A (2a = 1A). Supongamos que

el electron incide sobre la barrera con una energia de 1 electrén voltio
(E =1eV). Tenemos

(3.40)

k1 =1.96 A (3.41)

Vemos que el alcance de la onda asociada al electron es del mismo orden
que el ancho de la barrera por lo que es de esperar que el coeficiente
de transmision sea apreciable. Para comprobarlo, insertamos los valo-
res numéricos apropiados en la expresién (3.37) para el coeficiente de
transmision, obteniéndose

T ~0.78 (3.42)

lo que nos muestra que el electrén tiene 8 chances sobre 10 de atravesar
la barrera.

Si en lugar de un electrén consideramos un protén, cuya masa es
unos 1840 veces mas grande que la electrénica, tendremos

1.96 4.6
T Ar ———-102A (3.43)

\/1840(Vy — E) Vo —FE

lo que nos da, para la misma barrera de 2 €V de alto y 1 A de ancho,
para un protén con la misma energia de 1 eV,

Tr~4x10"" (3.44)

lo que muestra que en este caso practicamente todo el flujo de protones
es reflejado.
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Terminaremos esta seccién dando una definicién mas precisa de los
coeficientes de reflexion y transmisién. Recordando la definicién de co-
rriente de probabilidad que dimos mas arriba, tendremos, para proble-
mas en una dimensién:

h
J = 5 (WY — 9y") (3.45)

Si calculamos esta corriente para las ondas incidente, reflejada y trans-
mitida, tendremos:

. hk ) hk . hk
Jine = 7|A|27 Jref = 7|B|2a Jtrans = 7|F|2 (346>
m m m

Tiene sentido definir los coeficientes de transmision y reflexién en tér-
minos de estas corrientes:

7= g I (3.47)

Jine Jine

De (3.46) se ve que estas definiciones son equivalentes a las que hicimos
en términos de la las amplitudes A, B y F. Ademas, utilizando la
ecuacién de continuidad, la definicién (3.47) permite comprobar que,
como era de esperar,

R+T=1 (3.48)

E]l microscopio de efecto tiinel

El diseno de un microscopio no convencional que usa electrones en lugar
de luz le valio a a tres fisicos, dos alemanes y uno suizo, el premio Nobel
del ano 1986: Ernst Ruska se llevé la mitad del premio por sus estudios
de oOptica electrénica y el diseno del primer microscopio de electrones;
Gerd Binnig y Heinrich Rohrer se repartieron la otra mitad por el diseno
de un microscopio de escaneo tunel.

Todo microscopio tiene un limite de aumento que no puede ser ex-
cedido y que tiene que ver con la longitud de onda de las ondas que
se usan para “iluminar” el objeto a agrandar: no se pueden distinguir
detalles mas pequenos que la longitud de onda utilizada. Para un mi-
croscopio convencional que use luz del espectro visible, la resolucién
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(distancia minima de dos detalles distinguibles) sera entonces de unos
4000 A (1 A= 1078 cm).

El gran avance en la microscopia se produjo cuando, establecido el
caracter ondulatorio de los electrones, pudieron desarrollarse técnicas
para enfocar electrones usando campos magnéticos como lentes. Asi, se
los podia irradiar sobre objetos para luego obtener las imagenes sobre
placas fluorescentes o fotograficas. Como el electrén tiene asociada una
longitud de onda que depende de su energia, ésta puede ser ajustada
de manera de lograr longitudes de onda mucho menores que las de
la luz, de manera de tener resoluciones de, en principio, unos pocos
Armstrongs. Este fue el tipo de microscopio, llamado de transmisién,
que disen6 Ruska.

El microscopio de escaneo tinel

difiere sustancialmente tanto del
que usa luz como del de transmi-
misién de electrones. En él, una
aguja con una punta muy aguda,
de un material conductor, se mue-
ve sobre la superficie del objeto a
estudiar, tembién conductor, es-
tableciéndose una diferencia de
potencial entre la punta y la su-

perficie. Esta diferencia de poten-
cial establece una corriente tinel en el hueco que separa la punta de
la muestra. Clasicamente, esta corriente en el hueco estaria prohibida
pero como vimos, es posible a nivel cuantico. Como la corriente tiene
un decaimiento exponencial con el ancho del hueco, pequenos cambios
en la distancia entre la punta y la superficie inducen grandes cambios
en la corriente. Para mantener a la corriente constante la distancia
entre la punta y la superficie debe ser constante. Esto da una manera
muy precisa de controlar la distancia proveyendo de una informacién to-
pografica de la superficie. Como la corriente se establece casi totalmente
entre el electrén mas exterior de la aguja, la superficie es practicamente
escaneada por un unico atomo y la superficie medida dtomo a atomo!

tunneling
alectrons
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Clase 4

Propiedades generales ecuacién de Schro-
dinger independiente del tiempo en una di-
mension

Vimos que la ecuacién de Schrodinger para una particula de masa m
en un potencial V(x) en una dimensién espacial toma la sencilla forma

W) + (e — U@))b(a) = 0 (4.49)
donde o B oV (z)
£= Ux) = o (4.50)

con E la energia.

Se trata de una ecuacion real por lo que es satisfecha separadamente
por las partes real e imaginaria. En lo que sigue trataremos entonces
solo la parte real de la funciéon de onda ya que todas nuestras conclu-
siones pueden extenderse trivialmente a la parte imaginaria. Antes de
comenzar el analis del tipo de soluciones de esta ecuacién, definiremos

Un estado ligado: es aquel en que la probabilidad de que las coor-
denadas de la particula lleguen a tomar un valor infinito es nula. Un
estado ligado es entonce uno en el que la particula hace un movimiento

finito con [ |¢|*dV < oc.
Si el potencial se mantiene finito en todo su dominio, la funcién

de onda sera finita. Su concavidad dependera del signo de U(x) — e.
Analicemos a continuacién las distintas posibilidades:

39
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Caso 1

Consideremos un potencial con un minimo U,,;, como en la figura que
sigue, y que la energia tal que ¢ < U,,;, en todo el dominio. Por lo
tanto, de (4.49) vemos que

v

; U(z)— E >0

lo que implica que si
v>0=¢">0

0 sl
v<0=1vY" <0

min

€<U

min

Las posibles formas funcionales de la funciéon de onda son entonces las
de la figura siguiente. En ella vemos que en ningin caso la funcién
de onda va a cero en +o0o. Luego ¢ no es de cuadrado integrable y la
particula descripta por tal funciéon de onda no puede estar localizada en
un lugar finito del espacio pues la probabilidad de encontrarla fuera de
ese lugar es siempre infinita. En contraste con tal situacion, definiremos
Concluimos entonces del andlisis de este Caso 1 que:
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e si ¢ < Upyin(z) no hay estados ligados No existen estados lig-
ados con energia menor que el minimo del potencial

"

caso A caso B

X0

caso C

Atun haciendo paquetes para hacer finita a la probabilidad de encon-
trar a la particula en una region finita, al pasar el tiempo la region de
localizacién se corre al infinito. Para ver esto, consideremos el paquete

U, t) = [ dEC(E) exp(—;Et)wE(x) (4.51)
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con C'(F) adecuadamente elegida para tratar de hacer converger a la
probabilidad. Pero tenemos que

?

[V = [ dBAE'CH(E)C(E) exp(—+ (B — B (@)ve(a)  (4.52)

Si ahora promediamos en el tiempo durante un intervalo (—=7',7)

_ 1 /T
0P = o [ dtlul? (453)

es facil ver que al tomar el limite 7" — oo se tiene en una region finita
del espacio
lim |¢|2 =0 (4.54)
T—o0

Caso 2, € > Upin(2)

Caso 2a: € < 0
Vemos en la figura de la pagina siguiente que en lo el interv(a, b), ¢ > U
y fuera de (a,b), e < U. En (a,b), como U — e < 0 , resultando que 9"
tiene distinto signo que 1,
"
<o

(8

Puede suceder como en el primer ejemplo que damos en la figura en
que la funciéon de onda que cumple con tal condicién resulta no ser
de cuadrado integrable. Pero también podemos tener un caso en que
la funcion de onda se acomode como en el dibujo inferior y resulte de
cuadrado integrable. En tal caso tenemos un estado ligado que esta
localizado en el intervalo (a, b).

Caso 2b: € > 0
Dado que tenemos U < € y energia positiva, la ecuacién

”:(U—E)w

tiene solo soluciones oscilantes. No puede haber estados ligados.
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no es de cuadrado
integrable

es de cuadrado
integrable

Antes de resumir lo que hemos aprendido, reveamos lo que ya aprendi-
mos para el caso de una particula libre en que la ecuacion es de Schrodinger
se reduce a

W = —ev
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y las soluciones son ondas planas
v = Aexp(ikx) + Bexp(—ikz)

con k? = . Dimos por sentado siempre que € > 0. Si no ocurriera,
k no seria real y entonces la funcion de onda podria estar localizada.
Pero entonces estaria ligada y esto es absurdo pues es una particula no
ligada, libre. Luego la energia de una particula libre es siempre positiva.
El espectro en tal caso se extiende desde 0 hasta oc.

Ahora consideremos el caso en que la particula esta sometida a un
potencial que va a cero en el infinito y que tiene un minimo negativo.
Si la energia E < 0 se trata de estados ligados y se puede mostrar que
el espectro es discreto. Si el potencial fuera siempre positivo, no puede
haber estados ligados en este caso aun para energias negativas. Es facil
ver que

Los autovalores del espectro discreto en una dimension espacial son no

degenerados.

Supongamos que sucediera lo contrario. Entonces para un dado pro-
blema existirian dos soluciones con la misma energia ¢

W_ gt
o (U —¢) o (4.55)
o
1(@)¢2(z) = 5 (@) () = 0 (4.56)
Integrando esta ecuacién tenemos:
(@) () = y(x) () = C (4.57)

Como se trata de estados ligados, ambas funciones de onda deben anu-

larse en el infinito por lo que la constante C' debe anularse. Luego

/ w/
- 2

V) (2) () — () (2) = 0 = 2+

b (4.58)

Integrando esta igualdad se llega a que

Yi(z) = Aha(x) (4.59)

La normalizacién implica que A = 1 y las dos funciones de onda coin-
ciden.
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Teorema de los nodos: Si el potencial es acotado, la n 4+ 1-ésima auto-
funcién del espectro discreto se anula n veces.

No daremos una demostracion completa pero indicaremos cémo puede
hacerse. Se comienzan por ordenar los valores de las energias del dis-
creto:

g1 <ea < ... < <.t
Para dos energias consecutivas se tiene
{+E@a-Uy = 0
Y4 (ea— Uy = 0 (4.60)

o) — 1y = (g2 — €1y (4.61)
Integrando esta ecuacién en (a, b) se tiene:
b b
(ot = rth)|, = (2= 21) [ dawns (4.62)

Supongamos que a, b son dos nodos consecutivos de ;. Esto quiere decir
que 1 tiene signo definido en (a,b) y sus derivadas signo cambiado:

Y1 > 0en (a,b) = j(a) >0, (b)) <0 Caso A
Y1 < 0en (a,b) = Yi(a) <0, ¥j(b) >0 CasoB

Supongamos que ¥, no tuviera nodos en (a,b). Por ejemplo que fuera
siempre positiva. Para el caso A tendriamos

b
Path] — 1ty |0 = (g2 — 61)/ dzip11y
— == ~———Ja

<0 >0 >0
>0

El lado izquierdo es negativo y el lado derecho es positivo. Esto es
absurdo. Luego no puede ser que 1), sea siempre positiva en el intervalo
entre dos nodos de ;. En algtiin punto debe cambiar de signo por lo que
19 debe tener un nodo entre los dos nodos consecutivos de ;. El mismo
analisis se puede hacer suponiendo a 15 negativa en todo el intervalo y
también para el caso B.

Los ny nodos de 1), dividen al intervalo (—oo,00) en ny + 1 zonas.
En cada una de estas zonas ,,,; tiene un nodo. Usando induccién
completa se muestra el teorema.
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El oscilador armonico

En mecanica cuédntica (y luego en teoria cudntica de campos), los po-
tenciales del tipo oscilador juegan un papel central. En particular, el
potencial (energia potencial) de un oscilador arménico, que puede es-
cribirse como

1
V= §kx2 (4.63)

y también del anarménico
1
V = 51@(:1:2 —a?)? (4.64)

Estudiaremos aqui el caso arménico en una dimension. En fisica clésica,
definida una frecuencia

donde m es la masa de la particula sometida al potencial (4.63), se ve
facilmente que el movimiento es armoénico con frecuencia w. Cuantica-
mente, debemos resolver la ecuacion independiente del tiempo

5t (0) + hat(e) = Bu(e) (465)

Una propiedad importante a la que volveremos mas adelante tiene
que ver con que el potencial es una funcién par de z. En general, cuando
V(x) = V(—z), si p(z) es una solucién ¢(—zx) también lo es y por lo
tanto las combinaciones pares e impares,

Ule) = 5(el@)+p(-a)

1

dilz) = 5(p(@) = o)) (4.66)

también lo son. Se habla de estados de paridad par e impar y para
construir soluciones de la ecuacién de Schrodinger es claro que uno se
puede restringir a las que son pares y a las que son impares.

Para resolver la ecuacion de Schrodinger para el oscilador conviene
definir

u=/—2x (4.67)
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y proponer una solucién de la forma

2

¥ = exp(—3)x(w) (4.68)

de manera que la ecuacion a resolver es ahora

X' (w) + 2Ax(u) — 2ux'(u) =0 (4.69)

con op
2 2= — -1 4.70
T (4.70)

Consideremos un desarrollo en serie con solo potencias positivas (lo que
asegura una solucién regular en el origen)

X=)_ a,u" (4.71)
n=0

La relacién de recurrencia que resulta de reemplazar (4.71) en (4.69)
es:

(n =)
(n+1)(n+2)

Quedan dos coeficientes indeterminados, ag y a1, como corresponde a
una ecuacion de segundo orden. Estudiemos el comportamiento de los
coeficientes para n grande. Se tiene

(pio =2 a,, n=20,1,2,... (4.72)

a 2
22 >l (4.73)
ap, n
Pero este es justamente el comportamiento de los coeficientes b,, del
desarrollo en serie de exp(u?):

> 2
exp(u®) = > byu™, b, ~ - sin>1 (4.74)
n=0

Son los coefficientes con n > 1 los que dominan a grandes distancias
por lo que de ser la solucion del oscilador armoénico una serie infinita se

tendria: ,

e exp(%) cuando u — 00 (4.75)
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Este comportamiento no es aceptable por lo que la serie (4.71) debera
cortarse para algun valor de n. La soluciéon no serd entonces una serie
infinita sino un polinomio; pero esto implica

n=2A

E,= (n+ ;)hw (4.76)

Vemos que tenemos un espectro discreto, con niveles igualmente espa-
ciados,
ETL+1 - En - hw

siendo la energia del estado fundamental

hw
E0:7

(4.77)
Debe remarcarse que, clasicamente, el estado de energia mas baja co-
rresponde al caso en que la particula se encuentra en reposo (p = 0)
en x = (. Pero en mecdanica cuantica no podemos asegurar con certeza
absoluta tal impulso y tal posicion pues:

AzAp ~ h (4.78)

No podemos entonces afirmar, en el marco de la mecanica cuantica, que
la energia de la particula sea mas baja que F,

E:Ain+mw2

Az? 4.
v 5 x (4.79)

Usando (4.78) podemos poner todo en términos de Ap,

_ Ap? mw? R
E = 4.80
2m + 2 Ap? ( )
Busquemos el minimo valor posible de £ como funcién de Ap:
oL
—— =0= Ap* = mwh (4.81)

0Ap
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Con esto, el minimo de F deviene

Boin ~ hw (4.82)

que es un valor del orden del nivel de energia mas bajo que encontramos
resolviendo la ecuacién de Schrodinger. Los polinomios solucién de la
ecuacion diferencial habian sido estudiados en la segunda mitad del
siglo 19 por los matemdticos Pafnuty Chebychev y Charles Hermitety
se llaman polinomios de Hermite. Como es costumbre, los anotaremos
H,,. Si escribimos la solucién en la forma

on(z) = Ci exp(—T’;hux2)Hn(\/Tx) (4.83)

con (), una normalizacién adecuada, tendremos

Ha(w) = (-1 )
Myl = (-1 22 ELR ) (434)

Terminamos dando una lista de algunos polinomios de Hermite:

Ho(u) =1 Hs(u) = —12u + 8u?
Hi(u) =2u Hy(u) =12 — 48u? + 16u* (4.85)
Hy(u) = =2+ 4u®>  Hjs(u) = 120u — 160u® + 32u°

Conociendo los polinomios de Hermite, podemos construir las funciones
de onda de la particula de masa m sometida a un potencial de oscilador
armoénico, utilizando la formula (4.68),

n(u) = Cpexp (—ngﬁ) H, (”;_wa?) (4.86)

“Notablemente, ambos mateméticos, uno ruso (1821-1894) y el otro francés
(1822-1901) tenian problemas de renguera. Esto hizo que el ruso no pudiera ju-
gar demasiado con otros ninos de su edad y se concentrara, desde la infancia, en
las matematicas. Y que el francés no fuera aceptado como alumno en la prestigiosa
Ecole Polytechnique, a la que solo pudo volver como profesor.
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con C, una adecuada constante de normalizaciéon. Por ejemplo, ten-
dremos
1/4
wle) = (55) e (5)
4 fma\3\ mw
@) = <7T (%) ) rew (~5)

() = (%)1/4 (2”;;01’2 — 1) exp (—w;;;ajZ) (4.87)

Apéndice: el oscilador clasico en una dimension

Cuando una particula de masa m que se mueve en una sola dimension
espacial estd sometida a una fuerza proporcional y opuesta a su des-
plazamiento®,

F=—ka (4.88)

5Esta forma funcional fue propuesta por quien esconsiderado el Leonardo de los
britdnicos, Robert Hooke, fisico comtempordneo de Isaac Newton. Hooke fue quien
acuno la paldbra “célula” para el constituyente de los seres vivos, disené el Observa-
torio de Greenwich y concibid otras importantes obras arquitecténicas. Como temia
que otros pudieran apoderarse de sus descubrimientos en las mas diversas ramas del
conocimiento, utilizaba anagramas para publicar sus descubrimientos. A la ley del
resorte Hooke la publico en su obra Helioscopes en 1676 en forma de un hoy famoso
anagrama,

ceiiinosssttuv
Revel6 su contenido solo un par de anos méas tarde en otra obra, De Potentia
Bestitutiva, o Of Spring. El anagrama original significaba
Ut Pondus sic Tensia
como el peso, asi la tensién
pero en lenguaje mas moderno se lo describa como
Ut tensio sic vis
Como la extension, asi la fuerza

No existe imagen de cémo era Hooke porque Newton, con quien tuvo innumer-
ables disputas cientificas, se ocupé que nada quedara de él a su muerte. Cuando
presidia la Royal Society, Newton logré que el unico cuadro de Hooke se “perdiera”
en una mudanza de sede... Entre esas disputas se cuenta una sobre la paternidad
de la ley de de gravitacién, otra sobre 6ptica -Newton pensaba que los colores se
combinaban para formar la luz, Hooke que los colores eran una distorion de la luz...
Se reconciliaron epistolarmente varias veces ( fue en una de esas cartas que Newton
escribifo su famosa frase ”"If I have seen further it is by standing on ye sholders of
Giants.”. Pero la el enfrentamiento solo terminé con la muerte de Hooke.
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la segunda ley de Newton toma la forma

m((fg = —kx (4.89)
cuyas soluciones son
x(t) = Acos(wt) + Bsin(wt) (4.90)
con "
w® = — (4.91)

La energia potencial asociada con la fuerza (4.88) es

V(z) = ;k::vQ (4.92)
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Clase 5

La aproximacion semiclasica

Discutiremos en esta clase una manera aproximada de resolver la ecua-
cién de Schrodinger que, originada en ideas de Lord Raleigh (1912) fue
aplicada a la mecanica cuantica por H. Jeffreys y desarrollada indepen-
dientemente por L. Brillouin, H. Kramers y G. Wentzel, por lo que el
método se conoce a veces como método BKW (o alternativamente WKB
o KBW: si la nacionalidad de quien usa el nombre no es francesa como
la de Marcel Louis Brillouin sino alemana como la de Gregor Wentzel
u holandesa como la de Hendrik Kramers). Para evitar tales proble-
mas la llamaremos aprozimacion semicldsica pues, como veremos, el
método consiste en ir mejorando la aproximacién con términos de un
desarrollo en serie en potencias de h. Vimos que el limite de A — 0
correspondia al limite clasico por lo que incluir los términos siguientes
en un desarrollo en potencias de h realmente corresponde a hacer una
aproximacién semiclasica.

Consideremos la ecuacion de Schrodinger en una dimensién espacial,

V' +(e—-Ulp=0 (5.93)
donde como siempre hemos escrito

B 2mE

2
o - mV

R? - p?

(5.94)

Si U =~ U = constante, seria razonable aproximar 1 por el exponencial

Y(x) = exp(£iye — Ux) (5.95)
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que daria la solucién exacta en el caso en que el potencial fuera exac-
tamente constante. Por ello, para potenciales que no varian demasiado,
es natural hacer el cambio de variables

b(@) = expliu(z)) (5.96)
La ecuacién a resolver ahora es
i (z) — u?(z) + k*(z) = 0 (5.97)

con k(z) una funcién que para potencial constante deviene el nimero
de onda introducido al estudiar ondas planes,

E(x) =¢ - U(x) (5.98)

Segun sea la relacion entre la energia y el potencial escribiremos
k(z)=Ve—U si e>U (5.99)
k(z)=ivVU —¢ si e<U (5.100)

Podria pensarse que el hecho de haber pasado de la ecuacién li-
neal de Schrodinger para ¢ a la ecuacién no lineal (5.97) para u(x)
ha complicado el problema pero justamente es la no linealidad la que
nos permitird desarrollar un método de aproximacion muy efectivo.
En efecto, notemos que si el potencial fuera constante u = kx por lo
que u” = 0 de manera que para potenciales “suaves” podemos escribir
en primera aproximacion ug(x) = 0 con lo que la ecuacién a resolver
resulta

ug(x) = +k(z) (5.101)

wo(z) = + / " dyk(y) + Co (5.102)

Ahora podemos mejorar la aproximacién tratando de calcular una so-
lucién uy (z) utilizando para u”(z) en (5.97) el valor correspondiente a
la, soluciéon ug:

u)?(z) = kX (2) + iug(x) = k*(z) £ ik’ () (5.103)
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Facilmente obtenemos que

w(z) = + / dy[k2(z) £ ik'(z) + Oy (5.104)

Ya a esta altura podemos poner en términos mas precisos la condi-
ciones de validez de la aproximacién. Comparando ug y u; vemos que
la aproximacion sera valida si

K| < |k? (5.105)
Pero es facil ver que
m mF
Ez)=——--V'(z) = — 5.106

con p = hk. Con esto, la condicién (5.105) deviene

hmF
P

<1 (5.107)

O sea que la aproximacién es valida para impulsos |p| grandes. En
las regiones en que el impulso es pequeno (por ejemplo en los puntos
de retorno de un potencial), la aproximacién deja de ser buena. Si
asociamos una longitud de onda A a la particula de masa m con ntimero
de onda k, k = 2w /A, vemos que la condicién (5.105), que se puede
escribir como

1
()VT<1 (5.108)
implica 0
— 2 1
| <2 (5.109)

o sea que la aplicabilidad del método semiclasico también puede verse
como dependiendo de que no haya cambios apreciables en la escala de la
longitud de onda de la particula. Volviendo a (5.104), podemos escribir

K (x)
k2 (x)

wn(z) = :I:/x dyk(z),| 1 +i) 4 o (5.110)
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Ahora, si (5.105) es vélida, podemos desarrollar la raiz cuadrada y ob-
tenemos

:j:/xdyk(y)+%logk+01 (5.111)

Con esto, la solucién aproximada de la ecuacién de Schrodinger se es-
cribe a este orden

W(x) = C’+\/_exp —H/ dyk(y )—I—C’_\/_exp —z/ dyk(y)) (5.112)

A esta altura podemos recuperar las h y escribir

Y(r) = C+ exp /dyp +C-;ﬁexp(—;/xdyp(y))

(5.113)
donde p(x) estd definido como siempre segin
p(x)*
=F-V 5.114
2 (@) (5,114

Lo primero que podemos notar de la solucién (5.113) es que ||* o< 1/p.
Si pensamos que a nivel clédsico el tiempo dt en que podemos encontrar
a la particula clédsica en la regién dx es dt o< (1/p)dx resulta razonable
que la densidad de probabilidad de encontrar a la particula cuantica en
la regién dx obedezca la misma relacién, |¢|*dr oc (1/p)dz. También
podemos senalar que dado que el Lagrangiano clasico de una particula
con impulso p y Hamiltoniano H es

L=pi—H (5.115)

resulta, de integrar sobre ¢, una accion de la forma
S = /pdx .y (5.116)

Vemos entonces que los argumentos en los exponenciales de la solucién
(5.113), que es una solucién independiente del tiempo, corresponden a
la parte independiente del tiempo de la accién de la particula por lo
que nuevamente nos encontramos para la funciéon de onda dependiente
del tiempo con la férmula propuesta por Dirac

Ls) (5.117)

~ A
Y exp(h
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Consideremos un potencial como el de la figura.

v

S E

Xb xa

A la derecha de z, (como a la izquierda de z;) no hay movimiento
clasico posible por ser la energia de la particula menor que el potencial.
Cuanticamente, la funcién de onda es, para x > x,

Cq @
v (=5 [ o)) (5.118)

(Hemos seleccionado la solucién que se anula para © — oo) En el in-
tervalo (xp,x,) tenemos en cambio soluciones oscilantes
Cy i o[ C_ i [T
Y = —exp (—i— dyp(y ) + —exp (— dyp(y ) 5.119
e (b [Cdwt)) + ep (< [Cdwl) - (G119)

Ahora necesitamos una manera de conectar el coeficiente Cy en la region
x > x, con los coeficientes Cy en el intervalo (z3,z,). Con ello, junto
al equivalente en la region x < x;, podremos conectar los coeficientes
a la izquierda y derecha del potencial, como hicimos por ejemplo en el
caso de la barrera cuadrada de potencial. Pero tal conexion enfrente el
problema de que la region en que x ~ x, corresponde a los puntos de
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retorno del potencial, aquellos en los que p es muy pequenio y donde por
ende la aproximacion semiclasica deviene mala. Para evitarlo, podemos
en lugar de utilizar la variable real x, trabajar con una variable compleja
z de manera que al acercarnos a la region “prohibida” en el entorno
de z,, un camino adecuado nos permita mantenernos en la zona de
validez de la aproximacion. Consideremos por ejemplo el camino por el
semiplano superior elegido en la figura siguiente:

Cd ( V2m [z
Vg = 5 exp / Yy

2m(V — E)J}

Al pasar al lado izquierdo por el contorno de la figura, caeremos en el
exponencial negativo de la solucién vélida en el intervalo (xy,x,). En
efecto, tenemos

exp(+iz) = exp(tix) exp(Fy) (5.121)

y luego, en el semiplano superior (y > 0), el exponencial oscilante
positivo corresponderia al exponencial real decreciente en y, que es
dominado por el creciente en y, correspondiente al oscilante negativo.
Ahora bien, al pasar de derecha a izquierda por el semiplano superior
la diferencia V' — E cambia de signo ganando una fase 7 . Ello implica
que la raiz cuarta en el denominador gana una fase de /4 mientras
que los limites de la integral pueden ser cambiados pues  — x, también



99

cambia de signo. Poniendo todo esto junto vemos que por continuidad,
los coeficientes C'_ y Cy deben estar relacionados segin

C_ = —exp(— 5.122

Lexp(—) (5122)
Un analisis similar pero eligiendo un camino por el semiplano inferior
nos hubiera permitido relacionar a Cy con C; a través de una férmula
analoga

C, = 2€Xp(.4) (5.123)

Con todo esto podemos escribir a la solucién en el intervalo (xp, x,) en
términos de la constante C); en la forma

1= S (3 o+ 5) (3 )
(5.124)

Un analisis similar pero en la regiéon z < x;, nos hubiera llevado a
que el coeficiente C; de la solucién a la izquierda de xy,

Ci

o= o ([ i) (5.12)

se relaciona con Cy de manera que la solucién (5.124) escribirse:

Yl) = 5%008 (711 /:b dyp(y) + Z) — 3]"_0 sin (711 xj dyp(y) + Z)
(5.126)
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Clase 6

La aproximacion BKW es una aproxima-
cién sémiclasica

Vimos que para problemas en una dimension espacial, la ecuaciéon de
Schrodinger independiente del tiempo

V"' + = (E—=V(z))p =0 (6.127)

podia resolverse de manera aproximada usando un método iterativo, el
mtodo semiclasico o método BKW. Para ello se escribia a la funcién de
onda en la forma

¢ = exp(iu(x)) (6.128)

de manera de pasar a una ecuacién no lineal para u(z)
N 2 1 2
iu"(z) —u () + 2P (x) =0 (6.129)

Hemos llamado p? a la diferencia entre la energfa total y la energia
potencial con el factor adecuado como para poder interpretar a p como
la cantidad de movimiento en el limite clasico (h — 0):

p*(x) = 2m(E — V(z)) (6.130)

Partiendo de una aproximacién en la que se despreciaba a u” (po-
tenciales con cambios “suaves”) fuimos obteniendo (cuando obtuvimos
las férmulas, trabajabamos en términos de k(x), ligado a p(x) por la
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relaciéon p = hk),

1 x
Uy = iﬁ/ p(y)dy + Co

U = j:/ \/ﬁin%p’+C’1

1 = i
= iﬁ/ p(y)dy+§10gp+01
U = ...

(6.131)

Es facil ver que estas iteraciones corresponden a un desarrollo en po-
tencias de h. En efecto, si escribimos

u(z) = 2 (6.132)
h
la ecuacién (6.127) deviene
iho"(x) — o (z) + p*(z) =0 (6.133)

de manera que la aproximacion mas grosera que consistia en despreciar
el término con la derivada segunda corresponde a despreciar el término
que tiene un factor de h. Luego, si pensamos en un desarrollo en serie
de potencias de h,

o(z) = oo(z) + hoy(z) + h2os(x) + . .. (6.134)

obtendremos, al insertar (6.134) en (6.133) y comparar potencias de h,
un resultado idéntico al que resulta de (6.131)

o) = / xp(y)dy

l
o = 5 log p
oy = ... (6.135)

Podemos entonces ver a la aproximacion BKW como al resultado de
considerar orden a orden de un desarrollo en potencias de h, la constante
que permite estudiar el limite clasico haciendo h — 0. Es decir que
el incorporar correcciones en esta aproximacion es estar incorporando
correcciones en una aproximacion semiclésica.
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Regla de Bohr-Sommerfeld

En un pozo de potencial como el que tratamos en la clase pasada,

v

S

Xp Xg

el de una particula que se mueve entre x, y x; con energia F, segin las
leyes de la mecanica clésica el movimiento es periédico, con periodo T’
dado por

ta Ta dx Ta dx

T =2 dt:2/ —:2m/ @ (6.136)

tb Ty (% Tp p
. Qué sucede con el movimiento de la particula segin las leyes de la
mecanica cuantica? Vimos que a la solucién en la region (x4, z,) la
podiamos escribir de dos maneras: en términos del coeficiente C;, a la
izquierda de z; (ver férmula (5.34))

W(x) = 3 sin (72 ; dyp(y) + Z) (6.137)

o en términos de Cy, a la derecha de z, (ver férmula (5.34)):

P(x) = \C;% sin (;L /:a dyp(y) + Z) (6.138)

Para que ambas soluciones sean consistentes la suma de las fases que
aparecen en ambos senos debe ser un multiplo de 7 . Esto implica

1 fea
U pdr+ S =k k=1,2,... (6.139)
h Ty 2
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(Nétese que k = 0 estd excluido pues p es semidefinido positivo en el
intervalo (xp, x,)).
Escribiendo k£ = n + 1, tenemos
1 [%a 1
= pde =(n+-)r n=0,1,... (6.140)
h Ty 2
(Ademas debe cumplirse la relacién C; = (—1)"Cy). Si ahora considera-
mos el movimiento en que la particula va de z; a x, para luego regresar
a x, tendremos

1
%pda: = 2(n+5)hm n=0,1,... (6.141)
o en términos de h = 27h,
1
j[pdx:(n+§)h n=01,... (6.142)

Asi fue como escribieron esta relacion N. Bohr y A. Sommerfeld y por
ello se la conoce como regla de cuantificacion de Bohr-Sommerfeld Fue
derivada de manera heuristica por estos autores en los inicios de la
mecanica cuantica, en el contexto de la llamada “antigua” mecanica
cuantica; permite determinar, en aproximacion semiclasica, los esta-
dos estacionarios de la particula. Cuando Heisenberg concibié en 1925,
mientras trataba de curarse de su fiebre alérgica en la isla de Helgoland,
su trabajo fundacional de la “nueva” mecanica cuantica, comenzé por
reemplazar esta férmula semiclasica heuristica por una obtenida a par-
tir de datos empiricos, llamada “regla de suma de Thomas-Kuhn”.

Es facil ver que el entero n en (6.142) es igual al nimero de ceros de
la funcién de onda y luego da el nimero de orden del estado estacionario
en cuestion. En efecto, la fase de (6.137) pasa de /4 en z = x; a
7/4+(n+1/2)mr = (n+3/4)m en x = z,. O sea que el seno se anula n
veces en ese intervalo, de acuerdo con lo que aprendimos con el niimero
de nodos de la funcién de onda del n-ésimo estado estacionario.

La integral § pdx lleva el nombre de integral de accion y puede
extenderse a cualquier movimiento periédico, apareciendo en ese caso
las variables adecuadas y sus momentos conjugados, entrando en juego
tantos enteros como coordenadas fueran necesarias.



65

Notemos finalmente que el drea de la curva en el plano (x,p) crece
en h al pasar de un estado estacionario al siguiente. Luego podemos
concluir que “cada estado estacionario ocupa un area h en el espacio
de fases”.
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Formalismo general de la mecanica cuanti-
ca

Comenzaremos ahora una nueva presentacion de la mecanica cudntica
en base a postulados mas precisos que los que dimos al comenzar el
curso, que introducen

e los objetos bésicos
e su interpretacion fisica
e las ecuaciones fundamentales que obedecen

Enuciaremos primero postulados a tiempo fijo para luego estudiar la
evolucion temporal del sistema cudntico. Finalmente daremos las
reglas de cuantificacién candnica que nos permitiran hacer con-
tacto con las cantidades fisicas que aprendimos a medir en la mecanica
clasica.

Postulado 1

De los estados cuanticos y del principio de superposicién

A todo estado de un sistema fisico cuantico, en un instante dado t le
corresponde un vector normado v de un espacio de Hilbert 'H.

nota 1: por abuso de lenguaje se habla de estado

nota 2: 1 contiene toda la informacion accesible del sistema

nota 3: Vector normado quiere decir de norma unitaria, ||¢|| = 1, con
|| || definido de alguna manera. Obviamente importa que ||| sea finita,
no que tenga un valor especifico.

Un espacio de Hilbert H es un espacio vectorial, i.e. un espacio
donde hay una operacion de suma conmutativa y asociativa:

vé&n = ney
veMmox) = (o) dx (6.143)

v, x €H
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El producto por un complejo A € C' obedece

ANy @n) =X @Ay (6.144)
Existe un “cero”, e, para la suma
ey =1 (6.145)
y un “uno”, 1, para el producto
1y =4 (6.146)

Estd dotado ademas de un producto escalar ( , ):

(Y1, 02) = (Y2, 91)"
(Ath1, o) A (Y1, 12) = (1, A"¢2)
(V1 + Mo, ¢3) = (Y1, 93) + A" (o, ¢3)
1l = (W) =20 (=0&¢=0)  (6.147)
Vale la desigualdad de Schwartz,

@] < [1[] {]nl| (6.148)

(La igualdad vale sii ¥ = An).

Pero ademéds en H hay una base (eventualmente con infinitos ele-
mentos). H es un espacio completo.

Un espacio es completo si toda sucesion de Cauchy del mismo con-
verge a un limite que esta en el espacio. Para comprender esto definamos
una distancia dy,,,

diy = 10 = nll = /(& =, 0 — 1) (6.149)

Tomamos una sucesién de elementos 11,19, ..., 1,. Serda una sucesién
de Cauchy si

o . G = 0 (6.150)

cuando se dice que la sucesion de Cauchy converge a 1 se quiere decir
que
lim v, = (6.151)

n—oo
Entonces, cuando 1 € ‘H para toda sucesion se dice que H es completo.
Reciprocamente, si todo ¢ € H es el limite de alguna sucesion de
Cauchy, diremos que H es separable.
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Resumiendo, el espacio de Hilbert H:
e es un espacio vectorial

e esta dotado de un producto interior
e es completo

e cs separable

El principio de superposicion, de hondo contenido fisico, estd im-
plicitamente enunciado en este postulado puramente matematico. En
efecto, si un sistema tiene dos estados cuanticos posibles, 11,99 € H, la
combinacion lineal ¢ = a)1+ (s € H. Esta combinacion serd entonces
un estado posible del sistema con norma 1, |[¢)|| = 1 si o y § se ajustan
adecuadamente.

Es un postulado absolutamente cuantico. Atin no introdujimos ri-
gurosamente la nocién de probabilidad pero groseramente sabemos de
qué se trata. Consideremos el caso de un haz de electrones que pasan
por dos rendijas Ry y Ry como en la figura:

VYVYYYYVYVVVVVY

pantalla

Si tapamos la rendija Ry y llamamos 1 (z) a la funcién de onda que
describe en tal caso a los electrones, que solo pueden pasar por Ry, la
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densidad de probabilidad de encontrar a los electrones en un “entorno”
dz de x sera
dP, = ¢y (2)|*dx (6.152)

Si en cambio tapamos la rendija R;, con una notaciéon evidente ten-
dremos

dPy = |1o(x)|*dx (6.153)

Consideremos ahora el caso en que ambas rendijas estan destapadas.
Por analogia clasica podriamos concluir que

chlas:dP1+dP2

Sin embargo, experimentalmente lo que se mide es una densidad de
probabilidad dF.;, de la forma

1

APeyp = NP2

(la (@) + [ha(@)* + 2/ || 2] cos(@) ) da (6.154)
Aqui 1/N? se ajusta para dar una normalizacién adecuada a la proba-
bilidad. El tercer término del lado derecho de (6.154) es un término de
interferencia que no tiene justificacién desde el punto de vista clésico («
es cierta fase medible experimentalmente). Sin embargo, es muy fécil
comprender su origen a partir de lo que ya aprendimos en el postulado
1: el estado del sistema cuando ambas rendijas estdan destapadas es la
superposicién (adecuadamente normalizada) de los estados con una sola
rendija destapada,

Y= ]17(% + 1)

La densidad de probabilidad asociada con esta funcién de onda es justa-
mente la dada por (6.154). Puede concluirse (pero no lo analizaremos)
que o = o — o con ay la fase de la funcién de onda ¥, y as la de ¢s.

Espacio Dual; Notacion de Dirac.

Sea x una funcional lineal definida sobre los vectores 1 del espacio
de Hilbert ‘H de los estados de un sistema cuédntico. y asigna a cada
1 € 'H un nimero complejo:

X —x[] el (6.155)
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Que Y sea una funcional lineal significa que

X[ + M) = x[¥1] + Ax (9] (6.156)

El conjunto de funcionales lineales xr, x11, . . . definidas sobre las ¢ € 'H
forman un espacio vectorial H* que se llama el dual de H.
En la figura siguiente damos una version “artistica” de H y H*.

xrl¥1] = =1

Vimos que H esta dotado de un producto escalar:

(¢, 9) = ¢"[Y] € C

Podemos pensar a este complejo ¢* como el resultado de una aplicacion
¢* : ' H — C tal que
¢*[Y] = (¢,9)

Se trata de una aplicacion lineal que nos permite definir vectores de

H*.

La notacién que inventé Dirac para trabajar con estos espacios (y de
la que estaba justificadamente orgulloso) consiste en escribir
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e a los vectores 1 del espacio H como “kets” |v)
e a los vectores x del dual H* como “bras” (/.

Tomemos ahora dos kets [¢),|¢) € H . Definimos el bra (¢| € H* a
través del producto escalar que introdujimos al especificar un espacio

de Hilbert:
(Pl) = B[] = (,9)

De esta manera, a todo ket le hacemos corresponder un bra via el pro-
ducto escalar.

., Puedo a todo bra hacerle corresponder un ket? | NO! Por ejemplo,
puedo pensar en una funcion de onda que no puede estar en un espacio
de Hilbert por no ser normada, como por ejemplo ¢y = exp(ikzx). Sin
embargo con esta funcion de onda y otra que si sea normada, digamos
11 puedo construir un producto escalar que de un resultado finito,

(Woltr) = [ do exp(—ika)u,

Es decir que tengo, a través de este producto escalar definido un bra
(1o| € H* mientras que el ket que estaria asociado no pertenece a H.
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Clase 7

Postulado 2

De los observables

A toda cantidad fisica observable A le corresponde un operador lineal
hermitico A que actia sobre H.

A

A:H—H (7.1)

Nota 1: Con A estamos indicando el “nombre”de la cantidad fisica.

Por ejemplo A = energfa o A = impulso. Con A indicamos el objeto

matemadtico asociado, por ejemplo p = (h/i)V, H= (—h*/2m)p?, etc.
Que el operador sea lineal implica que

A(thr) + [12)) = Aln) + Alahs) (7.2)
El producto de operadores sera definido de manera de ser asociativo:
(AB)[¢) = A(BJv)) (7.3)
pero no tiene porqué ser conmutativo
~ A 7.
ABly) # BAy) (7.4)

Por ello, conviene introducir un objeto llamado conmutador, que sera
anotado [, | y que se define asi:

A A A A

[A,B] = AB — BA (7.5)

73
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Definicién: Llamaremos elemento de matriz de A entre estados [¢) y
|p) a A A
(elAlY) = (0, AY) =a € C (7.6)

Cuando los estados [1) v |¢) coinciden, hablaremos de valor medio del
operador,

(A) = (VI Alp) (7.7)
Debe notarse la diferencia entre el objeto definido en la ecuacién (7.6)

y ~
(Ap,¢) =b (7.8)

En principio a y b no tienen porqué coincidir. Para indicar, utilizando
la notacién introducida en (7.6), que un operador actiia sobre un bra
y no sobre un ket definiremos el operador adjunto AT de un operador
dado A. Lo haremos a partir del bra que se obtiene del ket resultado
de la accién de A sobre un estado:

Alp) = (v| AT (7.9)
Otra manera de definir al adjunto seria a través de la igualdad

(¢, Ap) = (AT, ) (7.10)

Si bien para las discusiones que se daran en este curso las definiciones
(7.9) y (7.10) son equivalentes, vale la pena aclarar que existen situa-
ciones en las que esto no sucede. En esos casos a los efectos de célculo
se toma (7.10), definida sobre los estados fisicos como la manera de
definir el adjunto.

Vale la pena notar que la notacién (| |) no permite indicar sobre
quién actia el operador, si sobre el bra o sobre el ket. En cambio la
notacién (, ) si lo permite. Uno podria entonces pensar que la no-
tacion de Dirac es de alguna manera incompleta. Se verd enseguida que
justamente en el contexto de la mecanica cuantica este no es el caso.

Diremos que A es un operador hermitico sii

~

A= Af (7.11)

Si A es hermitico entonces
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(¢, Ay) = (Alp,9) = (Ap, ) (7.12)
Por otro lado, como (p, 1) = (¥, p)*
(i, A)* = (Ay, ) (7.13)

Luego, si consideramos el caso en que los dos estados coinciden, [¢)) =
|©), los lados derechos de (7.12) y (7.13) coinciden por lo que los izquier-
dos también,

(&, AY)" = (v, Ay)) (7.14)

O sea que:

el elemento de matriz de un operador hermitico entre estados idénticos
es real,

(WlAlg) = (vl AJp)* (7.15)
Es decir, los “valores medios” de operadores hermiticos son reales,
() = (A" (7.16)

Nota 1: (AB)" = BTAt
Nota 2: De manera mnemotécnica podemos anotar en relacién con la
operacién de conjugacion *:

=

(=

A~ *

A = At (7.17)

Nota 3: Con la notacion de Dirac, la norma de un vector se escribe

{¥l),
[l = (¥, 9) = (Ply) (7.18)

Consideremos el objeto P,

P = [) (Y] (7.19)

Vemos que si actiia sobre un elemento de H da como resultado otro
elemento de H:

P:H — H
Ple) = [¥){le) = ((¥]e)]¥) (7.20)
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También se lo puede aplicar sobre elementos de H*:

P:H" — H*
P({el) = (P = (elv)(¥ (7.21)

Notemos que el coeficiente entre paréntesis es en ambos casos la proyeccién
de un vector sobre el otro. En efecto, si se tratara de vectores en un
espacio de dimensién finita,

(W, ) = |1l el cos(e, ) (7.22)

O sea que P representa un proyector sobre el estado [¢). Es facil ver
que P? = P si 1) estd normalizado, (¢|v) = 1:

P2lo) = ([0) WD) Dle) = (Wle)) () WD)]Y) (7.23)

P2le) = ((¥l))l¥) = Pl¥) (7.24)

En lugar de un proyector sobre un vector dado, puedo definir al proyec-
tor sobre un subespacio S C H,

Ps = Z i) (] (7.25)

1€S

Hemos considerado el caso en que un indice discreto ¢ caracteriza los
distintos vectores del subespacio. y por eso hemos utilizado una suma en
la definicién de Ps. En el caso continuo la suma debe ser reemplazada
por una integral,

Ps = [ _ () o (u) (7.26)

Postulado 3

De la medida de un observable

Si se tiene un niimero muy grande de sistemas cuanticos idénticos, cada
uno en el mismo estado |1) y se hace la medida de un observable A en
cada uno, obteniéndose un conjunto de valores {a;} asociados con las
medidas v = 1,2, ..., la cantidad

(A) = (| Aly) (7.27)




7

coincide con el valor medio de las medidas,

(A) =>_ P (7.28)

donde P; es el nimero de veces que se mide el resultado a; (“probabi-
lidad” de obtener a;)

Nota 1: Como A es un observable, A es hermitico por lo que a; € R.
Luego (A) es real.

Nota 2 : Si dos estados difieren en una fase constante, la medida de un
observable en las condiciones del Postulado 3 dara el mismo resultado
para ambos (veremos mas adelante que esto puede extenderse al caso
de fases no constantes).

En efecto, consideremos dos estados

W)y [¢) = exp(ia)|e) (7.29)

(A = (WA = (gl exp(—ia) A exp(ia) )
= (YlAl) = (A)y (7.:30)

Nota 3 : El operador AA = A — (A) tiene valor medio cero.
En efecto,

(BA) = (W] Aj) = (AN (Pl) = (A) = (A) =0 (7.31)

En este caso se dice que AA corresponde a una dispersion nula. Pode-
mos definir una dispersién que en general no se anule como en el caso
anterior; para ello consideremos

(AA)? = (AA)) = (WI(A — (A)*[) = W] A|w) — (Y] Ajy)* (7.32)

En general (AA)? no se anula. Para que ello suceda deberia cumplirse
que
(WIA%) = (| A)? (7.33)
Ahora bien, ) A A
(WIA[)? = (¥, Ap)* < [l9]] ||Ay]] (7.34)
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o, usando que [¢) estd normalizado,

(W] Ajp)? < || Ay] (7.35)

mientras que

(W] A%p) = (Y|AAY) = (Ay, Ap) = || Ay|] (7.36)

En la ecuacién (7.34) la igualdad solo vale cuando los vectores [¢) y
Al) son paralelos. Luego, para que los lados izquierdo de (7.34) y de
(7.36) coincidan,

Aly) = aly) (7.37)

Es decir que para que en un dado estado la dispersién (AA)? = 0 el
estado debe ser una autofuncion del operador A. En ese caso, al hacer
un medida de A en el estado podemos decir que el valor estd bien
determinado. En ese estado, la medida dara siempre a.

Tiene sentido entonces estudiar el espectro de autovalores y autofun-
ciones de los operadores asociados con magnitudes fisicas. Los autoesta-
dos porque son estados en los que podemos tener precision absoluta en
cuanto al resultado de la medida y los autovalores porque corresponden
a los valores que podemos medir con precision absoluta.

Empecemos por considerar dos autofunciones |i1) y |1)2) de un o-
perador hermitico A, con autovalores a; y as,

f{l‘wﬁ = a1‘¢1>
A|@/J2> = a2|@/12) (7-38)

Multiplicando la primer ecuacién por (1| y la segunda por (1| ten-
dremos

<¢2’f{1wl> = al(%\%)
<¢1|A|1/)2> = 02<¢1|¢2> (7-39>

Conjugando la segunda ecuacién y restando tendremos que los lados
izquierdo se anulan por lo que

0= (a1 — a3)(Ya|th) = (a1 — az)(Pa|th1) (7.40)
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(En la dltima igualdad hemos usado que los autovalores asociados a
un operador hermitico son reales). Concluimos entonces que o bien los
autovalores coinciden o bien las autofunciones son ortogonales.

Cuando los autovalores de un operador son todos distintos diremos
que su espectro es no degenerado. En general, los operadores hermiticos
tienen

e Un espectro discreto de autovalores A,, con n € Z. Las autofun-
ciones [1,) son normalizables. A veces las anotaremos |n).

e Un espectro continuo con autovalores a(v), v € R. Las autofun-
ciones [1,) (|v)) son en general de norma infinita.

e Puede que haya degeneracién de autovalores discretos o continuos.
En ese caso para distinguir las distintas autofunciones correspon-
dientes a un autovalor escribiremos |nr) para el caso del discreto,
con r € Z la r;i-ésima autofuncion del autovalor a,. En el caso
del continuo puede que la degeneracion sea discreta o continua
asi que en general anotaremos |vrp), conr € Zy p € R.

Tenemos entonces

Afl[nr} = ay|nr)
Alvrp) = a(v)|vrp) (7.41)

Segun el caso la normalizacién sera

{nrin't"y = OppOpp

(vrp|l'v'py = o(v—1v)d(p— p')op (7.42)
En cuanto a los proyectores, sobre cierto subespacio de autofunciones,

P = Z|nr>(nr|

P = er/dydp\wpﬂwm (7.43)

También se pueden definir proyectores sobre subespacios de una dege-
neracién dada. Por ejemplo,

Pn=>_ |nr)(nr| (7.44)

r
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y analogamente en el continuo.

Un ingrediente importante: Consideraremos que los observables A

tienen siempre asociados operadores hermiticos A con un conjunto
completo de autofunciones.

Lo anterior nos permite escribir un vector cualquiera de H (un es-
tado cualquiera del sistema) como un desarrollo (en serie de Bessel-
Fourier) utilizando las autofunciones del operador A como base. En el
caso mas general, un estado cualquiera [¢)) podré escribirse como

) = X Crlnr) + 3 [dvfdpC” (vp) rp) (7.45)

Podria suceder que no todo vector de ‘H fuera desarrollabe en términos
de la base dada por A. Es decir que el subespacio H4 generado por
A fuera més pequeno que ‘H, Ha C H. Por ello hemos debido agregar
el ingrediente importante de mas arriba que podria ser enunciado de
manera mas matematica escribiendo:

Diremos que un operador hermitico A esta asociado con un observable
fisico A si y solo si H = H 4.

Notemos que el proyector sobre H 4 es (para simplificar la notacion
consideramos un caso sin degeneracién)

Pa=Y In(nl + [ dvlv) (vl (7.46)

Aqui la suma se extiende sobre todas los autoestados que generan H 4.
Sélo si P4 = 1 sera H = H 4, dado que en tal caso

Paly) = (z mynl + [ du|u><u|) )=l (747)

Identificados entonces H con H,, tenemos de (7.47) la relacion de
clausura:

S I (nl +/du|y><y| —1 (7.48)
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De ella podemos obtener la identidad de Parseval:

> [Gnl)? + [ dvlivlv)? =1 (7.49)
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Clase 8

Postulado 4
Del resultado de una unica medida

Si se efectiia una tinica medida del observable A solo puede tenerse
como resultado un autovalor a,, de A (Aln) = a,|n)).

Postulado 5
De las probabilidades

(i) Espectro discreto no degenerado
(ii) Espectro discreto degenerado

(iii) Espectro continuo no degenerado
(

iv) Espectro continuo degenerado

Caso (i) Cuando se mide el observable A (con operador hermitico A
asociado) en un sistema que estd en el estado [)), la probabilidad de
que tal medida de como resultado a,, (Aln) = a,|n)) es

Py = [{n|)|* = chen = leal”. (8.1)

Nota 1: jSe puede obtener al medir la cantidad A otra cosa que no sea
un autovalor de A? No, por el postulado 4.
Nota 2: Dado que el operador A provee una base {|n)} del espacio de
Hilbert de los estados del sistema, tenemos

[¥) =D caln) (8.2)

83
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De este desarrollo del vector de estado en serie de Bessel-Fourier usando
como base ortonormal a la de las autofunciones de A tenemos (identidad

de Parseval):
d e, =1 (8.3)

lo que nos asegura que las probabilidades P, de encontrar al sistema
en el estado |n) suman a 1,

> P, =1 (8.4)

n

Caso (ii) Cuando se mide el observable A (con operador hermitico A
asociado) en un sistema que estd en el estado [)), la probabilidad de
que tal medida de como resultado a,, (Aln) = a,|n)) es

N

Bo= 3 lnrlo) z & (8.5)

donde r =1,2,..., N es el indice que indica la degeneracion del estado
con autovalor a,,,

= Z_:l cr|nr) (8.6)

Es facil ver que la probabilidad P, no depende de la base que elegimos:

P = §<¢|m‘><m“|¢> = (Y[Pule) (8.7)

donde como antes indicamos con P,, al proyector sobre el subespacio de
autofunciones con autovalor a,, que como proyector es independiente
de la base usada.

Caso (iii) Cuando se mide el observable A (con operador hermitico

A asociado) en un sistema que esta en el estado |1¢), la probabilidad
de que tal medida de como resultado un valor entre a(v) y a(v) + dv

(Alv) = a,|v)) es
dP(v) = [(v[y)[*dv = |c(v)[*dv (8.8)
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Nota: En este caso, como se trata de un espectro continuo, debemos
definir una densidad diferencial de probabilidad dP(v) tal como lo hici-
mos cuando introdujimos de manera heuristica la nociéon de densidad de
probabilidad de encontrar una particula en un punto Z en un diferencial
de volumen d3x.

Caso (iv) Cuando se mide el observable A (con operador hermitico

A asociado) en un sistema que esté en el estado 1), la probabilidad
de que tal medida de como resultado un valor entre a(v) y a(v) + dv,
(Alvrp) = a,|vrp)) es

IP() = (fj [ aterolinf) av - (fj [alew k) a 59

Una consecuencia importante: Vemos nuevamente que el resultado de
cualquier medida serd el mismo para el sistema en el estado |¢)) o en
el estado [¢)') = exp(ia)|w). La prueba es la que ya explicamos para
valores medios. En particular para la probabilidad P,,

P, = [(nft)[* = |(n] exp(—ia)[¢")[?
= |exp(—ia){(n|[¥)|* = [(nll¢")]* = P, (8.10)

Consideremos ahora dos estados posibles del sistema, I y I1, carac-
terizados por vectores de onda |¢7) v |17). No requeriremos que sean
autoestados de algiin operador ligado a un observable. Pero si que sean
ortogonales, (¢r|i;r) = 0. De acuerdo a los postulados anteriores, la
probabilidad de que al medir el observable A en el estado I obtengamos
el valor a,, es

P, = |(nlyn)|? (8.11)

En el estado 11 sera
P = [(nl¢r)]? (8.12)

Consideremos ahora un estado [¢) combinacioén lineal de |¢7) y [15r):

) = bilr) + brrlYrr) (8.13)
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con los coeficientes by y byr tales que [¢)) es un estado normalizado:

|br” + [brs]? =1 (8.14)

Podemos interpretar entonces a |b7|? como dando la probabilidad de
encontrar al sistema en el estado I y a |br7|* en el estado IT.

La probabilidad de obtener a,, al medir A en el estado [¢)) puede

entonces escribirse:

Py = [(n|)1* = [br{nltr) + brr(n|rm) (8.15)
Después de un poco de algebra llegamos a que
P, = |b1* Py + |brr|* Py + 2Re(bibrr (vrln) (nltir)) (8.16)

Los dos primeros términos dan el resultado esperable desde un punto
de vista clasico de la mezcla estadistica de los estados I y 1. El tercero
en cambio es un tipico término cudntico de interferencia.

Estamos ahora en condiciones de analizar la:

Reduccién del paquete de ondas

Con este nombre casi culinario o quimico® se describe la siguiente
situacion que se plantea en la mecanica cuantica. Sea un sistema en
el estado [¢). Sea un observable A , un operador asociado A y una base
por él provista {|n)}. Puedo entonces escribir

V) =D caln),  cn=(nly) (8.17)

Supongamos que Dios (o alguien igualmente confiable) se comunica
con nosotros y nos da los valores de todos los ¢,:
1 i
g, Cy = E, .
No conformes, medimos el observable A . Sabemos que si tuviéramos
muchos sistemas idénticos en el mismo estado, la probabilidad de obte-

ner a, es |c,|?. De acuerdo a la informacién que tenemos, podemos
entonces escribir

Cl = (818)

1 1
64> % 14477

se reduce una salsa, se reduce un 6xido...

P = (8.19)

6
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Pero si no pretendemos hacer un gedankenexperiment sino una expe-
riencia real, contaremos con un unico sistema y hacemos una unica
medida sobre él. Si bien trabajamos a tiempo fijo, podemos hablar de
un “ inmediatamente antes” y un “ inmediatamente después” de la
medida. Digamos que el instante en que hacemos la medida es tg y
el instante inmediatamente posterior es . En el instante de hacer la
medida el estado esta descripto por

[¥(t0)) = >_ cm(to)|m) (8.20)

Sabemos que el aparato no puede indicar otra cosa que un autovalor de

A. Digamos que en ¢y indica como valor de la medida a,,. Quiere decir
0

que a en un instante inmediatamente posterior ¢§ (el sistema no “tiene

tiempo” de evolucionar) es natural pensar que el estado del sistema es

[¥(t5)) = In) (8.21)

Es decir que nuestro aparato modificé al sistema que se encon-
traba en el estado (8.20) y lo llevé al estado (8.21). Se trata de un
cambio no causal, de una perturbacion incontrolable. Este fenémeno
producido por la medida se llama reduccion del paquete de ondas en
el sentido que reduce la combinacion lineal a uno solo de sus términos.
Y no podemos predecir a cual puesto que el término que queda de-
pende del resultado de la medida y éste no puede ser predicho antes
de efectuarla. El aparato funciona como un filtro perfecto que, del de-
sarrollo en serie, “solo deja pasar” los términos en el subespacio de las
autofunciones con autovalor a, (suponiendo que haya varias, en caso
de degeneracion).

En la pagina siguiente representamos en una figura lo que acabamos
de describir.
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medida que da el
resultado a

[SRAVAVAVAVAV: =
AVAVAVAV LY

\

Ahora daremos a la afirmacion anterior el status de postulado:

Postulado 6

De la accién de la medida

Si la medida de una cantidad fisica A en un sistema en el estado 1)
da como resultado el valor a,,, inmediatamente después de la medida
el estado del sistema sera

|¢>desp = M (822)

(Y[ Pmlt))

donde P, es el proyector sobre el autoestado con autovalor a,,. Si se
trata de un estado no-degenerado, serda

P = [m)(m| (8.23)

mientras que si es un estado degenerado tendremos

P, = Z |mi) (mi (8.24)



O sea que si antes de la medida se tenia
[V)ant =D ch|ni)
n,t

después de la medida se tendra

1 o
V) desp = m;%\mw

89

(8.25)

(8.26)
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Clase 9

Cambios de base

Consideremos dos operadores lineales hermiticos A y B asociados con
los respectivos observables A y B. Cada operador nos provee de una base
completa en el espacio de Hilbert de los estados del sistema cuantico,

Al = anltbn) . Blow) = b(v)|ey) (9.1)

Como ejemplo, hemos elegido un caso de dos bases no degeneradas una
en el discreto y la otra en el continuo.

Dado un estado |n) de nuestro sistema fisico, podemos expresarlo
como desarrollo en serie de Bessel-Fourier en términos de cualquiera de
las dos bases:

In) = ch’¢n> Cn = (Vnln) (9.2)

) = [dvd,lo.) = (6.ln) (93

De acuerdo con los postulados que estudiamos, si conocemos el conjunto
de coeficientes {¢, } del desarrollo del vector de estado (9.2) del sistema,
conoceremos todo lo relativo a tal estado del sistema. Alternativamente,
deberemos conocer {d(v)} para tener toda la informacién de nuestro
sistema a partir del desarrollo (9.3).

Comencemos por calcular los elementos de matriz del operador A
en el estado |n). Por tratarse de A, lo razonable es expresar a |n) en
términos del desarrollo (9.2) en la base del propio A:

(I Aln) = 3 chem(Wal Altm) = 3 |eal*an (9.4)

91
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Analogamente, si se trata de los elementos de matriz del operador B
en el estado |n), lo razonable es usar el desarrollo (9.3),

IBI) = [ dvdpd(v) d()(o,|Bloy) = [ dvldv)Pb,  (95)

En general, para un operador diferente, digamos O, tendremos la opcién
de usar la base {1,,} o la base {¢,} sin que una eleccién sea mas natural
que la otra:

0Oln) = [ dvdpd(v) d(n)(0,1018,) = [ dvdpd(v) Oud(i) ~ (9.7)

Evidentemente, tiene que ser posible hacer cambios de base para
ligar los elementos de matriz de los operadores en una y otra base, pues
se trata del valor medio del mismo operador para un sistema en un
dado y mismo estado. Comencemos por escribir, usando la clausura de

la base {¢,},

1= [ dvio)(o.]. (9:8)
) = [ V16 (uln) = [ dvSimler) (9.9
donde hemos escrito
Analogamente
(Wl = [ dv(nlon) (6, = [ dvS;, (0. (9.11)
Aqui escribimos
L <¢n|¢l/> (9'12>

Entonces ahora podemos escribir

O = (WilO) = [ dvdu(slo,) (0,016, (6l4)
— [ wdnS;(0,1016,)Sun = [ dvdpS;00Sym (913)
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Ahora bien, si llamamos, utilizando una notacion que conocemos del
algebra de matrices,
podemos escribir:

O = / dvduS},00S,m (9.15)

La férmula (9.15) es la expresién que nos da el cambio de base de los
elementos de matriz de un operador cualquiera. Es facil probar que
(usamos una notacién evidente)

STS =1 (9.16)

Esta férmula se prueba a partir del producto
[ auSSun = [ duSpSm = [ di(@ulvi))" Guln)
= [ dulido (o) = b (9.17)

(Hemos usado la clausura de la base {¢,} y la ortonormalidad de la

base {¢n,}).

Ademds de saber como cambiar de una base a otra los elementos
de matriz de un operador, podemos facilmente establecer el cambio de
base de los estados de un sistema:

) = X caltn) =3 (Culn)|thn)

n

= X [ dvlalén) Gl ¢n)
= % [ avSudw)lin) (9.18)

De (5.111) vemos que
Cp = /dVSan(V) (9.19)

lo que nos da la conexién entre los coeficientes que permiten contruir
al estado |n) en una y otra base. Andlogamente podemos obtener la
relacién inversa:

d(v) =>_ 50 cn (9.20)
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Un ejemplo importante: los operadores p y ¢

Sean dos operadores asociados con observables, que llamaremos p y
d, que satisfacen las siguientes tres condiciones:

() ) = —hi
(ii) ¢ tiene un espectro no degenerado de autovalores reales ¢
(iii) Todos los otros observables pueden escribirse en términos de p y g.

Si bien hemos utilizado una notacién sugestiva que nos induce a
pensar que ¢ es el operador posicion y p el operador impulso, por ahora
los tomamos como dos operadores cualquiera que satisfagan las condi-
ciones (i)-(iii). Luego nos convenceremos de que en efecto, que tal iden-
tificacion es posible. Comencemos por establecer algunas propiedades
importantes de estos operadores. A partir de la igualdad

[A, BC] = [A, B]C + B[A, (] (9.21)
si elegimos
A=q, B=p", C=p (9.22)
tenemos
G, 9" = 4,9"1p + 0"(q, P| = (4, p"1p + hap" (9.23)

Iterando el procedimiento llegamos facilmente a

10,5 = ¢, " + nhip" = (n + 1)hig" (9.24)
O
0,57] = hi- (9.25)
7

Ahora podemos considerar el conmutador de ¢ con una funcién cual-
quiera de p, F[p]. Para ello, desarrollamos F'[p] en potencias de p,

Flp| =3 Fp" (9.26)
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y utilizamos el resultado (9.25):

. dp" d
1, Flpll = > F,lq,p"] =h F,— =hi—F|p 9.27
[, F[p]] Xn: (4, "] ZZn: g = Mgt (9.27)
O sea que simbdlicamente podemos escribir
d
], | = hi— 9.28

Dada la simetria (a menos de un signo) entre p y ¢, podemos escribir
sin mas p

D, | = —hi— 9.29
Podemos usar estos resultados para estudiar un operador muy impor-
tante, que llamaremos 7T,

oo = () P
T = exp(—pap) = 3 (— h) g (9.30)
Es facil ver que A
N dT N
G, T] = hi 5 =7 (9.31)

Consideremos ahora un ket |go), autofuncién de ¢ con autovalor qq,

dl90) = qolq0) (9.32)

Analicemos el ket T|q0). Comencemos por calcular

0(TNq0)) = (4T — T4+ T§)q0) = (g0 + a)(T|q0)) (9.33)

Quiere decir que T|qo) es una autofuncién de ¢ con autovalor gg + a o,
lo que es lo mismo, R
Tlqo) = lqo + a) (9.34)

Es decir que T esun operador de traslacion, que corre el valor de gq. Por
ello, cualquier estado |q) podra ser escrito en términos de |qo) eligiendo
a =4 — qo: ]

i

9 = exp (—5 (0= a)p) o) (9.35)
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Es facil ver que
(qld) = (qolexp (h(q — cm)p) exp (—h(q’ - q@)p> |%0)

= {wlexp (50— )5) lao) = laold — 4+ a0) (930

Vemos que para que esta igualdad tenga sentido debemos poner ¢ = ¢/,

{ald’) = 6(a—q) (9-37)
lo cual se completa con

[ dala)tal =1 (9.38)

Un estado cualquiera |1)) puede ser expresado en términos de la base

{lg)} ast:

v) = [dd(d10)la) = [ ddva)la) (9:30)
Con esto,
alv) = [ ddv(@)ild) = [ ddv(d)dld) (9.40)
Multiplicando por el bra (g| ambos miembros, tenemos
(qlalv) = qi(q) (9.41)

Por otra parte, si consideramos otro estado |¢) y consideramos

(@lv) = [ dav(@)old) = [ dds'a (9.42)

vemos que en el lado derecho tenemos el producto escalar que consi-
deramos para las funciones de onda . Esto nos induce a ver a 1(q), el
“coeficiente” del desarrollo de [¢) en la base {|¢)}, como la funcién de
onda que aparecia en la mecanica ondulatoria, si ademas identificamos
a q con la coordenada asociada con la posicién.

Todo lo que acabamos de hacer con la base {|¢)} lo podemos repetir
con la base {|p)} por lo que también podriamos escribir:

(0lv) = [ d'e’ () (9.43)
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La matriz de cambio de base es:
[ R
S = {alp) = {qo| exp <h(q - qo)p) )

= e (3a—aw) (wlp) (9.44)

De la ecuacién anterior tenemos que

exp(— o) aolp) = exp(—ap)alp) (9.45)

A p fijo, el lado izquierdo solo depende de gy y el derecho de q. Con-
cluimos entonces que

exp(—ap)alp) = h(p) (9.46)

Para determinar h(p) hagamos

Sp—p) =) = / dq(plg){alp’)

= W) [ daexp (=5alp — 1)) = W) 25050 1)

h
(9.47)
O sea,
|h(p)|* = (20h)~" (9.48)
y :
Sy = lalp) = ——esxp (100 (9.49)
w =\ 2mh h '
Es importante ahora estudiar los elementos de matriz de p en la base
{la)}-

i

1
AN A~ AN I
(alpld’) = /dP<CI|p|P><P|C]> =5 /dppexp (hp(q Q)) (9.50)
Podemos entonces escribir
hd

(lfld) = 50— ) =l 1 10) (951)
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De esta manera tenemos en la base {|¢)}

. hd
p=-—

.02
1 dq (9:52)

Esta esa la férmula que usabamos para expresar al operador impulso
en mecanica ondulatoria. En cuanto a la acciéon de p sobre un estado

1Y),
plv) = 19) (9.53)
(o) = (alplv) = [ dplalplp) (ple)
= /@m@ﬁ@W)
= /de%WWMMJMdW>

l

_ %/dpdq’pw(q’) exp (—hp(q - Q'))

h d
= i ] )i —a) (9.54)
O sea que podemos poner
hd
¢(q) = =—-1(q) (9-55)



Clase 10

En clases pasadas vimos que cuando mediamos un observable A en
un sistema en el estado [¢)) obtenfamos como resultado un valor a,,
correspondiente a un autovalor del operador hermitico asociado a A ,
A. Inmediatamente después de la medida, el sistema quedaba en un
estado
1

|| Pul) ]
donde P, es el proyector sobre el subespacio {|ni)} de autofunciones
de A con autovalor a,, suponiendo que éstas sean degeneradas (i =
1L,2,...1)

[¥)desp = Pul) (10.1)

P, = Z i) (ni (10.2)

En esta clase trataremos de responder a las preguntas: ; Podemos medir
simultaneamente con 4 otro observable B 7 ; Cuantos observables pode-
mos medir simultdaneamente? ;En qué estado queda el sistema inme-
diatamente después de medirlos?”

Consideremos entonces dos observables Ay B,

Por simplicidad comenzaremos por discutir un caso en que no haya

degeneracién alguna. Supongamos que tengo un estado |A) en el que
al hacer una medida, tengo certeza absoluta en la medida, (AA)? = 0.

"Conviene sefialar en que como, estrictamente, estamos trabajando a tiempo fijo,
simultdneamente, en lo que sigue, debe ser tomado no en el sentido temporal que
le damos en castellano sino en el sentido de su raiz latina, simul juntamente. Quiza

seria mas apropiado escribir de dos medidas hechas a la vez.

99



100

Esto implica que |A) es una autofuncién de A. Si lo mismo sucede al
medir B ((AB)? = 0) deberd suceder que |A) también sea autofuncién
de B. Tenemos entonces

~

AIN) = a,|A)

BIA) = by|A) (10.4)
Es evidente que

A) = [¥n) = [bm) (10.5)

Es decir que para tener certeza absoluta en la medida simultanea de
A y B es necesario que los operadores A y B tengan una base comun
de autofunciones. Como veremos, el caso degenerado es apenas mas
complicado de demostrar.

Teorema: A y B tienen una base comtn de autofunciones si y solo si
[A,B] =0

(i) Si la base es comin a Ay B = [A, B] =0
Para probarlo, consideremos

AB|¢n) = bnAldn) = bpan|én) (10.6)

Por otro lado o )
BA|pn) = anB|¢n) = anby|dn) (10.7)

de manera que sustrayendo ambas ecuaciones tenemos
(AB — BA)|¢,) = 0 (10.8)
Dado que a cualquier estado |A) lo puedo escribir como

|A) =2 calon) (10.9)

la ecuacién (10.8) implica que para todo estado
[A, B]JA) =0 (10.10)
es decir que en todo el espacio de Hilbert del sistema vale que

[A,B]=0 (10.11)
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(i) Si [A,B] = 0 = A y B tienen una base comin.
(ii-a) Caso no-degenerado )
Consideremos a las autofunciones ¢,, de A,

Como los operadores conmutan,

A(Bl¢n)) = B(Algn)) = an(Blen)) (10.13)

Es decir que B |pn) es autofuncion de A con autovalor a,, y por ser un
caso no degenerado, no puede més que diferir en una constante de |¢,,).
Llamando a tal constante b,,,

Blgn) = bnln) (10.14)
(ii-b) Caso degenerado
Tenemos X
Algl) = anl@l), j=1,2,...r (10.15)
Consideremos )
(641 BI6%) = (64| ABI6,) (10.16)
Tenemos también
oA 1 A A
(0| Bl#),) = ;<¢2|BAI¢%> (10.17)

Como los operadores conmutan, los elementos de matriz en los lados
derechos de (10.16) y (10.17) coinciden. Restandolos obtenemos

0= (an — am) (¢} | B|¢L,) (10.18)

Vemos que si n # m entonces (¢} |B|¢) ) = BY = 0. Entonces, BY
nos define una matriz diagonal por bloques,
B 0 0
0 (Bg) -+ 0
: 0 :
0 0 (B

(10.19)
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Tomemos un bloque dado, digamos el BY

Byny -+ By
Byy=| : . (10.20)

Como B es hermitico, podemos diagonalizar el bloque y llevarlo a la
forma -

Bl = 009 (10.21)
Asi podemos diagonalizar uno a uno cada bloque y finalmente llegamos

a que B es diagonal en una base |¢/ ), con los nuevos vectores de la base
relacionados con la vieja por alguna matriz S,

|#1) = 517 (10.22)

Es fcil ver que en esta nueva base A sigue siendo diagonal por lo
que encontramos una base comin a ambos. En efecto, en el subespacio
{|¢%\)}, el operador A es equivalente a ax I con I el operador identidad,

~

A=anI (10.23)

Multiplicando ambos miembros, a izquierda por S~! y a derecha por S
se tiene, siempre en el mismo subespacio,

STTAS = ayI (10.24)
con lo que . A . o
(O[S AS|gy) = an (o o) (10.25)
O ~ . A ~ . P
(on|Alon) = and (10.26)

Se dice que A y B son operadores compatibles (A y B observables
compatibles) si ambos se pueden medir con certeza absoluta simul-
taneamente.

Por lo que vimos mas arriba, para ser compatibles los operadores
deben conmutar.
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Nota:Vemos entonces que p y ¢ no son operadores compatibles.

Para simplificar la notacién llamemos |a,b,7) a la base comun a
los operadores A y Z%, con autovalores a,, y b,, respectivamente y con
degeneracién ¢ = 1,2,...7. Un estado [¢)) del sistema podra entonces
escribirse como

W)y = 3" o lanbmi) (10.27)

La probabilidad de que al medir A sobre el estado |1)) obtengamos el

valor a,, es
(an) =D 1’ (10.28)

Inmediatamente después de hecha la medida el sistema estara en un
estado

1
|¢>desp = NPTL|¢> (1029)
con N = ||P,|¢)]|]. Es fécil ver que

|¢>desp NZ |an p] an p]WJ NZCJ |an (103())

Como el estado [1))gesp €std normalizado, vemos que N estd dado por

=> "l I* = P(ay) (10.31)
pJ
Si ahora medimos B sobre 1) 4esp, la probabilidad de obtener b,, es
1 .
Pon) = 575 22 |6hnl” (10.32)
J

Usando este resultado y la férmula (10.31) vemos que la probabilidad
de obtener como resultado de la medida simultanea de A y B los valores
a, y by, serd entonces

P(an,by) = P(a,)P(by) = Z |l (10.33)
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En cuanto al estado final, estda dado por

1
| 1/J> desp desp - '/\773771 |77Z}>desp
1

NV Z | bmk) (arbmk|anb ]>c7]1
NN =, @/ g
(10.34)
(6]
|¢>desp desp — Z nm|an m] (1035)
con ~ '
N =3l (10.36)
J

Concluiremos definiendo un conjunto completo de observables que

conmutan (CCOC):

Cuando los observables A,B,C, ... poseen una y solo una base en
comun se dice que los operadores asociados /1, B, C’, ... forman un con-
junto completo de operadores que conmutan (CCOC). Se los llama o-
peradores compatibles.

El CCOC es un conjunto de operadores que conmutan dos a dos tal
que la base es tnica en ‘H. Cualquier otro observable R tendra asociado
un operador R que podra escribirse como

A

R=R(A B,..) (10.37)

Operadores que no conmutan

Consideremos dos operadores A y B asociados a dos observables, tal
que su conmutador estda dado por:

[A, B] = iC (10.38)

(Hemos definido a C' de manera que C' = CT). También ser4 1til definir
un “anticonmutador”:

{A,BY=AB+BA=F (10.39)
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En clases pasadas definimos las dispersiones cuadraticas de estos
operadores para un sistema cuantico en un estado |¢):

= (WI(A— (A)) = lI(A — (AN (10.40)
B’ = (4|(B — (B))’le) = |(B — (BY))]I? (10.41)

Para simplificar la notacién sobrentenderemos que el sistema esta en el
estado [1)) y escribiremos simplemente

AN = (A= (A))") = [|A - (A)|? (10.42)
AB*=((B—(B)?) =|B— (B)I] (10.43)

Por la desigualdad de Schwartz podemos escribir
AAAB? = [|A—(4)|] JIB (B)|I”

> (A= (A),B—(B)P

Al producto escalar en la izquierda de la segunda linea de la ecuacién
anterior podemos escribirlo asi:

(10.44)

~

(A= (4), B~ (B)) = (AB) + (A)(B)
~2(A)(B) = (AB) - (A)(B) (10.45)

El producto AB puede ser escrito en términos de C y F en la forma
jois %C (10.46)

de manera que (10.45) puede ponerse como

(A= (A), B~ (BY) = SF) — (A)(B)+ (C)  (1047)
y luego X ‘
AAPAB? 2 |S(F) — (A)(B) + %<(5>|2 (10.48)

Como los dos primeros términos del lado derecho de la desigualdad son
reales,

AA’AB® > (;<F> —(A)(B))* + (5(C))? (10.49)
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1 -
AA*AB? > Z<C>2 (10.50)

Si consideramos por ejemplo A= Dy B = q, sabemos que C=-h y
entonces llegamos a la desigualdad (principio de incerteza):

1
Ap*Ag® > Zh2 (10.51)

ApAq > ;h (10.52)



Clase 11

Cambios de observador

Sea ¢ el operador posicién,

dla) = qla) (11.1)
(ql¢") = 0(q — ) (11.2)
| dalayial =1 (11.3)

de manera que cualquier estado |¢)) puede ser escrito como

W)= [ davla)la) (11.4)

Consideremos ahora dos observadores, O y O’ (como siempre traba-
jamos a tiempo fijo t = ty) que utilizan para hacer sus medidas sis-
temas de referencia diferentes (por ejemplo uno rotado respecto del
otro, o trasladado, o con una escala diferente, etc). El espacio de Hilbert
del sistema que estos dos observadores van a estudiar es el mismo,
los operadores asociados con los observables son formalmente los mis-
mos (por ejemplo, si en un sistema el operador es proporcional a la
derivada respecto de x en el otro serd proporcional a la derivada re-
specto de z’). Pero al hacer una medicién, los observadores obtendran
resultados distintos. En particular, si por ejemplo miden la posicién,
o la miden sobre el mismo estado y obtienen resultados distintos o,
si pretendieran obtener el mismo ntmero, deben medirla sobre esta-
dos distintos. Nosotros seguiremos en nuestro desarrollo tedrico este
segundo camino. (Para relacionarlo con algo conocido basta recordar el
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caso de una rotacién de vectores: nos ensenaron a rotar al sistema o,
alternativamente, rotar a los vectores).

Llamemos ¢ al operador posicién en el sistema del observador Oy ¢’
a aquel del observador O’ | |q) y |¢)" a los dos autofunciones diferentes
que dan el mismo resultado al medir usando sistemas de referencia
distintos,

do)=da, o' =dqlg) (11.5)

Pensaremos ahora en un cambio de base entre las autofunciones de ¢ y
las de ¢

0 = [ daala)la) (11.6)
Esta relacion entre |q) y |¢)’ puede ser escrita en la forma
[9) = Ulq) (11.7)

con U la operacién que cambia los estados segin los observadores O y
o,

(qlg)" = (qlUlq) (11.8)
Insertando U™'U = 1 en (11.5) tenemos

Glg) = UUGU U |q) = U tUGU Y q) (11.9)

Tomando esta igualdad y multiplicandola a izquierda por U podemos
escribir

qUlg) = UqUq)" = qlg)’ (11.10)

de manera que si escribimos
¢ =Uqu™! (11.11)

la ecuacién (11.10) se hace consistente con la segunda de las ecuaciones
(11.5):

q'la)" = qla) (11.12)
Es facil ver que U es un operador unitario. En efecto, a partir de la
definicién (11.7) tenemos

(o] = (a|U (11.13)
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de manera que

0(q1 — ¢2) =" {@1lg2) = (@1 |UTU|q2) (11.14)

por lo que necesariamente

U =1 (11.15)

tenemos entonces dos férmulas basicas para el cambio de sistema.
Una da el cambio del autovector y la otra la del operasdor. Son formal-
mente idénticas a las que nos daban un cambio de base para autovec-
tores y matrices de dimensién finita:

l9) =Ulg), ¢ =Uqu™" (11.16)

Un ejemplo: las traslaciones

Un ejemplo de operador U con el que ya tratamos es el del operador
traslacion

Ula) = eXp(—éaﬁ) (11.17)
Ula)lg) = lq + a) (11.18)

Supongamos que O y O’ representan observadores midiendo en sistemas
trasladados uno del otro en una cantidad a. Entonces si O mide qq,

dl90) = qolqo0) (11.19)

es facil ver que para obtener el mismo numero que O , O’ debe medir
sobre un estado
|90)" = lgo + @) (11.20)

Asi se obtiene el mismo resultado ¢qg. En efecto, tenemos
¢ = U(a)gU ' (a) (11.21)
de manera que

¢lgo+a) = U(a)gU " (a)|go + a) = U(a)d|qo)
= qU(a)lq) = qolq0)" = qolqo + a) (11.22)
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Cualquiera sea la operacion que efectia U, dependera de uno o
mas parametros (como el pardmetro a en el caso de las traslaciones).
Si consideramos un parametro infinitesimal e, podemos pensar en un
desarrollo en serie

U(e) = U(0) + Ae + Be® + ... (11.23)

Por convencién diremos que cuando el parametro es 0 no hay operacién,
U(0) = I de manera que si trabajamos a orden e tendremos

Ule) = I + Ae (11.24)
Ule)=1—Ae=U" (11.25)
por lo que
At =—A (11.26)
Vemos entonces que conviene escribir A= —%@ de manera de trabajar

con operadores hermiticos (y una potencia de i como en el caso de las
traslaciones) A )
Gh=@ (11.27)

(en el caso de las traslaciones vemos que G = p). Tenemos entonces
U=1- %ée (11.28)

A G se lo llama generador de transformaciones infinitesimales. Si se
trata de generar una transformacion finita con un parametro 6, puedo
escribir € = § /N, con N suficientemente grande como para que € sea in-
finitesimal. Entonces, podemos escribir a la transformacién finita U(6)
como el producto de N transformaciones infinitesimales con N suficien-
temente grande:

— 1 N _ 1 _ 3 Aﬁ N _3’ N
U(0) = lim U6/N)" = lim (1 hGN) = exp( hGG) (11.29)

donde hemos usada la féormula que inmortalizé Euler para escribir un
exponencial. También podemos expresar el cambio de los operadores
utilizando los generadores:

i = U(e)(le(e):(l—.Ge)(j(l—%;ée)

(G, dle + O(€?) (11.30)
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de manera que

6G=4q —q= 1[G, dle (11.31)
Vemos que en el caso de una traslacion (a lo largo del eje x), como
G =p = (h/i)(d/dz)
D, 4le = —€l (11.32)
de manera que para los autovalores tendremos

¢ =q—c¢ (11.33)

que es la formula adecuada para relacionar la medida de la posicion en
un sistema y en otro corrido respecto del primero en la cantidad e.

Nuevamente terminamos este ejemplo recopilando las dods férmulas
que dan el cambio infinitesimal de autoestados y operadores:

1€ A R )
Olg) = —+Gla), 94 =—7[Gdle (11.34)

Nocién de esquema

Sea |¢); un estado dado y A; un operador asociado a cierto observable.
Sea [th), otro estado posible del sistema, “conectado” a [¢)); por una
transformacion lineal Us; que mantiene la norma:

¥)2 = Uni |t (11.35)
De la condicion
H{[)1 =2 ([)2 (11.36)

Resulta que Us; es unitario,

Ul Uy =1 (11.37)
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JExistira algtin operador A, que actuando sobre |1))o me de el mismo re-
sultado que cuando A; actiia sobre [¢);? Cuando hablamos del “mismo
resultado” queremos decir que

VA1 =2 (W] As|)s (11.38)
o, usando (11.35),
WA =1 (03 AoUno) (11.39)

Es decir que para que A, de la misma medida para todo estado debe
ser

Ay = Uy AU, (11.40)

Habiamos visto ya que en la mecanica cuantica habia cierta am-
bigliedad con las funciones de onda: dos que diferian en una fase cons-
tante nos daban resultados idénticos para la medida de observables.
Ahora vemos que hay una ambigiiedad mas amplia: el valor medio del
operador A; en el estado |1}1 da el mismo resultado que el de Ay en el
estado [1))s.

Hablaremos en relacién a lo anterior de esquemas®: el andlisis de
un sistema se puede hacer en el esquema 1 o en el esquema 2. En rea-
lidad, hay infinitos esquemas posibles, tantos como operadores lineales
unitarios U.

Evolucion temporal

Postulado 7: El espacio de Hilbert H de los estados de un sistema
cuantico en un instante t arbitrario es idéntico al de los estados del
sistema en un instante “inicial” t.

Introduzcamos un esquema S y un esquema H de la siguiente ma-
nera:

e En el esquema S los estados evolucionan en el tiempo, |¥())s, v
los operadores son independientes del tiempo, A(t) = A(ty).

8En inglés se habla de diferentes pictures.
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e En el esquema H los estados no evolucionan en el tiempo,
|U(t))m = |¥(to))m pero los operadores si: A(t) # A(to).

Los esquemas S y H son conocidos como esquema de Schrodinger y
esquema de Heisenberg por razones que quedaran claras pronto. Para
encontrar el operador U(t,ty) que ligue estados y operadores, en par-

ticular A A
Gu(t) = UT(t, t0)dsU(t, to) (11.41)

notemos que si hay invarianza ante traslaciones en el tiempo debe ser

A~ A~

U(t,to) = U(t — to) (11.42)

Llamemos H al generador infinitesimal de traslaciones en el tiempo.
Entonces podremos escribir a U en la forma

U(t —ty) = exp (—;(t - to)ﬁ) (11.43)

y para el operador posiciéon tenemos por ejemplo,
7

(t— to)lfl> {s exp (—;(t - to)lf[) (11.44)

dir(t) = exp (
Vemos que, como estaba implicito en la notacién, H es independien-
te de t

A

Hpy(t) = exp (;(t — to)ﬁ(t0)> Hs(to) exp <_i

Lt - to)ﬁ(to)) (11.45)

Hemos usado aquf que en general A5<t0) = Apy(to) y que el exponencial
de H conmuta con H.

Postulado 8 (en el esquema de Heisenberg): Sea un intervalo durante el
cual no se hacen medidas.

(i) El estado |¢) g del sistema es el mismo en todo el intervalo.

(i) Si el sistema esta “aislado”, hay invarianza frente a traslaciones
en el tiempo y el observable A tiene un operador asociado AH(t) que
evoluciona en el tiempo segun la férmula

~

An(t) = exp (;(t - to)ﬁ(to)) An(ty) exp (

?

(- to)ﬁ(to))
(11.46)
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Al operador H , generador de las traslaciones infinitesimales en el
tiempo lo llamaremos Hamiltoniano del sistema y al observable asociado
a este operador lo llamaremos energia.

Es natural haber identificado al generador H con el Hamiltoniano
conectado con el observable energia si recordamos que en mecénica
cldsica la energia es la constante de movimiento asociada con la inva-
rianza ante traslaciones en el tiempo.

De la ec.(11.46) es facil ver, teniendo cuidado en respetar el orden
en que aparecen los operadores al derivar, que

dAy(t) i

b7 - [H, Ap(1)] (11.47)

De aqui vemos que si [H, Ay (t)] = 0 entonces A es un observable que se
mantiene constante en el tiempo, i.e., es una constante de movimiento.

Supongamos que [)) ;7 es un autoestado de A(t) . Si A es constante
de movimiento entonces A(t) = A(to) y |¢) i es autoestado de Ay en
todo instante.



Clase 12

Evolucién temporal

Ya a esta altura solo resta convencernos que existe un operador
unitario U(t) que cumple

As(t) = U Ay ()T (1) (12.1)

tal que Ag(t) = Ag(to). De la férmula (11.46) es fécil ver que el operador
adecuado es

~ 1

Ut) = eXp(—%ﬁt) (12.2)
En efecto, tenemos
L
h

= exp(—%ﬁt) exp (;L

exp <—;L(t - to)ﬁ> exp(—%ﬁt}

As(t) = 0(0)exp( (¢~ to) B s (to)exp (¢ — ) 1) 010

(t — t@ﬁ) An(t) x

1 o~ u 7 A
= eXP(—ﬁHfO)AH(to)eXP(ﬁHto)

= As(to) (12.3)

Es decir ) )
As(t) = As(to) (12.4)

como debe ser en el esquema de Schrodinger en el que los operadores
son independientes del tiempo.
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En resumen, para cambiar de esquema a los operadores tenemos
Ag = exp(—%f[t)AH exp(%ﬁt) (12.5)

y para cambiar de esquema a los estados,

1

FHO ) (12.6)

[¥(t))s = exp(

Es fécil ver que [1(t))s obedece la siguiente ecuacién de evolucién
temporal:

dl(t))s iy
——= = ——H|yY(t 12.7
IS — L0 (12.7)
que podemos escribir de manera sugestiva como
- d|y(t
Alo(t)s = ni I (128)

dt

Proyectaremos esta ecuacién sobre la base |¢)s del operador § en el
esquema de Schrodinger. Notemos que como el operador ¢ esta en el
esquema de Schrodinger es independiente del tiempo por lo que sus
autofunciones también lo son. Entonces

d

Stal () = his(al Tho(E)s = hisslgwd)s  (129)

Utilizando la notacién (q|i(t))s = ¥(q,t) tendremos finalmente

(g )
ot

Hip(q,t) = hi (12.10)
que no es otra que la ecuaciéon de Schrodinger dependiente del tiempo.
En el marco de los postulados de la mecanica cudntica esta ecuacién
ha surgido del estudio de la evolucién temporal de los estados.

Una propiedad importante de los distintos esquemas se refiere a los
autovalores. Consideremos un autoestado de un operador Ay(t) en el
esquema de Heisenberg:

Ag(t)|a)yy = ala)y (12.11)
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L [t) a izquierda

Multiplicando por exp(—%

(PSR (S T~ (S
exp(—ﬁHt)AH exp(ﬁHt) exp(——Ht)|ayy = anp(—%Ht)]@H

h
(12.12)
y usando que '
7 ~
la)s = exp(—ﬁHt)\a)H, (12.13)
tenemos R
AS|CL>S = a|a>s (1214)

Vemos que Ay y Ag tienen los mismos autovalores. Este es un resultado
muy importante:

Los autovalores del observable son independientes del esquema.

Es decir que el resultado de las medidas sera, como era de esperar si la
nocién de esquema tiene algin sentido, independiente de cudl esqueme
utilicemos.

Ecuacién de Ehrenfest

Por definicién de esquema tenemos que

s As|e(t))s =u (L|Au (b)) u (12.15)

que para simplificar notacion escribiremos asi:
(Ag) = (Ag) (12.16)

De (12.16) podemos deducir, ya que los estados en el esquema de
Heisenberg no dependen del tiempo, que

d(Ag) . dAy
hi o = (hi o

Si insertamos en el conmutador la identidad escrita asi:

) = ([H. An]) (12.17)

I= exp(%f[zﬁ) exp(—%[—]t) (12.18)
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es facil ver que los estados en el esquema de Heisenberg se pueden
escribir en términos de los de Schrodinger usando esos exponenciales
con lo que se obtiene

h@'d<i5> = ([H, Ag]) (12.19)

que nos da la evolucién temporal de los valores medios en el esquema de
Schrodinger en una férmula llamada de Ehrenfest, que establece que la
evolucion temporal de los valores medios es formalmente idéntica a la
que dan las ecuaciones de Hamilton de la mecanica clasica. Por ejemplo
si elegimos Ag = Py aceptamos que H= p?/2m +V, tenemos

dfl? = (-VV) = (F) (12.20)
Si en cambio elegimos Ag = q,
d{g) _ ,p
A 12.21
dt <m> ( )

de donde podemos concluir que vale la ecuacion de Newton para los
valores medios. ).
d*(q)

(F)=m=o

(12.22)

donde F es el observable “fuerza’.

Cuantificacion candnica

Postulado 9: Sea un sistema con anélogo clasico en el esquema de Hei-
senberg.

e Los operadores “basicos” son p; y ¢; (1 = 1,2, 3) que corresponden
a los observables impulsos y coordenadas del sistema y satisfacen

[pi, 4] = —hidy;

[ﬁi?ﬁj] = [qu7qu] =0
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e Todo observable A que en mecénica clésica toma la forma A(p, ¢)
se describe cuanticamente via el operador A = A(p, §).

Ejemplo: La energfa cinética cldsica T' = p?/2m deviene, por el postu-
lado 9
~ ﬁQ
T=-— 12.23
o (12.23)

Vimos que en la representacién de coordenadas se tiene que p = (h/i)V
de manera que en tal representacion

. h2

T=-——V° 12.24

v (12.24)

Nota: Hay en este postulado una ambigiiedad. A la cantidad cldsica
A = pq le podemos hacer corresponder A= pq o A = gp y no son
equivalentes puesto que p y ¢ en general no conmutan. Una manera de
salvar este problema es escribir A = (pg + qp)/2 y entonces definir

A== (p +ap) (12.25)
que es lo que se llama orden normal de operadores.
Un ejemplo de cuantificacién candnica

Sea una particula de masa m y carga eléctrica e en un campo elec-
tromagnético (E, B),

I X
E=-V¢—-—— 12.2
Vo= (12.26)
B=VAA (12.27)
con
Au=(9,4) (12.28)

el campo de gauge.
El Lagrangiano clasico de la particula es

1 . 1 - 1. -
L= imfg +ejtA, = §mf2 te(Z7.A— ¢) (12.29)
C
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El correspondiente Hamiltoniano clésico tiene la forma

. 1 . 2
H=pi-L=5_ <ﬁ— “A. t)) +ed(F, 1) (12.30)
donde hemos usado oL
=% =mi+ A (12.31)
o0r c

De acuerdo con el postulado de cuantificacion candnica, el Hamiltoniano
cudntico del sistema es

A 1 2, € - 2 5
A= ( _c (x,t)) +ed (1) (12.32)
Tomemos el caso de un campo electrostatico en que B=0 y ¢ = o(Z),

H= 2?172(]3)2 + ed(T) (12.33)

En cambio, para un campo magnético constante con ¢ =0y

1

A=_-"BAZ
2 i

(Hemos tomado B= (0,0, B)). Después de un poco de dlgebra se llega

a
o V- S B(FAP)+ - B(z? + 1) (12.34)
=V - —B. —— B(x .
2m 2m TAP 2mece y

Es féacil ver que en un campo electromagnético no se conserva p sino
p— G/CA([E, t)a

~

[H,p— -A(Z,t)] =0 (12.35)

oOlo®

Simetrias y conmutadores

Vimos que si un observable A es conservado el operador asociado A
conmuta con el hamiltoniano

A, H] =0
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Ahora veremos como esta esto ligado con una invarianza del sistema.
Consideremos un estado del sistema en el esquema de Schrodinger

[0(0)s = exp(~7 HOY(O)s (12.36)

de manera que en la representacién de coordenadas {|q)}

(g, t) = {gle(t))s = (d] eXp(—;mW(O»s (12.37)

Sea G el generador de transformaciones infinitesimales de cierta trans-

~

formacion (una traslacién - G = p-, una rotacién, etc). Sabemos que el
estado transformado |¢)? se puede escribir

0 = exp(— GOl (1239

con 6 el parametro de la transformacién. En el sistema transformado
tendremos

00,0 =" {alo ()% = lal exp(; G) exp(— HOD(0)S (1239

Pero tenemos que

D0 = exp(— 3 GO) (0)s (12.40)

con lo que

0(0,0)" = {al exp(; GO) expl(— 3 At exp(~ 1 COWO))s  (12.41)

o0, usando la ecuacién (10.38), para reemplazar el ket en ¢ = 0 en el
lado derecho por un ket a tiempo t,

A~

0(a,1)" = 0l exp(3GO) exp(— H1t) exp(—+.GO) exply ) (1)) s
(12.42)

Reescribamos (12.42) de la manera compacta

V()" = (alF1p(t)s (12.43)
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con . . ) )
R i i~ i - i
F = exp(ﬁGQ) exp(—ﬁHt) exp(—%GH) exp(%Ht)
Vemos que si fuera cierta la identidad F' = I (12.43) devendria
¥(g,t)" = (alv(t))s = ¥(g,1) (12.44)

Es decir que la funcién de onda en el sistema transformado seria idéntica
a aquella en el sistema sin transformar. En otras palabras, el estado del
sistema “no se enteraria de la transformacién”. Y esto seria cierto para
cualquier estado del sistema. Concluimos entonces que si F = Tel

sistema seria invariante ante tal transformacién. Pero para que F' = [
es necesario que se cumpla que

exp(%@&) exp(—%ﬁt) = exp(—%ﬁm) exp(

7

Gt)

Y esta igualdad tiene como condicién necesaria y suficiente que Gy H
conmuten. Podemos concluir entonces que

La condicion necesaria y suficiente para que un sistema con Hamilto-
niano H sea invariante frente a una transformacion cuyo generador
infinitesimal es G es que

(G H] =0 (12.45)



Clase 13

El momento angular

En la mecénica clésica, la invarianza de un sistema ante rotaciones (del
sistema de coordenadas o de observador, segin el punto de vista que se
adopte) lleva naturalmente a la definicién del vector momento angular
como cantidad fisica que se conserva,

L=&Ap (13.1)
O, en componentes
Li = eijkmjpk s 1= ]_, 2, 3 (132)

Segun las reglas de cuantificacién canénica, el operador cuantico aso-
ciado es

(13.3)

)

A

8P

L=

O €en componentes

A

L; = €12 (13.4)

No hay problemas de ambigiiedad que requiera un ordenamiento pues
la no conmutacién entre coordenada e impulso da una contribucién
simétrica que se anula al ser multiplicada por €.

Es facil comprobar que L; es un operador hermitico. En efecto,

A

LI = cijuplal = eijuprd; (13.5)

y usando

123
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tenemos . o
LzT = Eijk<—hi5kj + fjﬁk) = €ijkZiPr = Li (13.7)

También es facil ver usando (13.6) que las componentes L; no conmutan
entre si, sino que satisfacen reglas de conmutaciéon de la forma

De esto deducimos que no se pueden medir al mismo tiempo con pre-
cision absoluta las tres componentes del momento angular. No son o-
peradores compatibles. Esto pareciera dificultar el conocimiento de la
magnitud del momento angular con precisién (ya que en su médulo
intervienen las tres componentes). Sin embargo, dado

A

L? = L;L; (13.9)

vale

(L%, L] =0 (13.10)

De manera que L? y una de las componentes L; si pueden ser medidas
simultaneamente con precision absoluta.

Por convencién suele llamarse L, a la componente que se elige junto
a L? para integrar el CCOC.

Dijimos que en mecanica clasica L surgia de analizar la invarianza
de un sistema fisico ante rotaciones. ;Qué tiene que ver el operador
L; con las rotaciones? Consideremos una rotacién infinitesimal (con
parametro €) alrededor del eje 3 = z. Un vector ¥ se transforma segin
la matriz de rotaciones R, (¢)

7 =R.(e)T (13.11)
cose sine 0 1 € 0
R.(e)=| —sine cose 0|~ | - 1 0|+0(H) (13.12)
0 0 1 0 0 1
que podemos escribir
10 0 0 1 0
R.ie)=10 1 0|+e|l -1 0 0]+0() (13.13)
0 0 1 0 0 O
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de manera que

0O 1 0 T Y
=2 —-T=¢e| -1 0 0||y|=¢€¢|—-2 (13.14)
0 0 0 z 0

En mecanica cuantica sabemos que para rotar un operador A debemos
conocer el generador de rotaciones, en este caso alrededor del eje z, G,
y escribir

A= exp (—;G;) Aexp (;LGZ6> (13.15)
de manera que
6A = ——€[G., A] (13.16)
En particular, si A = &

0T = — G, 7] (13.17)

Se puede comprobar que la componente L3 = L, cumple precisamente
con la condicién necesaria para ser el generador de rotaciones G,

G.=1. (13.18)

Es decir que el operador momento angular L; es el generador infinites-
imal de rotaciones alrededor del eje i. Para convencernos escribamos
explicitamente

A

L, =2p, — Ups (13.19)
0, en representacion de coordenadas,
. h
L, = —(x0y, —y0y.) (13.20)
1
donde
0, = 2 (13.21)
C ox '

Pero entonces

—%e[f)z, 7] = —€[(20, — y0,)7 — F(xd, — yO,)] (13.22)
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Luego de hacer actuar las derivadas se obtiene

i . )
——¢[L,,T] =€¢| —x (13.23)
h 0

que es lo que habiamos obtenido en la ec.(13.14) para 62 cuando rela-
cionamos la medida de la posiciéon en un sistema con la obtenida en
otro rotado respecto del primero en un angulo €. Con esto confirmamos
entonces que L, es el generador infinitesimal de rotaciones alrededor
del eje z y analogamente sucede con L, y I:y. Entonces tenemos que,
sobre operadores A una rotacién con angulo finito ¢ alrededor del eje z
se escribe

A% = exp (—;ﬁﬁ) Aexp (;iﬁ) (13.24)

Como L, es un generador de una transformacién de simetria, dado
un sistema con Hamiltoniano H , tal sistema serda invariante frente a
rotaciones si y solo si [H, L,] = 0.

Si se tratara de una rotacién alrededor de los tres ejes, con angulos

0 = (01,05,05),
A0 — exp <—;LIA/,01> Aexp <;LI:ZQZ> (13.25)

Una estructura de generadores que satisfacen un algebra como la
que obedecen los L;, definida por las reglas de conmutacién (13.8)

[Li, L] = heijnln (13.26)

se llama algebra de Lie del grupo ortogonal O(3). A los ntmeros he;jp,
se los llama constantes de estructura del dlgebra.

Autofunciones

Como vimos que [L?, L;] = 0, los operadores L* y L. tienen que tener
una base comun de autofunciones que trataremos de encontrar. Llame-
mos |af7) a los kets que corresponden a tales autofunciones:

L?|aBy) = h*alapBy) (13.27)
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L.aBr) = hBlasy) (13.28)
Con el indice 7 estamos indicando una eventual degeneracion.
Va a ser conveniente introducir dos operadores, L, y L_ definidos
asi:
Ly=1L,+ilL, (13.29)
L_=1L,—iL, (13.30)

de manera que se tiene

LyL_=1L1?+L2+hL. (13.31)
y A A A A A
L_L,=L,+L—hL. (13.32)
con lo que
LyL_+L Ly =2(L2+1%) =2(L*- L% (13.33)
y A A A A A A A
L.L_ —L L, =[L,, L |=2hL, (13.34)
Analogamente se puede ver que
[L.,Li] = +hLl. (13.35)

O sea que el dlgebra definida en (13.26) en términos de {f}z} se puede
escribir en una base diferente, usando {L, L,}. Esta base se llama de
Cartan y en ella las reglas de conmutacion basicas son entonces

(L., L_]=2hL, (L., L] =+hLl. (13.36)
Notemos que como [[:2, [:Z] = 0, se tiene inmediatamente que
(L% Ls] =0 (13.37)

Ahora estamos en condiciones de analizar el ket Ly |aBy). Calcule-
mos

L*(Li|aBy)) = LiLl?apBy) = hPa(Li|aBy)) (13.38)
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En cuanto a la accién de f)z, después de usar (13.36) se llega a

L.(Li|aBy)) = h(B £ 1)(Li|afy)) (13.39)

De (13.38) vemos que Li|afy) es autofuncién de L? con el mismo
autovalor que |afv). De (13.40) en cambio vemos que si bien L |c/37)
es autofuncién de L,, el autovalor correspondiente es 3+ 1. Concluimos
entonces que

Lylafy) = Cla(8 + 1)) (13.40)

O sea que podemos inferir que los autovalores de L, saltan de 1 en 1
salvo que la constante C' fuera nula. Por otra parte, dado que

|| L |aB7))? = (@Bry|L2|aBy) > (13.41)
Y 2 2
|| Ly|aBy)|* = (aBy|L2]|aBr) > (13.42)
resulta A A
(|12 - E2lay) = B2 (a — §7) = 0 (13.43)
donde hemos usado
(apylaB) =1 (13.44)
Tenemos entonces que
a> [ (13.45)

Los autovalores de L? son semidefinidos positivos. Dado un valor posible
que llamaremos «g, los valores de ( seran

Bo, Bo+1, Bo+2,.., Bmar < V0
de manera que debe ocurrir que
L |aBmaay) = 0 (13.46)
de donde
0 = L L+|aﬁma:v’7>

= (-Z-/ hﬁ )’aﬁmax’w
(04 ma:c (ﬂmaz + 1)’aﬁmax7> (1347)
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con lo que
o = ﬁmax(ﬁma:p + 1) (1348)

Se puede hacer un anélisis similar a partir de 3y actuando con L_. Se
llega a que

L_|aBminy) = 0 (13.49)
y en lugar de (13.48) a
a = ﬁmm(ﬂmm - 1) (13'50)
Luego, de las ecuaciones (13.48) y (13.50 ) resulta que
Bmaz(Bmaz + 1) = Bmin(Bmin — 1) (13.51)
Hay dos soluciones posibles para esta relacion cuadratica:
Brin = Fmae + 1 (13.52)
Bmin = —Bmae = =1, 120 (13.53)

con fae > 0. La solucién (13.52) es absurda por lo que tenemos en-

tonces
B=—1, —14+1, —1+2,...1—1,1 (13.54)

a=1(+1) (13.55)

Hay entonces 2]+ 1 valores de (3 que van de —[ a [ por lo que /3 solo
puede ser entero o semientero y escribiremos

aBy) = |lmy) (13.56)

Llmy) = BA(+1)|imr)
L)lmv) = hm|imn) (13.57)

—1<m<l (13.58)

Para poder avanzar més en el conocimiento de los autovalores, con-
sideremos a las autofunciones en la representacién de coordenadas y
escribamos a los operadores en coordenadas esféricas. Para comenzar,
tenemos que

L* = (FAP).(F A D) = r(p)? — F(F.p)p + 2ihip (13.59)
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Ahora bien, la componente del gradiente en la direccién de r es 9/0r
con lo que

h 0
Fp= 13.
Tp= ST (13.60)
y (13.59) se puede escribir
o 2 4220 2, 0
L*=1r°p +hrﬁ+2hr§ (13.61)
0 0 0
L =r*p" + 10— r® — 13.62
TP ar \" ar ( )

Ahora bien, tenemos que
10 0 1 0 0 1 0
—Q:_h2 2:—h2 - 2 ¥ Mo e - v
b v <r2 or (T 07") + sin 6 Oy Sm089 + sin? 8902>
(13.63)

Usando (13.62) se tiene entonces

o (LD, 1
L =—-h (sin@(% Sln880+sin296<,02 (13.64)

En cuanto a L., se tiene facilmente que

~ h
;o

z

= — 13.65
1 Op ( )

Las ecuaciones (13.64) y (13.65) nos dan entonces a L? y L. en
coordenadas esféricas. Es evidente ahora que en representacion de co-
ordenadas las autofunciones |lm~) solo dependerén de (6, ¢) por lo que
basta considerar

(Opllmy) = Wiy (0, )
Entonces, la ecuacién de autovalores de L,
LT (0,0) = hmW,,, (6, @) (13.66)

toma la forma
h O

;%\If,m(e, ) = mh¥,,. (0, ) (13.67)
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que se integra trivialmente
iy (0, ) = exp(imip)O(0) (13.68)

La dependencia en el dngulo azimutal dada por (13.68) implica que
m debe ser entero pues de ser semientero Uy, (0,0) = —W;,,.(6,2m)
y descartamos autofunciones “multivaluadas”. Tenemos entonces hasta
ahora para los autovalores y autofunciones

LWy (0, 0) = R21(1L 4 1)W1y (6, 0) (13.69)

L0100, 0) = hmWy,,, (6, ©) (13.70)

con [ un entero positivo o nulo y m entero tal que
1=0,1,2,... —1<m<l (13.71)

Si escribimos L, explicitamente en la representacion de coordenadas es
facil ver que toma la forma

L, = hexpl(iy) ((989 + i cot 9;@) (13.72)

de manera que

0= L,V (0,0) = hexp ((m+ 1)p) (87@ — mcot 60) (13.73)

00
de donde resulta que
0(0) = Asin'() (13.74)
con lo que
Uy (0, ¢) = Aexp(ily)sin' () (13.75)
Vemos entonces que no hay degeneracion alguna y que ¥y, = Yy con

Yim (0, ) los armonicos esféricos. Aplicando L_ escrito explicitamente
en coordenadas (6, ) se pueden obtener todos los arménicos esféricos
a partir de Y;; de manera que podemos escribir para las autofunciones
de L2 y L,

<990|lm> = Almyim(& 90) (1376)
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con Ay, una normalizacién adecuada. Puede mostrarse facilmente que

Laftm) = my/i(1 + 1) F m(m + 1)[Im*1) (13.77)

con lo que cualquier autofuncién puede construirse a partir de |Il):

(I+1) 1
(20)1(1 — m)! p=m

llm) = L=mi1) (13.78)



Clase 14

Potenciales centrales

Vimos que el operador momento angular L=2%A 5 es el generador
de rotaciones infinitesimales. Sabemos que si [ﬁ , E] = 0 se cumple que

(dI_:) /dt = 0y entonces diremos que el momento angular es conservado.
Sea un Hamiltoniano de la forma

n2

2 p —
H=— 14.1
v (14.1)
Como vale que R
[Li,p°] =0 (14.2)

el Hamiltoniano conmutara con el operador L; si se cumple que

A

L, V(@)] =0 (14.3)

Al igual que para probar (14.2), usando la forma explicita para Li,
L; = €j1%;pr, se encuentra que la condicién necesaria y suficiente para
que valga (14.3) es que

V=V(z|]) =V(r) (14.4)

Es decir que, al igual que en mecdanica clasica, el sistema sera invariante
ante rotaciones y el momento angular se conservara si el potencial es
“central”®. En tal caso, podremos trabajar con {H, L2, [A/Z} como ope-
radores compatibles y, segiin sea la forma del potencial central, buscar

9T.e., depende solo de la distancia al centro

133
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en cada caso sus autofunciones comunes. Es evidente que convendra
escribir al Hamiltoniano en coordenadas esféricas en las que

(14.5)

con L? expresado en coordenadas esféricas segtin vimos en la ecuacién

(13.64),
i 1o 0 1 &
L =—n? Sosinf— + ————
4 (meae 055+ sn? ea¢2>

y p? la parte radial del Laplaciano,
1d d
2 = —hP—— [ r— 14.6
b, e (14.6)

El problema de autofunciones y autovalores a resolver es entonces

H|Elm) = (2]3; + V(r))|Elm) = E|Elm) (14.7)

que en la representacion de coordenadas se escribira

A

2

~9
Dy
( 2m + 2mr?

+ V(’r))\PElm(Tv 97 90) = E\I/Elm(’ra 07 @) (148)
con Vg, (1,0, p) definida como

Pero como conocemos cémo actua el operador L? sobre las autofun-
ciones W gy, (1, 0, ) podemos escribir al problema de autovalores en la
forma

2

~D
(2

om 2m7“2l(l + 1) + V(T))\IJElm(ra 97 90) - E\IjElm(T7 97 90) (1410)

Como m, el autovalor de L, no aparece en la ecuacion, concluimos que
las autofunciones solo dependeran de F y [. Luego, en un potencial
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central los autovalores de energfa y de L? tienen una degeneracién de
20 + 1. Conviene escribir entonces

1
Vi (1,0, ) = —Lra(r)Yim (0, ) (14.11)

La ecuacion de Schrédinger para los estados estacionarios en un poten-
cial central se reduce entonces a

2 1
B+ (;;(E = V(1) = U+ 1)) T =0 (14.12)
donde Y%, = (d?/dr?)Y g;. El problema de una particula de masa m en
un potencial central se ha reducido a un problema en una dimensién,
solo que en el dominio (0, 00) y con un “potencial efectivo” V,¢(r) dado
por
2

2mr?

Al segundo término de (14.13) se lo llama barrera centrifuga. No queda
traza de L, y sus autovalores en la ecuacién (14.12) por lo que al de-
terminar la energia habra una degeneracién de 21+ 1, los valores que el
nimero cuantico m puede tomar para un dado /. En un problema como
este en una dimensién no hay ninguna otra degeneracion adicional,
siempre que el potencial vaya a cero en el infinito y 72V (r) — 0 en el
origen de manera que sea valido un analisis del tipo del qui hicimos
para problemas en una dimension.

Notemos que cerca del origen domina la barrera centrifuga y la
ecuacién (14.12) deviene

Ver(r) =Vi(r)+ [(1+1) (14.13)

" :21(1 )T =0 (14.14)
con lo que la solucion regular en el origen tiene la forma
T = Artt! (14.15)
y la densidad de probabilidad dP

dP = |V *r?dr ~ r*+? (14.16)
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Cuanto mas grande es [, mayor es la probabilidad de encontrar a la
particula lejos del origen. Un andlisis como el que hicimos al estudiar
las propiedades generales del movimiento en una dimensién permite ver
que si £ < 0 el espectro es discreto y si £ > 0, continuo. El estado
fundamental tiene que corresponder, necesariamente, a [ = 0 ya que
la parte angular de la funcién de onda (los armonicos esféricos) tiene,
cuando [ # 0 nodos y sabemos que el estado fundamental no los tiene.

El atomo de Hidrégeno

Vamos a aplicar lo que aprendimos de movimiento en un potencial
central al estudio del dtomo de Hidrégeno. Pero primero analizaremos
cémo este atomo formado por dos particulas, un electrén de masa m, y
carga g. y un protén de masa m, y carga g,, puede escribirse como un
problema de una particula (cuya masa es la masa reducida del sistema
protén-electrén) en un potencial central. Empecemos por tabular los
valores de masas y cargas:

m, = 1.7 x 10™*"kg g = 1.6x 107" Coul
me = 0.91 x 10~*%%kg Ge = —1.6 x 107" Coul (14.17)

Existen dos fuerzas atractivas entre el protén y el electrén: la gra-
vitatoria y la eléctrica. Pero la primera es 103¢ veces méas débil que la
segunda por lo que el potencial que consideraremos sera exclusivamente
el coulombiano
2
Gle _ ¢

= = —— 14.1
vir) dmegr T ( 8)

con r la distancia entre ambas particulas (que consideraremos pun-

tuales)
r=|r, — T (14.19)

El Hamiltoniano del sistema tiene la forma

~2 n2 2
=2 4 B (14.20)

-~ 2m, 2m,, T
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donde 9 -
- = (14.21)

p(;‘ - — ) pp - . =

i O i OF)

Al igual que en la mecénica clasica, conviene comenzar por separar el
movimiento del centro de masa; para ello definimos

Rey = 14.22
M, (14.22)
Pom = . + iy (14.23)
de manera que H toma la forma
R P2 A2 2
H=zom P (14.24)
2My  2p r
donde My = m, + m,, la masa reducida p esta definida como
MM
- P ° 14.25
S (14.25)
y el momento relativo ﬁ como
2, mpﬁe - meﬁp
= "= 14.26
P Me + My, ( )
Como m, = 0.0018 x m, podemos aproximar
L~me, P p. (14.27)

Es claro de la ecuacién (14.24) que el Hamiltoniano queda separado
en una parte correspondiente al centro de masa y otra al movimiento
relativo:

H = Hey + H, (14.28)
R K2
Heoy = _Mng (14.29)
R h2
H, = ——V? (14.30)
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[Her, Hy] =0 (14.31)
por lo que al problema estacionario
H(7,,72) = B (75, 7°) (14.32)
lo podemos resolver separando variables
w(Fpa 7Te) = XCM(ECM>w(m (1433)
Hearxen = Ecvxeu (14.34)
Hp(7) = Ey(F) (14.35)
con
Er=Fey+FE (14.36)
La solucién de (14.34) es una onda plana,
1 = .
XcMm = €xp (hPCM-RCM> (14.37)
con
P 14.38
Ecuy = _
oM =g ( )

Queda entonces por resolver la parte del movimiento relativo. Podemos
reemplazar como vimos la masa reducida por la del electréon y el impulso
relativo por el del electron:

~2

(o + V(r)(@) = Bu() (14.39)
Me

En un problema de potencial central como este, el conjunto de opera-

dores compatibles esta dado por {]:IT, f/Q, f/z} Para resolverlo conviene

nuevamente separar variables proponiendo una forma que para la parte

angular corresponda a los armoénicos esféricos (que son las autofunciones

angulares adecuadas para un problema de potencial central)

. 1
V(@) = Up(1)Yim(0%) (14.40)
Con esto, la ecuacién radial que resta resolver es

L2 d? 1 e2
T + WW +1) — 7)UEz(r) = EUg(r) (14.41)

(
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Como buscamos soluciones regulares debe ser Ug(0) = 0. En estas
condiciones el problema unidimensional que enfrentamos tiene un es-
pectro discreto para E < 0y continuo para £ > 0. Conviene definir las
siguientes cantidades y variables:

h2 M€4
- B, =
T —F
= — A= —_— 14.42
P= g (14.42)

Con esto, la ec.(14.41) deviene
d? 1 1 9
<d7p2 - ?l(l +1)+ QE)UEI(/)) = NUgi(p) (14.43)
A grandes distancias esta ecuacion se reduce a
u' ~Nu,  p— o0 (14.44)

de manera que el comportamiento asintotico de la solucién es, para el
caso de los estados ligados (E < 0, A real positivo)

u ~ exp(—Ap) , p — 00 (14.45)
Entonces conviene escribir

u(p) = exp(—=Ap)y(p) (14.46)

y resolver para y(p),

2 1
" —2M/ + <p —~ ;l(l + 1)) y=0 (14.47)

La solucién debe satisfacer y(0) = 0. Proponemos un desarrollo en serie
de la forma

y(p) = p* Y cop” (14.48)
q=0

con s positivo. Insertando este desarrollo en (14.47) resulta de comparar

potencias que
—l(l+1)+s(s—1)=0 (14.49)
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cuya unica solucién consistente es s = [ + 1. Ademads, se obtiene la
relacion de recurrencia:
(g+DA—1

=2—c,_ 14.50
O N2y 50

De aqui resulta que para ¢ > 1

a9t s (14.51)
Cqg—1 q

Pero el lado derecho de (14.51) coincide con la relacién de los coefi-

cientes del desarrollo de exp(2A\p), que diverge para p — oo. Luego,

como en el caso del oscilador, la serie debe cortarse y ello solo puede

suceder, a [ fijo, si para algun entero ¢ = k se cumple que

(k+DA=1, k>1 (14.52)
Con esto, los autovalores de la energia resultan
1
F=Fy=—-E—— 14.53
kl I(k 12 ( )

con Ey, definida en (14.42), con un valor que para el atomo de Hidré-
geno es de
E; =13.6 eV < m.c? (14.54)

Esta formula muestra que tiene sentido haber trabajado en una apro-
ximacién no relativista. En cuanto a la ec. (14.53), que da la energia
de los estados ligados, vemos que a medida que crecen los enteros k
y [, la energia se aproxima a cero por los negativos de manera que
en este limite la ligadura desaparece y por eso E; se llama energia de
ionizacién. Es facil ver que los coeficientes del desarrollo (14.48) (que
es un polinomio) tienen la forma

k-1 (21 + 1)

=(—1)¢ 14.55
“= ) T T s e @ (14.55)
Podemos escribir entonces para la solucion completa
k—1
Ui (T) = p' exp(=Aup) Y cgp'Yim(0, ©) (14.56)

q=0
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Para [ fijo se tienen infinitos posibles valores para la energia poniendo
k =1,2,3,.... Dado que m no aparece en estas férmulas, cada valor
de la energia tiene una degeneracion ligada a los 20 + 1 valores posibles
de m a [ fijo. Pero ademas hay una “degeneracion accidental” debido a
que puede suceder que

k+l=K+1, k4K 140 (14.57)

Conviene entonces definir n = k + [ y escribir

1
B,=~Er—, n=12... (14.58)

con
1=0,1,2,...,n—1 (14.59)

En términos de n y [ la degeneraciéon D[F,] del nivel E,, se calcula

asi:
n—1

DIE,) =) (2l4+1)=n" (14.60)

1=0
Las primeras funciones de onda radiales tienen la forma

1 T
Up=1,1=0.m=0(1) = exp(——) (14.61)
mad Qo
U (1) = ———exp(—5—)(1 — o) (14.62)
n=2,1=0,m=0\T") = eXpl—5— - — .
21=0, 0 87'['(1% P 2@0 2@0

En general la funciéon de onda completa se escribe

2
Vimn = ! exp (_77;0> L2 (n;) P"(cos @) exp(imy)  (14.63)
donde Li(r) son los polinomios de Laguerre y /" (cos #) los de Legendre.

La funcién de onda del atomo de hidrégeno tiene superficies nodales
(i.e. en las que 1 = 0). Suele estudiarse por separado la parte real y
la imaginaria. Para comenzar, hay [ — m valores de 6 para los que
P™(cosf) = 0. Por otra parte, la parte real y la parte imaginaria de

exp(ime) se anulan para m valores del azimut. L*T} (nQTTO) se anula

en n—1[—1 valores de r. Para [ # 0, r! tiene un nodo en r = 0. Sumando
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todos estos casos, se tiene que salvo en el estado S (I = 0), el nimero
total de superficies nodales es n (contando a r = 0 como una superficie
nodal).

Solo si I = 0 la funcién de onda serd apreciablemente no nula cerca
del origen, lo que implica que el electron tiene una probabilidad finita
de estar sobre el nicleo y por ello quedar atrapado en lo que se conoce
como una captura electronica.

Como vimos, hay un ntmero infinito de niveles de energia del dis-
creto, (un infinito numerable). Para £ > 0 se tiene un espectro conti-
nuo. En £ = 0 hay un punto de acumulacién (£, = 0 para n — 00).

En las paginas siguientes se representan, usando la misma escala,
las dos primeras funciones de onda radiales y luego la parte angular (en
modulo cuadrado) de algunas de las funciones de onda del dtomo de
Hidrégeno.
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U100

.05¢

U200

-0.02¢

-0.04¢

En los archivos 7y20.bmp” e ”"y21.bmp” disponibles en la misma
pagina que este texto puede verse representaciones paramétricas de la
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parte angular de funciones de onda del 4tomo e Hidrogeno.

Una simetria dinamica O(4)

En un problema clasico en que el potencial es del tipo 1/r (problema
de Kepler) se sabe desde hace mucho que ademds de H y f/, existe
otra constante de movimiento que permite entender porqué las orbitas
son cerradas. Este vector se llama vector de Lenz o de Runge-Lenz.
Clasicamente se lo define como

N PAL R (14.64)

m T

donde x = e? para el caso del potencial coulombiano. Para que el
operador cuantico asociado con esta cantidad sea hermitico, se da una
definicién simétrica de la forma

“, 1 A0S S
M:(ﬁ/\L—L/\ﬁ)—RF (14.65)
2m r
Puede mostrarse que
[M,H)=0, M.L=LM=0 (14.66)

Ademas, existe la relacion siguiente:
M =Z=(L2+ 1) + K’ (14.67)
m

Pauli tomo a las 3 componentes de M como generadores adicionales

a los de rotacién identificados con L. Estos seis generadores pueden
ser asociados con los del grupo O(4) siempre que se consideren estados

de energia negativa (ligados). Determinando como hicimos con L los
autovalores de combinaciones de los 6 generadores de O(4) y usando
(14.67) se puede sin mds obtener una férmula para la energia

1

E,=-E ——
"2k +1)2

k=0,1/2,1,... (14.68)

que coincide con la previamente obtenida (14.58) si si identifica n =
2k 4 1. Solo que de esta manera la degeneracién adicional esta ausente.



Clase 15

El spin

El concepto de spin de una particula tuvo que ser introducido para
explicar una experiencia de Stern y Gerlach que en 1922 reportaron
resultados sobre el momento dipolar magnético de atomos de plata que
no concordaban con lo que predecia la teoria cuantica. La palabra spin
tiene en inglés un sentido de giro y asi fue usada por Compton en 1921
cuando escribié, al concluir un trabajo sobre rayos X: “ the electron
itself, spinning like a tiny gyroscope, is probably the ultimate magnetic
particle”.

La experiencia de Stern y Gerlach utiliza un haz de atomos atomos

ionizados que eran conocidos por sus propiedades paramagnéticas!®.

10Nota, para mateméticos: Campos magnéticos y eléctricos constituyen los ele-
mentos fundamentales con que se construye la teoria del electromagnetismo clasico.
Estos campos no son mas que componentes de una curvatura definida en un cierto
fibrado. Los potenciales escalar y vector con que se construyen los campos electro-
magnéticos no son mas que las componentes de la conexién con la que se define la
derivada covariente a partir de la cual se construye la curvatura.
Ciertos materiales responden a la accién de campos magnéticos. Al momento de
realizarse el experimento de Stern y Gerlach se entendia que esta propiedad estaba
relacionada con las corrientes eléctricas que los electrones atémicos generan al mo-
verse en sus “Orbitas”. Segun las ecuaciones de Maxwell que constituyen la base del
electromagnetismo clasico, -todo campo eléctrico que varia en el tiempo genera un
campo magnético.
Las corrientes eléctricas generan entonces campos magnéticos microscépicos por lo
que los atomos eran vistos como imanes microscopicos a los que se asociaba un “mo-
mento magnético” Cuando actiia un campo magnético externo sobre estos imanes
microscépicos, tiende a ordenarlos como el iman del costurero de la dama lo hace
con las alfileres. Groseramente, los materiales magnéticos se clasifican como dia-

145
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Los atomos de plata se evaporan en un horno y son “acomodados”
en un haz utilizando un colimador con un diafragma. Ese haz entra en
un campo magnético muy inhomogéneo que lo desviara segin sea el
momento magnético de cada atomo del haz. Los atomos asi deflectados
chocan contra una placa metalica en la que condensan dejando una
marca visible.

En la pagina siguiente vemos un esquema simplificado del aparato
usado por Stern y Gerlach. Vemos que el campo magnético utilizado
tiene una intensidad de unos 10* gauss. Si llamamos z a la direccién
perpendicular al movimiento, el magneto es tal que el gradiente de
campo es muy grande en esa direccién, |dB, /dz| ~ 105gauss/cm. Esto
indica que el nimero de lineas por unidad de area aumenta mucho
de sur a norte. Por supuesto, como VB = 0, esta variacién debe ser
compensada por la de otra componente (en este caso dB,/dzx).

Anotaremos como 1 al momento magnético de los atomos de plata.

A

Atomos de
Ag >
a1000°C

/AN

electroiman
(1 o4 gauss)

colimador

pantalla

magnéticos, paramagnéticos y ferromagnéticos. En los diamagneticos los campos
microscépicos tienden a “oponerse” al campo externo resultando esto en un campo
neto mas débil. En los paramagnéticos tienden a aumentarlo. Al ferromagnetismo
puede pensérselo como un paramagnetismo exagerado.

Se utiliza un parametro u, llamado permeabilidad magnética, para caracterizar a
estas diferentes posibilidades. En los materiales diamagnéticos p < 1. En los para-
magnéticos p > 1. En los ferromagnéticos p > 1.
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La energia potencial que adquieren en presencia de un campo magnético
B sera:

V =—m.B (15.1)

por lo que la fuerza a que estan sometidos y que los desvia es

B) (15.2)

3

F=v(

Para comprender el origen del momento magnético de los atomos
de Ag conviene recordar que los electrones de este atomo estan todos
salvo uno en capa cerrada. El electrén de valencia (i.e., el inico que no
estd en capa cerrada) tendrda un cierto momento angular y por ello, a
partir de un razonamiento clasico, tendra un momento magnético. En
efecto, una particula cargada al moverse genera una corriente eléctrica
que induce un campo magnético y un momento magnético que resulta
proporcional al momento angular de la particula

o~ L (15.3)

Al ser sometido a un campo magnético externo, cada atomo sentira
un momento 7 dado por

F—mAB = — 15.4
T=mA o ( )
O Ssea que
dL -
i 15.
dt (15.5)

y tendremos, como en un giréscopo, la precesion de L alrededor de
un eje. En la figura siguiente representamos esta precesion tomando al
campo magnético en la direcciéon z (que corresponde al desvio del haz
en el esquema anterior del experimento de Stern y Gerlach).
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__

Como L y m precesionan alrededor de z el promedio temporal alrededor
de los otros ejes es nulo,

<mm>temp - <my>temp =0 (156)

por lo que la fuerza promedio F serd

—

F = 6(<mz>temsz) = _<mz>temp

V]

dB
=1k (15.7)

dz

o sea que la fuerza es proporcional a la componente z del momento
magnético promediado o, lo que es lo mismo, a la componente z del
momento angular,

F,~L, (15.8)

Vemos entonces que el dispositivo de Stern y Gerlach nos permite, a
partir del andlisis del desvio del haz y del cdlculo de la fuerza que lo
produjo, medir el momento angular del electréon de valencia.

Como los momentos magnéticos de los distintos atomos que forman
el haz estan orientados al azar, no hay una direccién preferencial para
los m. Entonces, m, puede entonces tomar cualquier valor, desde un
maximo m, = +|m| a un minimo, m, = —|m|. Segin este andlisis
clasico, en la pantalla se veria una traza continua producida por los
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atomos al llegar desviados de manera continua, entre un punto de desvio
maximo “a” hasta un punto de desvio minimo “b”. En la figura siguiente
mostramos cual seria la imagen en la pantalla si este analisis clasico
fuera correcto

Imagen clasica

Si en lugar de este andlisis clasico procediéramos a uno cuantico basado
en lo que establece la cuantificacion canodnica, deberiamos comenzar
por construir el Hamiltoniano del electron de valencia en un campo
magnético como el de la experiencia,

~ 1 A e -
H,=—(p. — -A)? 15.9
o (5= <A (159)
El potencial vector de un campo magnético como el de la experiencia
puede escribirse asi:

A=ZBAF (15.10)

N —
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El Hamiltoniano (15.9) puede entonces escribirse asf :

52 2

2 De € S oo S 2 2 2
H, = — B AT). B
52 R 2
De o T € 2 2 2
= — B.L B 15.11
2m.  2mec + 2m.c? (z7+y)B(2) ( )

-

Hemos usado que para un campo como el dado por (15.10), [p, A] = 0.
Podemos ahora despreciar el llamado término diamagnético, de la forma

e2

e (% + y*)B(2)? (15.12)
ya que es muy pequeno, dado que (22 + 3?) es del orden del radio de
Bohr y aparece dividido por c2.

Dado el campo magnético en cuestién, el producto de B,L, que
aparece en la ecuacién (15.12) puede ser identificado con B.L. Entonces,
si llamamos e .

L (15.13)

m =

2mec

el Hamiltoniano del electron de valencia puede ser escrito como

A2
N De S =
i, = _m.B 15.14
STeall (15.14)
Es facil probar que o o
[HE,LZ] — [HeyLZ] — O (15.15)

por lo que el CCOC adecuado para trabajar es {H., L2, f/z} Los au-
tovalores de L, pueden tomar un ntimero impar de valores Aim, —[ <
m < [ por lo que m, puede tener 2/ + 1 valores,
h
m, = Do = Bm (15.16)

2mec

lo que nos permite escribir en general

St N

=3 (15.17)
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La imagen que deberia verse en la experiencia de Stern-Gerlach deberia
tener un numero impar de trazas de impacto.

Imagen de la cuantificacién canénica

En realidad el momento angular del electrén de valencia del atomo
de Ag es nulo, asi que la imagen deberia ser la de un tinico punto en el
centro de la pantalla. Pero la imagen que se obtiene en la experiencia
es la que mostramos abajo:

Imagen experimental
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Que en la experiencia el haz se divida en dos implica que el momento
angular del electron de valencia del atomo de Ag seria tal que 2[.+1 = 2
0, lo que es lo mismo, aceptar que el electréon tiene un momento angular
le = 1/2. Esto permitiria que m, = +1/2. (Recordemos que los valores
semienteros del momento angular habian sido descartados por unicidad
de la funcién de onda). El paso necesario a dar es el de postular que el
electrén tiene un momento magnético intrinseco m, que no proviene del
movimiento “orbital”. A este momento magnético lo podemos pensar
como producido por un momento angular intrinseco, que anotaremos

como §y llamaremos spin,

—

s = gf (15.18)

St wyp>

Hemos utilizado el mismo factor de proporcionalidad § (llamado mag-
netén de Bohr) que aparecia segun la cuantificaciéon canénica en la
férmula del momento magnético orbital, (15.17). Pero como en este caso
la proporcionalidad no tiene porqué ser la misma, hemos introducido
un factor de correccién que llamamos g. Como necesitamos justificar la
imagen doble en la pantalla, tenemos que §, = +1/2. Con esto, puede
determinarse experimentalmente el valor de g que al dia de hoy esta
establecido en

Gex = 2 % (1. 001 159 652 193 £ .000 000 000 004)

En el marco de la Mecanica cuantica en que estamos trabajando no
puede predecirse el valor de g. Recién cuando se hace un analisis rela-
tivista se obtiene un valor tedrico muy préximo al experimental, g = 2.
Es en el contexto de la Teoria cudntica de campos cuando se logra un
valor tedrico sorprendentemente proximo al experimental. En efecto, en
lo que es considerado uno de los triunfos mas espectaculares de la Elec-
trodindmica cudntica (llamada habitualmente QQ E'D segun sus iniciales
en inglés) la teoria predice

Geor = 2 % (1. 001 159 652 459 £ .000 000 000 123)

Una vez que introducimos un momento angular de spin podemos,
recordando que los autovalores del momento angular podian en princi-
pio ser enteros o semienteros, copiar lo que aprendimos para el momento
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angular orbital, i.e. o )
{Li, LJ] = thz]kLk

L2|Im) = 211 + 1)|im)
L.|lm) = hm|im)

y escribir para S,

5, 8;] = hieyis (15.19)

En cuanto a las autofunciones,
§%smy) = hs(s + 1)|sms) (15.20)
S.|sms) = himg|smy) (15.21)

que en este caso, en que necesariamente |s,| = 1/2y s = 1/2, se reducen
a

1 1 321 1
P-4+ )= "=+ = 15.22
Sty =Ty (15:22)
1 1 Bl 1
S =+ )V =+—|=+= 15.2
s!2 2> 515 2> (15.23)

Con la introduccién del spin resolvemos un problema (el ligado al
desvio en dos haces del haz de electrones en un campo magnético)
pero creamos otro. En efecto, si hay un momento magnético propio al
electrén, éste deberd acoplarse al momento angular “orbital” L pro-
ducido por el movimiento del electrén en su orbita. Es decir, tendremos
un Hamiltoniano de interaccién de la forma

A

Hypy = 15.L ~ §.LL (15.24)

con lo que

[Hint, L] # 0 (15.25)
El sistema pareciera haber perdido la invarianza bajo rotaciones espa-
ciales. Solo si pensamos que el spin se asocia con el momento angular L

para formar un operador de momento angular total J podremos esperar
recuperar la imagen que relacionaba el momento angular con rotaciones

e invarianzas. A los autovalores de este J deben contribuir los enteros
que son autovalores de L? y los semienteros (1/2) de §%.
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Comencemos por establecer el algebra del momento angular total.
Como en los casos del momento angular orbital y el de spin, escribire-
mos

[ i, ;] = hiegjiJ (15.26)
J2|jmy) = B2j(j + 1)|jm;) (15.27)
J2lgmy) = hmy|im;) (15.28)
Los autovalores j pueden tomar valores enteros o semienteros, positivos,
1 3
=0,=,1, =,... 15.29
j ) 2’ ) 2’ ( )
En cuanto a m;, puede tomar 25 + 1 valores,
—j<m;<j (15.30)

Con un j fijo, tendré entonces 25 4+ 1 autofunciones independientes que
generan un subespacio que llamaremos de espinores de rango 2j.

Para dar una definicién precisa de un espinor, recordemos cémo se
define un vector ordinario en el espacio de tres dimensiones: se dice que
tres cantidades v; (i = 1,2,3) son las componentes de un vector ¢ si
transforman bajo rotaciones segin la ley

Uz,' = Rz’jvj > R e O(S) (1531)

Diremos que 2j + 1 cantidades e; (i = 1,2,...2j + 1) son las com-
ponentes de un espinor de rango 2j si transforman frente a la rotacién

R € O(3) definida en (15.31) segin
¢; = D}i(R)ex, (15.32)
La matriz de (25 + 1) X (2j + 1) componentes D7(R) representa una

rotacion sobre objetos de un espacio vectorial de dimensién 25 + 1, los
espinores.
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Algunos ejemplos

Espinores de rango 0: Como el rango 25 = 0, debe ser 5 = 0. La di-
mension del subespacio es dim = 1. las matrices D(R) son entonces
ntimeros y la ortogonalidad de O(3) hace que tengamos

D°(R) =1

Un espinor de rango cero no cambia entonces frente a rotaciones: es
un escalar:

Espinor de rango 2: Como 2j = 2 debe ser j = 1. El espinor debe tener
3 componentes y lo podremos escribir asi:

€1
es (15.33)
€3

Las matrices de rotacién D'(R) son magtrices de 3 x 3 que rotan a
estos espinores segun férmula

e} e
e | = DY(R) | ey (15.34)
el es

Los espinores de rango 2 transforman entonces como las componentes
de un vector.

Espinor de rango 1: Como 2j = 1 debe ser j = 1/2. El espinor debe
tener 2 componentes y lo podremos escribir asi:

(el) (15.35)

€9

Frente a rotaciones se transformaran asi:

(ell> = D2(R) (el) (15.36)

e )

con D%(R) matrices de 2 X 2 que representan rotaciones.
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En general se puede definir un producto escalar de espinores:
(e.f)=efit+esfat ... +esfomn=¢f; (15.37)
Este producto es ciertamente un escalar pues ante rotaciones
(¢, f') = e fi = e, 1o(D3y) (R) Dyy(R) (15.38)
Basta entonces con que D?(R) sea unitaria para tener

(e, f)= (e [) (15.39)



Clase 16

Vamos ahora a tratar de hallar las matrices D7(R) en cada repre-
sentacién. Empecemos por la que corresponde a j = 1 que rota es-
pinores de rango 2, es decir vectores de 3 componentes. Estard dada
por 3 matrices de 3 x 3 que de hecho ya conocemos, pues coinciden (a
menos de algun posible cambio de base) con las matrices que generan
las rotaciones de los vectores ordinarios.

Empecemos por definir, a partir de los operadores J;-, operadores J4
como hicimos ya con los momentos angulares orbitales Li:

Jr = Jy, £1J, (16.1)
Con j = 1 sabemos que m; = —1,0,1 por lo que las autofunciones de
J? y J, serdn
1—1), [10), [11) (16.2)
La accién de J, sobre estas autofunciones sera:
Ji11) = 0
Jo10) = n11)
Jy1-1) = £10) (16.3)

Con esto podemos construir los 9 elementos de matriz:
AT 11 =0 (10} [1-1) = A (1 1]J,[1-1) =0
(-1 10) =0 (10L,[10)=0 {11[L,[10)=h
(1-1]JL |1 1) =0 (10[J4|11)=0 (11|J4]11)=0

O sea que podemos escribir matricialmente

0 1 0
Jo=h|0 0 1 (16.4)
00 0
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Anélogamente tendremos para J_:

0 0
J_=h|1 0 (16.5)
0 1

o O O

A partir de la relacién (16.1) podemos determinar J, = (1/2)(Jy 4 J_)
obteniendo:

5 0 1 0
L=5(1 01 (16.6)
0 1 0
y también J, = (—i/2)(JL — J_)
A 0O 1 0
Jy=5 1 01 (16.7)
Lo =1 o0

En cuanto a J,, tenemos que

(1-1[JJ1-1) = —=h (1 0]LJ1-1) =0 (11]L|]1-1) =0
(1-1]2]10) =0 (10[L]10)=0 (11L[10)=0
(1-1lJ.)11)=0 (10[J.J11)=0 (11|11 =nh

-1 0 0
J.=h| 0 0 0 (16.8)
00 1

Estas matrices corresponden a los generadores del grupo de rotaciones
en la representacién en que éstos actian sobre vectores de 3 compo-
nentes. Sin embargo, las matrices que obtuvimos al estudiar rotaciones
y el momento angular orbital y sus generadores no tienen la forma que
acabamos de obtener. En particular, recordemos que el generador de
rotaciones alrededor del eje z (que llamamos G, y coincidia con L,)
estaba representado por una matriz de 3 x 3 de la forma:

0 — 0
G,=h| 1 0 0 (16.9)
0 0 0
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Es facil ver, sin embargo, que existe una matriz O que por una trans-
formacién de similitud identifica a J, con G,:

J,=07'G.0 (16.10)

Esta transformacién corresponde a pasar de G, a una matriz diagonal
como es J,. Es decir que O es una matriz diagonalizante. Dado que
se trata de matrices hermiticas, O debe ser unitaria. Vemos que O es
simplemente la matriz que produce un cambio de base en el espacio de
los vectores de 3 componentes. Explicitamente se encuentra que:

1 90 4L
V2 V2

0= e 0 o) (16.11)
0 1 0

En realidad, observando la forma de J, y G, es facil ver que al cambiar
de base lo que se hace es intercambiar el papel de las 2¢ y 3¢ filas y
columnas. También se puede comprobar que con la misma matriz O se
produce el correcto cambio de base para los generadores J, y J,.

Pasemos ahora a estudiar la representacién que corresponde a j = 1,
que rota espinores de rango 1, es decir de 2 componentes. Estara dada
por 3 matrices de 2 x 2 que calcularemos de manera analoga a como
hicimos para los espinores de rango 2.

Con j = 1/2 sabemos que m; = —1/2,1/2 por lo que las autofun-
ciones de J2 y J, serdn

|1 1> |1 1

2 27 22

Conviene definir a J4 con una normalizacién adecuada al caso j = 1/2:
1

V2

Con esta normalizacion, la accion de J, sobre las autofunciones seré:

) (16.12)

Js (Jo £iJ,) (16.13)

~ 11

J+l5 5)
~ 1 1 h 11

Dy = =2 16.14
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Con esto podemos construir los 4 elementos de matriz:

Gl =0 G HEi-h=2
G- B=0 (-3l -} =0

O sea que podemos escribir matricialmente
h /0 1
7= 750 o)
Anélogamente tendremos para J_:
h
g - <0 O>
V2 \1 0

A partir de la relacion (16.13) obtenemos

h(o 1\ _h
%—2(10)22“

h(0 —i\ _h
Jy_2<l O>:2O'2

En cuanto a J,, tenemos que

G D=1 4 Hi-P=o
<%_%‘ z|% %)ZO <%_%| z’%_%>:_%

Por lo que podemos escribir

o1 0\ _ h
L—z@ A)Zf”

(16.15)

(16.16)

(16.17)

(16.18)

(16.19)

A las matrices 0; (i = 1,2, 3) se las conoce como matrices de Pauli. En
términos de estas matrices, una rotacion R de parametros 6;, actuando

sobre espinores de dos componentes se escribe asi:

DI/Q(R) = exp(—%Jié’i) = exp(—%oﬂi)

(16.20)

Si por simplicidad consideramos una rotaciéon alrededor del eje 3,

7
Dy*(R) = eXP(—§U393)

(16.21)



161

y desarrollamos en serie el exponencial, tendremos:

D) - oo (3) (16.22)

o n! \2

Es facil ver que

ol=o0s=o03=1 (16.23)

por lo que (16.22) se puede escribir

12 > 1[0\ & AN
Dy () = 3 (=1 5 (2) B Ty <2>

k=0
(16.24)
° 0 f
Dy*(R) = cos(;) — iossin(;) (16.25)
Utilizando la forma explicita de o3 dada en (16.19) tendremos
12, (cos(8) —isin(¥) 0 >
Dy (R) = ( 0 cos(%) + isin(¥)
’ (-i9) 0
1/2 _ eXp(—15
DY2(R) ( . (ig)) (16.26)

Es interesante comparar esta expresion, que da la expresion de la matriz
de rotacion de un angulo 6 alrededor del eje z para un espinor de 2
componentes con la correspondiente a igual eje y dngulo pero para un
espinor de 3 componentes (un vector):

cosf sinf 0
—sinf cosf 0 (16.27)
0 0 1

Si en lugar de haber considerado una rotacién alrededor del eje z
hubiéramos considerado una general, dependiente de tres parametros
(01, 05,03), después de desarrollar en serie habriamos obtenido, en lu-
gar de (16.25)

DY*(R) = cos <9> 1= i%% g <9> (16.28)
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con

92 == 97,91

Nota 1: El algebra de Lie
[ji7 j]] = h’LEUkjk

corresponde a la de los generadores del grupo de rotaciones O(3) (o
SO(3) si pedimos det = 1). Pero también coincide con la de los gene-
radores del grupo SU(2) (matrices unitarias de determinante 1 cuya
representacion mas pequena estd dada por matrices de 2 x 2). Sucede
que existe un homomorfismo, SU(2) — SO(3), entre ambos grupos.
Para los espinores que acabamos de estudiar, se puede ver que existe el
isomorfismo siguiente

SU(2)/Zs ~ SO(3)

Aqui“SU(2)/Zy” representa el “coset” o “ grupo cociente” de SU(2)
con el grupo de los enteros modulo 2 Z; = +1. Este coset corresponde a
identificar a los elementos Ay —A de SU(2) con un unico elemento de
O(3). O sea que los elementos de SU(2)/Z5 son las matrices de SU(2)
a menos de un signo y estos elementos coinciden con los de SO(3). En
general el “centro” de SU(N) (i.e. el conjunto de subconjunto de ele-
mentos que conmuta con todos los elementos del grupo) es Zy (Usando
el lema de Schur puede verse facilmente que los elementos del centro
deben ser multiplos de la identidad lo que lleva a Zy para SU(N)).

Esto se puede entender facilmente en el caso de N = 2: para SO(3)
una rotacién de 7 y de —x alrededor de un eje cualquiera son idénticas
mientras que para SU(2) difieren en un signo. Se dice que SU(2) es el
grupo de recubrimiento o de spin de SO(3).

Nota 2:

Una representacién es irreducible si no existe ningtin subespacio
(aparte de los subespacions triviales vacio y el que coincide con todo el
espacio) que quede invariante ante las operaciones del grupo.

Resultados bien conocidos de la teoria de grupos permiten probar

que, con el producto escalar que definimos para los espinores, como
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DJ(R) es unitaria, puede siempre escribirse como suma directa de re-
presentaciones unitarias irreducibles. O sea, que podra escribirse asi:

D'(R) Oej+nx@ir+1)  O@j+1)x(27+1)

O2jr+1)x(25+1) D/(R) O2jr+1)x(27+1)
| (16.29)
Ojrinx@itny  Oeinxery — DV(R)

La submatriz D’(R) (de (25’ + 1) x (25’ + 1)) actiia en el subespacio
|7/m) conm = —j', —j" +1,...,+75".

Los valores de j que aparecen en la descomposicién (y cudntas ve-
ces aparecen) dependen del problema que uno trate. Pero lo que se
puede probar en general es que los valores son todos enteros o todos
semienteros. Esto es lo que se llama una regla de superseleccién.

La prueba de lo anterior estd basada en el hecho de que cuando j
es entero, D}(2r) = I mientras que si es semientero D}(2r) = —I . En
efecto, si un vector dado pudiera tener componentes en subespacios de

j entero y semientero al mismo tiempo, entonces tendria la forma

[¥) = alpe) + Bls)

con |i.) en el subespacio de j entero y [¢s) en el de j semientero.
Pero entonces al hacer una rotacién de 27 alrededor del eje 3 la matriz
actuarfa como la identidad I en [¢s) y como —I en |t¢,). Asi que el
espinor rotado [¢)® tendrfa la forma

) = alye) — Blvy)

Pero como se trata de una rotacién de 2, 1)) no puede diferir de ¢
mas que en una fase. O sea que « =0 6 § = 0. O sea que el espinor no
puede tener simultaneamente componentes con j entero y j semientero.
Por lo tanto para generar una base en el espacio de Hilbert se usan solo
los valores enteros o semienteros de j, segin los casos.

>R
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Clase 17

El momento angular total

Vimos a partir del experiment de Stern-Gerlach que era necesario asig-
nar al electréon un momento angular intrinseco, que llamamos spin cuya
proyeccién §, tiene autovalores £1/2. Quiere decir que la funcién de
onda que describe al electron tiene que tener informacion sobre el spin
y su proyeccién, Vimos que en la representacion de coordenadas, dado
el ket |t > que representa un estado de un sistema (el electrén, por
ejemplo), la funcién de onda estaba dada por la proyeccién de ese ket
sobre | >, las autofunciones del operador posicién,

W(F) =< T > (17.1)

Pero ahora es evidente que ademas de proyectar sobre | >, que tiene
que ver con las coordenadas espaciales (variables espaciales) del sis-
tema, es evidente que tendremos que proyectar sobre un ket ligado a
las variables de spin. Constgruyamos entonces el siguiente producto
tensorial:

|7 > ®|smg > (17.2)

que para el caso especifico del electron podremos escribir como

1 1
r> Q- = > 17.3
7> @l +5 (173)

El ket resultante es autofuncién de 5?, 52y s,

A 1 1 1 1
27> Q= £=> = Z¥>Q= £= >
7|7 ®\2 5 7|7 ®|2 5
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1 1 1.1 1 1
FOTPN 2 -
e et | S 4o
s]x>®\2 5> h2(2+)|a:>®!2 5 >
1 1 1 1 1
LE>SQs > = £-|F> Q| £- 17.4
s|:1c>®|2 5 > 2|x>®!2 5 > (17.4)
Para simplificar la notacién, escribiremos (17.3) en la forma
7> @ £ 5= |Fm, > 41 (17.5)
x - - = |TMyg y mg = — X
2 2 2

de manera que la ortonormalidad y relaciéon de clausura para esta base
se escribira asi:

< fm5|a;’msz >= 5(3)(3_7'_ a?)éms,msx

3 /d3x|fm5 >< Fmy| =1 (17.6)
mszi%
con lo que
W >= > /d?’x < Img|Y > |Tmy > (17.7)
mszzl:%
o, llamando
Um, (T) =< Tmg|yp > (17.8)
W>= Y / B (T)|Fms > (17.9)
ms:i%

O sea que ahora la funcién de onda en la representacion de coordena-
das tiene dos componentes,

V(@) V4@ (17.10)
que podemos acomodar en un espinor representado por

o@= (300 ) = v (o) rea@ (V) omm

( i’) (17.12)
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con S, dado por

5, = Zag _ Z (é _(i) (17.13)
En resumen, la experiencia de Stern-Gerlach nos ha ensenado que ade-
mas de las coordenadas, la descripcion del movimiento de una particula
cuantica requiere, en casos como el del electron, de una nueva variable
especifica que puede tomar solo valores discretos, relacionados con su
momento angular propro, que nada tiene que ver con el momento angu-
lar orbital. Ademas de las variables x, y, 2z, la funcién de onda depende
entonces de una variable de spin que indica el valor de la proyeccién del
spin en la direccion de algin eje en el espacio. Se trata de una variable
discreta por lo que varias notaciones son posibles:

77Z)(x’y7z;ms> ¢m5(1‘7y, Z) <d)+é(l‘7

(17.14)
Se trata de un espinor de rango 25 = 1 que se transforma frente a
rotaciones tal como aprendimos. Por ejemplo, para una rotacion de un
angulo infinitesimal d¢ alrededor del eje z tenemos

l

V(T mg) = (1 — ;

5. 00)6(Fm,) (17.15)

y para una rotacién finita de un angulo ¢

PP (2 m,) = exp <—;;Lszg0> PO (2my) (17.16)

que explicitamente toma la forma
V(T my) = (cos(;p) — iog sin(i)) VO (T my) (17.17)
Vemos que para ¢ = 27 se tiene
V(T ms) = —p°(T;ms) (17.18)
Para esta rotacion se tiene que ' = & por lo que

V(T my) = = (2 my) (17.19)
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Y vemos entonces que el espinor cambia de signo al dar una vuelta
completa al sistema de coordenadas. Vamos ahora a calcular el valor
medio de §, en el estado ¥(Z'; my)

<i> = <ylips= 3 /d% < P|8.|Fm, >< Tmyltp >

1
mszi§

(17.20)

<s> = Y [dr<ldim, > (@)
ms::t%

= 0 Som [ e, (@, (@)

mS:i%
h h

= o [ el -5 [ vy (17.21)

que podemos escribir en forma compacta como

5 hof s s =
<d>=3 /d 2Py (F) — §/d zP_(7) (17.22)
donde

Pu(®) = sy (17.23)

de manera que P, (Z) representa la densidad de probabilidad de encon-
trar al electron en el punto Z con la proyeccién de su spin con un valor
+1/2 y Py (%) la densidad de probabilidad de encontrar al electrén en
el punto Z con la proyeccién de su spin con un valor —1/2.

Estudiemos con més detalle la rotacion de estos espinores. Para eso,
consideremos un punto P en el espacio:

W(P) = (%Eg) (17.24)

Al espinor transformado por una rotacion R lo anotaremos:

(P) = (ﬁg;) (17.25)
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Consideremos el sistema de coordenadas utilizado para ubicar al punto
P. Las coordenadas antes de realizar la rotacién las son . En el sistema
rotado, 7j. Estas coordenadas estan ligadas por la rotacién asi:

Ty, = RT (17.26)
Para el espinor rotado lendremos entonces:
W' (Z) (17.27)

y para el espinor sin rotar,
¥(Zo) (17.28)

Estos espinores estan ligados por la rotaciéon R en la representacién
adecuada, D'?(R),

V(%) = D'V (R) (&) (17.29)
0
V' (RZy) = DY*(R)()) (17.30)
Si ahora hacemos un adecuado cambio de nombre llamando 7 a
¥ = R, Zy=R'%
tendremos
V'(Z) = DV*(R)W(R™'%) (17.31)

Vemos que hemos logrado relacionar el espinor sin rotar con el rotado
de manera que en ambos lados de la igualdad aparezcan las mismas
coordenadas 7. Esto apunta a obtener una frmula final en la que, como
veremos, las coordenadas del punto no aparecen modificadas por la
rotacion.

Consideremos para simplificar una rotacion infinitesimal de dngulo
€ alrededor del eje z. Tenemos

€

DY?(R)~ 1T — i=8. (17.32)
En cuanto a Z, dado que R tiene la forma
0 1 0
R~I—-¢| -1 0 0 (17.33)

0 0 O
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con lo que
0 1 0
R~I+e|l -1 0 0 (17.34)
0 0 0
podemos escribir
Y
R'Z~7+e| -2 (17.35)
0
Reemplazando todo esto en (9.31) tendremos,
W(®) = (I — iz 8+ eyy — ez, 2) (17.36)
Desarrollando en serie ¢ a orden €
@ = =i (v +aly -l
— (- if5) (v@) - i Lu(@)
- u—%@—%@w@)
- U—d%@¢@) (17.37)
donde hemos escrito R A
J,=1L,+3, (17.38)

Podemos interpretar entonces a J, como el generador infinitesimal de
rotaciones alrededor del eje z. Cuando actia sobre el espinor ¥, L,
“ataca” la parte de coordenadas y 5. la de spin. Lo mismo podiamos
haber hecho con rotaciones alrededor de cualquier eje, por lo que tiene

sentido definir el momento angular total J como

~
— ~

J=L+% (17.39)

Una rotacion finita general con angulos 0= (01, 05,03) transforma en-
tonces al espinor ¢ () segin la férmula
1%

V() = exp(—~0.)0(@) (17.40)
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Como adelantamos, en esta formula las coordenadas del punto en que
consideramos al espinor original y al rotado son las mismas.

Dadas las dlgebras que obedecen L y 5 es facil comprobar que J
satisface:

Un electrén en un campo magnético cons-
tante

Dado un Hamiltoniano H, escribiremos la ecuacion de Schrodinger para
una particula de spin 1/2 en la forma

i <¢+(§7 )) _ m@ <1/}+(§7 )) (17.42)

Supongamos que se trata de un electrén, sometido a un campo magné-
tico constante que por comodidad escribiremos asi:

—

B =(0,0,B) (17.43)

En lo que respecta a la parte de energia cinética ]:Io, el Hamiltoniano
tendra la forma de una matriz diagonal de 2 x 2:

Zo
Hy = <26n §2> (17.44)

pues la energia cinética es la misma para ambas componentes del es-
pinor que representa la funcion de onda del electron de masa m. En
cuanto a la energia potencial 1% , corresponde a una energia potencial
magnética debido a la interaccion entre el campo externo y el momento
magnético m, delelectrén,

~

V =—m,.B (17.45)

Como vimos, m, esta dado por

s = —985 (17.46)
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con § = eh/(2mc) y g = 2. Escribiremos entonces

V=V,3B=V,Bs, (17.47)
con .
v~ (17.48)
me
Con esto,
o S wE-
2m 2
0
N p° 4 gBB
H:<2m+ > 0 B) (17.50)
0 1 _ 98B
2m 2
Proponiendo
¢+(f,t)> <¢+(f)> ( : )
. = L exp | ——Ft 17.51
() = (e o (=5 sy

pasamos a la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo

2 BB
0 b 985 ] \y_(Z) V()
Si el campo magnético fuera nulo, el problema se reduciria a

<%l%)($@>:%<$%) (17.5)

2

<i+%?Ao )(m@U:EﬁM@) (17.52)

Tendriamos en el caso de campo nulo dos soluciones linealmente inde-

pendientes, .
() () 1754

con ¢ la solucién de particula libre que conocemos,

() = Boo(a) (17.55)
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Es decir que al considerar al spin, la energia Fy de un electrén libre
resulta ser degenerada: existen entonces dos soluciones linealmente para
una particula libre con spin 1/2; una con spin “para arriba”, la otra
con spin “para abajo”.

Si ahora volvemos al caso con campo magnético no nulo, las ecua-
ciones para Y, y ¥_ se desacoplan trivialmente:

L @) = Bo@)
LIy @) = Be@) (17.56)
Ly@ = -0
L (R LS NE (17.57)

Cada una de estas ecuaciones es idéntica a la de particula libre pero con
la energia corrida de distinta manera. Es evidente que tenemos nueva-
mente dos soluciones linealmente independientes que podemos escribir
en términos de la solucion de particula libre ¢

(ﬁg) = (%) ((1)> con energia B, = Ly + (B (17.58)

(2 =6 (}) coneunge B =Fy-pp (a7

Es decir que el nivel de energia, que era degenerado a campo nulo, se
ha desdoblado en dos niveles con energias

E.=E,+£ 3B (17.60)

El estado con spin hacia abajo (ms = —1/2) tiene entonces menor
energia, lo que es razonable ya que el momento magnético tiende a
alinearse en forma paralela al campo para minimizar la energia. O sea
que el spin se alinea de manera antiparalela en el estado de menor
energia.

A este desdoblamiento de los niveles de energia se lo llama “efecto
Zeeman” . En la figura siguiente mostramos el esquema de niveles de este
efecto Zeeman elemental producido por un campo magnético uniforme.
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Eg+BB

—— mg=1/2

7
Ep———<
N

RN Eo-BB
Ms=-1/2




Clase 18

Supongamos que el spin de un electréon forma un angulo 6 respecto de
la direccién de un campo magnético como en la figura. Supongamos
que queremos escribir la funcién de onda de spin de tal electrén (por
ahora el campo magnético simplememnte nos da una manera natural
de elegir el “eje z7).

Si el spin fuera paralelo al eje z sabemos que la funciéon de onda seria
simplemente proporcional a
1
(o)

Pero en este caso, como hemos elegido el eje z, no es asi. Pero podemos
pensar en un sistema O en que el eje 2’ si coincide con la direccién 8,
del spin del electrén. En tal sistema tendremos para el espinor que da
su funcién de onda:

w:c(é) (18.1)
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Para escribir la funcién de onde del electrén en el sistema en que el
eje z es paralelo a B, podemos hacer una rotacion de un angulo —0
alrededor del eje y para lograr 2z’ — z:

1 = exp (—;Léy(—@)) Y= Cexp(—igag) <(1)> (18.2)

0 .0 1
v=C <COS(2) + ioy 81n(2)> (0) (18.3)
Usando el valor de o,

0 . (8 0
52 sm(%)) (1) _c ( C(?S(g
(5) cos(3)/ \0 —sin(5
Para estudiar la evolucion temporal de este sistema consideramos la
ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo repitiendo algunos pa-

sos que ya describimos en la clase anterior. Vimos que el Hamiltoniano
de un electrén en un campo magnético B se escribia como:

cos(
—sin

b=C ( ;) (18.4)

H = Hol —m.B (18.5)

con m es el momento magnético propio del electrén, que debimos in-
troducir para explicar la experiencia de Stern-Gerlach:

. 1 -
i = 9055 = —5 (18.6)

Hemos usado para el factor giromagnético del electron el valor aprox-
imado g = 2 y Tomamos Hy = p?/2m y escrito explicitamente una
matriz identidad en el término de energia cinética. Entonces, para el
caso del campo magnético en cuestion, B = (0,0, B), tendremos para
la evolucion temporal del sistema

oY

(HoI + Bos) = his (18.7)

Mas explicitamente

(ﬁz/QanL 3B ﬁg/%g_ 53) (Z*) = maat (5*) (18.8)
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Llegamos asi al sistema desacoplado:

2

hi a (P*/2m + BB
m%ﬂt — — (/2m — BB)_ (18.9)

Llamamos FEj a la energia de la parte libre,
P*/2mp(Z) = Eop(T) (18.10)

con lo que se tiene
. i
vy = (Z,0)exp (_h(EO + 5B)t>

Vo = U@ 0)exp (1 (Eo~ B} ) (18.11)
donde ¥4 (Z,0) = ¥1¢(Z). Tomaremos como condicién inicial ©% una
funcién de onda dada como la dada por la ecuacién (18.4) (reem-
plazando C' por alguna funcién de onda espacial con dependencia no
trivial en las coordenadas, ¢(x)),

Yl = cos(g) P = — Sin(g) (18.12)

Podemos entonces escribir a la solucion completa en la forma

i

F(Eo+0BY) (o)

—;(EO - ﬁB)t) ( (1)) (18.13)

9(F 1) = pl@eos(y) e
(@) sin(5) exp

De aqui vemos que la densidad de probabilidad de encontrar al instante
t al electréon con su spin para arriba es

Py = [gu]? = cos’(}) (18.14)

y para abajo
0
P =y = sin2(§) (18.15)
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Si calculamos el valor medio de s,
- 5 h 3 |2 2,0 o0
<8, >=< Y8, Y >= §/d x|p(Z)|* | cos (5) — sin (5) (18.16)

<8, >= hcosﬁ/d3:c|g0(f)\2 = hcosd (18.17)

Es decir que < 5, > es independiente del tiempo; es una constante de
movimiento.

En cambio, si calculamos < 5, > o < 5, >, veremos que si dependen
del tiempo:

h
< Sy >=< w\gal\w >= i sin 6 cos(w;t) (18.18)
h
< §y >=< ¢|§02|¢ >= R sin 0 sin(w;t) (18.19)
donde la frecuencia de Larmour wy, estd definida como
20B AFE
=—=— 18.2
Wi, n 7 ( 8 O)

con AF la diferencia de energia entre los dos niveles. Es decir que en
presencia de un campo externo B, s, es una constante de movimiento
pero s, y s, no. El electrén se comporta como un trompo, con su mo-
mento angular intrinseco precesionando alrededor del campo magnético
con una frecuencia de Larmour w;, dada por (18.20).

Qué sucede si ademas del campo constante en la direccion del eje z,
se tiene un campo cruzado variable en el tiempo de forma que el campo
externo sea:

—

B = (hcos(wt), hsin(wt), B) (18.21)
El “Hamiltoniano de spin” sera en este caso:
Hypin = 925 (hszcos(wt) + hs, sin(wt) + BS,) (18.22)

hemos vuelto a introducir el factor giromagnético g pues contemplamos
aplicar este ejemplo a otros casos ademés del de un electron. Trabajando
con la forma explicita de s en términos de las matrices de Pauli se
obtiene, luego de un poco de algebra,

_h wr, Qexp(—iwt)



179

donde

g3
O=2"h
A

La ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo toma entonces para
la parte de spin la forma siguiente

Z <QeXCIU)L(z'wt) QeXI:zJ(L_th)) <Zj—L> B mg (¢+> (18.24)

Si probamos con una solucién de la forma
w
Wy = exp(iﬁét)cﬂt) (18.25)

es facil ver que las ecuaciones para c.(t) resultan

ice(t) = (22 exp (Fi(w — wr)) cx (%) (18.26)

Derivando respecto del tiempo la ecuaciéon para ¢, y usando la de ¢_
obtenemos una ecuacién de segundo orden desacoplada

ies () 4 i(w — wi) Qe (1) + Zch(t) =0 (18.27)

cuya solucién es

ci(t) = Aexp (—;((w —wp) + A)t) + Bexp (—;((w —wr) — A)t)

(18.28)
con
A=/ 4 (w—wp)? (18.29)
En cuanto a c¢_(t), obtenemos
21 .
c_(t) = q &P ((w—wp)t) ey (t) (18.30)

Para determinar las constantes debemos dar alguna condicién inicial.
Supongamos que en t = 0 el sistema se hallaba con la proyeccion del
spin hacia abajo,

c:(0)=0 c_(0)=1 (18.31)
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Se encuentra entonces facilmente que

Q
A=-B=—— 18.32
oA (18.32)
Con esto, la solucion sera
Q A
cy(t) = —ix sin(Et) exp ((w —wp)t) (18.33)

La densidad de probabilidad P, al tiempo ¢ de encontrar al sistema con
el spin hacia arriba sera

Pu(t) = ey 0 = 2 sin?(3) (18.34)

=lc = —sin“(— )
+ + AQ 9

Habiendo tomado como condicién inicial que el spin apuntaba hacia
abajo, podemos interpretar a P, como una probabilidad de transicién
del estado en que el spin apunta hacia abajo al estado en que el spin
apunta hacia arriba. En términos de las cantidades originales, tenemos:

P_i(t) = Py(t) = M sin? (%V 1+ (% _Q“’L)2> (18.35)

Los méaximos de esta funcién se producen para instantes t,, tales que el
argumento del seno se hace (2n+ 1)7/2. En particular ¢, toma el valor:

1

T
to = QT_T”)Q (18.36)
y
t, = (2n+ 1)to (18.37)
En estos instantes se tiene que
Poat) = — (18.38)
14 ()2

de manera que si w — wy ~ 0

P ()~ 1 (18.39)
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El sistema oscila entre dos niveles. El efecto es mas pronucniado si la
frecuencia externa del campo cruzado variable es cercana a la frecuen-
cia de Larmour. En este caso se habla de resonancia paramagnética.
Gracias al campo cruzado (en el plano (z,y) variable ﬁ, ademas de la
precesion producida por el campo constante B kel spin “cabecea” en
un movimiento de nutacion, maximo cuando w ~ wy. No solo < §, >
y < 8, > varian en el tiempo como cuando solo habia un campo con-
stante Bk. Tambén cambia < §, > y por ello hay transicién. Si ademas
hubiera habido un momento angular, en lugar de dos estados hubiera
tenido 25 4+ 1 y las transiciones serian entre esos estados.

Las transiciones implican una absorcion de energia igual a la diferen-
cia de de energia que hay entre los dos niveles. La absorciéon de energia
por unidad de tiempo es

dE

con N la poblacién de los niveles. Cuando en medicina se habla de
resonancia paramagnética nuclear, se esta hablando de lo siguiente. Las
moléculas de agua tienen un momento magnético de los electrones que
suma a cero. Pero el protén del nicleo del Hidrégeno tiene un spin y
entonces, cuando se aplica un campo externo como el estudiado, hace
una transicion entre dos estados y absorbe energia. El efecto es chico
pero amplificado se lo ve. El agua del cuerpo entonces es utilizada para
ir obteniendo una imagen a partir de los lugares en que se produce
absorcién de energia.

Experiencias de Stern-(Gerlach en cadena

Vimos que cuando hacemos pasar un haz de electrones por un campo
magnético como el de la experiencia de Stern-Gerlach, el haz se divide
en dos, uno de electrones que sabemos con certeza tienen spin hacia
harriba (ms = +1/2) y otro con electrones con spin para abajo (ms =
—1/2). Cuando en un haz se conoce con certeza la orientacién del spin
se dice que el haz esta polarizado (esto es totalmente andlogo a lo que
sucede con la luz polarizada; en ese caso, son los estados de spin del
fotén -que puede pensarse como un spinor de rango 2, con spin 1-).
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Ahora tomamos uno de los dos haces polarizados (digamos el que tiene
ms = +1/2) y lo hacemos pasar por otro campo magnético pero que
estd en una direccién que forma un dngulo € con el primero (o sea,
un angulo 6 con la direccién de polarizacién). Queremos responder las
siguientes preguntas: jcuantos haces habra a la salida? ;cudles son sus
intensidades?

Graficamos la situacion en la siguiente figura:

. Y

haz incidente / X
polarizado ) /
(mg=1/2) spin // N -
// Lx
y //
Yy,

Hemos representado con linea punteada el sistema de ejes asociado al
primer aparato. El spin del electron, antes de pasar por el segundo
aparato es paralelo al eje z del sistema punteado. Hemos representado
verticalmente el eje z’ que coincide con la direccién del segundo campo
magnético. Podemos pasar del eje z al 2z’ por una rotacién con dngulo
6 alrededor del eje y.

La funcion de onda del electrén cuando pasé por el primer campo
magnético tiene una forma simple en el sistema sin primar:

v@ =@ () (18.41)

Si hacemos una rotacién de —@ alrededor del eje y, podemos expresar
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esta funcién de onda en el sistema primado:

@) = -0 (o) = o) (Snfs) it ) ()
)

)

cos(

- ('D(fl)(sin(

NI |D

(18.42)

A esta funcién de onda la podemos escribir ahora asi:
0. /1 g./0
! _ _ 1 —
W —gocos(2)<0> gpsm(2)<1> (18.43)

No insistimos en escribir explicitamente ¥’ pues en realidad representa
el mismo punto que & pero en otro sistema de referencia. Lo que interesa
es que la probabilidad de encontrar al electrén en la direccién z’ con
proyeccion hacia arriba seré:

P(1) = [of cos®()) (18.44)

y para abajo,
0
P(1) = [l sin?() (18.45)

Si tuviera muchos electrones, lo que es probabilidad para uno es “es-
tadistica” para muchos. El cociente de (18.44) y (18.45) me darfa el

cociente de intensidades de ambos haces:
I P()  cos’(§)

L, P(l) sin®(9)

2

(18.46)

Este es el cociente de intensidades de los dos haces pues aquellos elec-
trones que tienen spin hacia arriba son los desviados hacia arriba en un
campo con polo N hacia arriba y los que tienen spin hacia abajo son
desviados hacia abajo. La experiencia concuerda absolutamente y da
resultados muy diferentes del caso cldsico: si el dngulo fuera 6 = 7/2,
el spin del electron incidente sobre el segundo campo seria ortogonal al
gradiente de campo y no habria fuerza actuante sobre el electrén, que
no se desviaria. Sin embargo cuanticamente tendriamos:
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El cociente de intensidades daria 1 y esto estara en contradiccion con
la intuicion clésica.



Clase 19

Acoplamiento spin-6rbita

Supongamos que un electrén, con un momento magnético M, se mueve
con impulso p en un campo eléctrico E. Por tener carga e, genera un

campo magnético
. 19 -
B=-—-LAE (19.1)
cm

Habré entonces una energia de interaccion entre ese campo magnético
y M

—

L1 .
Vine = —i0.B =~y . L N E (19.2)
C m

Usando la expresién explicita de m, en términos del spin,

ms = —géé’
h
con (3 = eh/(2mc), tenemos
96 - - &
Vi = =25 N B 19.3
t hmcs b ( )

Consideremos el caso de un potencial central,

con ¢ el potencial escalar. En este caso, Vj,; toma la forma

d
Vyy = 90 405 5 n (19.4)

hme rdr
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En términos del momento angular L=7FA P, tenemos finalmente

4

wm::ﬁwgyﬁg (19.5)
con o do
e
= =2 19.
w(r) 4m2c2 rdr (19.6)

donde hemos utilizado el valor ¢ = 2 para el factor giromagnético del
electréon. Cuando se tienen en cuenta las leyes de transformacion rel-
ativista de los campos, se encuentra que, por puro efecto cinemaético,
aparece una contribucién adicional a la energia que tiene la misma
forma que la dada por (19.5) pero multiplicada por un factor —1/2.
Cuando se incluye esta contribucion, llamada el término de Thomas, se
obtiene para la interaccion spin-érbita el resultado completa

2 —
Vint = ﬁw(r)L.é’ (19.7)
El Hamiltoniano del electron tiene entonces la forma
9
b (D°)2m A+ ep(r) 0 ) .
H_< . 2 m s eor) ) + UL (19.8)

Es facil ver que [If[ , iz] # 0 por lo que L, no es un buen operador para
formar el CCOC. Pero en cambio puede verse que .J 2y J,si conmutan
con el Hamiltoniano y junto con 52 y L? formaran el CCOC adecuado.
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Teoria de Perturbaciones (independientes
del tiempo)

Consideremos un Hamiltoniano independiente del tiempo de la forma
H=Hy+\V (19.9)

Aqui Hj representa un Hamiltoniano libre o el que incluye una interac-
ciéon tal que sabemos resolver exactamente el problema de autofunciones
y autovalores asociado:

Holo ) = EQ ) (19.10)

Diremos que Hy es el Hamiltoniano sin perturbar. El término V serd
considerado una perturbacion, un potencial adicional que complica el
problema de manera que, cuando se lo incluya, sea imposible hallar
una solucién exacta. En cuanto a A, es un parametro sin dimensiones
que en algunos casos estara ligado a la intensidad de la perturbacion y
en otros nos dard simplemente una manera conveniente de controlar el
orden de la aproximacion que realicemos.

Consideremos para comenzar el caso en que el problema sin pertur-
bar tiene un

Espectro discreto no degenerado

Ya que no podemos calcular exactamente los autovalores y autofun-
ciones del problema perturbado,

H|tom) = Ep[thm) (19.11)

se puede intentar un desarrollo en serie de potencias de A de la forma
Ep=EQ + AED + NXED 4 . (19.12)
[Um) = Conn| 1) (19.13)

Con = 9 XD N2 (19.14)
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Insertando las expansiones (19.12)-(19.14) en la ec.(19.11) y comparan-
do potencias de \ se tiene, al orden mds bajo (A\°),

Hy Y~ D) = B S c0) |) (19.15)
0
S EQD ) = BY Zcmnlw (19.16)
que tiene como solucion:
) = G (19.17)

A orden 1 en A se tiene:

ZE ) + VB D) ZEOZ%”W )+ B (19.18)

Multiplicando por (9| se obtiene

D BO L (0710 = D) pO) 4 p) (19.19)

mm m < m m

de donde obtenemos para la primera correccion a la energia sin pertur-
bar,

EY = WV I60) = Vi = [ g @)V (@)oQ(@)  (19.20)

Si en cambio tomamos la ecuacién (19.18) pero la multiplicamos por
(W, O | con k # m, obtenemos

B o)+ Vi, = EQ ), (19.21)
de donde obtenemos:
Vin
ok =~y k#m (19.22)

Solo nos queda a orden A por determinar c{!) . Pero basta notar que
|thm) debe estar normalizada orden a orden para que pueda hallarse
este coeficiente en términos de todos los demés.
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Para determinar cudn buena es esta aproximacion, notemos que para
que la energia sin perturbar no se vea corregida demasiado al calcular
la primera correcciéon debe ser

Vim| < B (19.23)

En cuanto a las funciones de onda, se ve que para que la aproximacion
sea buena debe cumplirse que

Vin| < |EL) — EO)| (19.24)

Se puede continuar calculando los 6rdenes siguientes de manera andlo-
ga. Por ejemplo, a orden A\? se obtiene:

‘f ’2
E® =% Vo~ (19.25)
m 0 0

Vemos que si estudiamos cudnto cambia el estado fundamental (m =
0), como E© > E((]O) esta correccion de segundo orden serd siempre
negativa.

Si ademas de espectro discreto hubiera continuo, las féormulas an-
teriores se generalizan trivialmente agregando términos con integrales
analogos a los que escribimos como sumas.

Un primer ejemplo

Consideremos el caso en el que un potencial de oscilador arménico es
perturbado por términos cubicos y cuarticos:

H = Hy + ¢g32° + gua* (19.26)
con
. P2 1
Hy = ot §mw2x2 (19.27)

En este caso el papel de AV lo juegan los términos anarmaénicos,

NV = g32® + gua (19.28)
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La energia del problema sin perturbar es la que conocemos para el
oscilador.

E,=E9+EV 4.  =hon+2)+EV +... (19.29)

En cuanto a E(! tenemos

EY = (0P|(g52" + gaz) ) (19.30)
(0] [e's)
2D = [~ aslpO g + gia) (19.31)

Vimos que las autofunciones del oscilador tienen paridad definida. Al
cambiar r — —z la funcién de onda sin perturbar se mantiene invari-
ante o cambia de signo pero su médulo cuadrado es en cualquier caso
invariante. Como dx — —dz y los limites de la integral se invierten, es
facil ver que el término cibico no contribuye por lo que tenemos

n

EW = / dz|p© 2gazt (19.32)
Reemplazando explicitamente las autofunciones del oscilador se ob-
tiene:

3 ()
EW =g, (mw> (2n® +2n + 1) (19.33)
vemos que si g4 > 0, E,(Ll) > 0 y el valor de la energia se hace mayor a

causa de la perturbacién. En cuanto a g3, recién contribuira a segundo
orden.

Efecto Stark

Supongamos que sometemos al electrén del atomo de Hidrogeno a un
campo externo eléctrico, constante E. Ignoramos por ahora el acopla-
miento de E con el momento magnético intrinseco del electron. La
energia potencial del electron en tal campo serd entonces:

V =—cEF (19.34)
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Tenemos entonces

H=H;y—ceE.7 (19.35)
donde Hy;q es el Hamiltoniano del atomo de hidrégeno sin perturbar,
cuyos autovalores y autofunciones conocemos. La primera correcciéon

E(l) a la energia E ) del nivel n (no degenerado, para que valgan nues-
tras frmulas), provocada por el campo eléctrico seré:

= — (WO eEAMY) = —eE@Q|fb) (19.36)

Para que esta aproximacion sea buena, el campo eléctrico externo tiene
que ser menor que el producido por el nicleo del atomo que, calculado
a una distancia equivalente al radio de Bohr, es aproximadamente

1
— B ~ 10" volts/m
ea

Definamos
P = WO = [ Eae®@u@F  (1937)

Sabemos que las autofunciones del atomo de hidrégeno tienen paridad
definida por lo que

P = / &0 (F)27 = 0 (19.38)

y la primer correccién provocada por el campo externo serda de se-
gundo orden. Por eso se habla de efecto Stark cuadrdtico. Es de senalar
que estamos considerando el caso de niveles no degenerados para los
cuales vale la teoria de perturbaciones tal como la desarrollamos hasta
aqui.Veremos luego, al extender el método de perturbaciones al caso de
niveles degenerados, que el efecto Stark lineal tiene tambien lugar en el
atomo de hidrogeno.
Tenemos entonces:

E,=E9+E® 1. .. (19.39)
con E(? dada por la férmula (19.25)

E(2) — o2 Z ET, Tnk E.7 Tkn

19.40
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Estudiemos el caso del nivel fundamental (que es no degenerado) y
consideremos el caso en que E = (0,0, F). Tenemos
|2 |?

Y _ EO

@) _ 272 ik Tl o
El —eEZw—QEZ (

(19.41)
kA1 Efo) - L k£l

Hay una manera sencilla de calcular la suma (19.41) que utilizaremos
ahora. Supongamos conocer una cierta funcién F'(7) tal que

2t = [F(7), Hyial|01”) (19.42)

Tendremos entonces
2 = W FE), M l01”) = (B = B FO) - (1943)
De esta manera, reemplazando en (19.41) tendremos
E}Q) = e?F? Z 2k = € E? Z Zieler — 211 F (19.44)
k#1 k

Pero por paridad z;; = 0. En cuanto a la suma, por completitud tene-
mos

EP = @EY ayF = B @06 O) (0@ Fl )
k k

= B |2Fp”) (19.45)
Es fécil hallar la funcién F (7). Basta notar que
A ﬁQ
[F(7), Hhia] = [F(7), 5] (19.46)
con lo que la ecuacién a resolver sera:

2
0 = — L (PO - PR (19.47)

m

Usando la forma explicita de %0),
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con a = h?/(me?) el radio de Bohr, se llega a una ecuacién de segundo
orden para F' cuya solucion es:

F(F) = —% (g + a) 2 (19.48)

con lo que finalmente volviendo a la ecuacién (19.45) nos resta calcular

e2E*ma r
B = B0 F) = - w12 (5 +a) [9l”) (1949
Dada la simetria de la funcién de onda del estado fundamental del
dtomo de hidrégeno, podemos reemplazar z? por r%/3 y enfrentar una
integral radial que se calcula muy simplemente. El resultado final es:

9
E® = — o' (19.50)

Vemos que la primera correccién a la energia del estado fundamental es
negativa por lo que el valor de la energia del fundamental es, en presen-
cia de un campo eléctrico, méas negativa que en un atomo sin perturbar.
Si recuperamos las unidades habituales (lo que incluye reintroducir la
constante dieléctrica €y) tendremos entonces

62

E, = — — SE? 19.51
1 87‘{'600, 97'('60& ( 9.5 )
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Clase 20

Teoria de perturbaciones

Espectro degenerado

En el caso no degenerado, al desarrollar la funcién de onda del
sistema perturbado con Hamiltoniano H en términos del problema sin
perturbar, con Hamiltoniano Hy,

H=Hy+\V (20.1)
Hol)) = EQ 1) (20.3)
V) = |0V (20.4)
y proponer

Con = &+ XD (20.5)
K, E ) 4+ )\E (20.6)

habia resultado
O =5 (20.7)
ED = Vi = (0 QV[52) (20.8)

Si el nivel de energia E(%) tiene una degenracién D, es evidente que
en lugar de tener una unica funcion de onda para elegir a orden cero se
tendran D posibilidades de manera que en lugar de (20.7) se tiene:

O = Cbmm, r=1,2,...,D (20.9)

mm, Cr
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Ahora podemos repetir lo hecho en el caso sin degeneracién: inser-
tando los desarrollos (20.5)-(20.6) en (20.2) tendremos

(fly + A7) (z D)+ A ) ) _
r=1

(EQ 4+ AED +..) <Z e[y + A M Oy 4 )
r=1 n
(20.10)

A orden cero la igualdad se satisface autométicamente. A orden \ te-
nemos:

D
VZCTW + chrllngn
r=1

D
E > clnle) + BV 3 eoly)

r=1
(20.11)
© D
(V—=EM) S e, [y = S (ED — ED) ) 190) (20.12)

r=1 n

Multiplicando por (¥, ,| se anula siempre el lado derecho se y entonces
el izquierdo debe cumplir

D
> o (W VIO = B0 m, ) = 0 (20.13)
r=1

0, de manera compacta

f: & (Vinyimy = EQ0mim, ) =0 (20.14)
r=1

Para que este sistema de ecuaciones homogéneas tenga solucién no tri-
vial es necesario que el determinante del sistema se anule,

det (Vin,m, = EQ0mm, ) =0 (20.15)
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En general esta ecuacion secular admite D soluciones reales. Una vez
hallados los autovalores E(1, se sustituyen en las ecuaciones y se ob-
tienen los ¢,. Tomemos el caso mas simple, de una degeneracién doble.
En este caso m, = 1,2 y la ecuacion secular resulta

’ Vip — EY) Vi
Va

Las dos soluciones que resultan de la ecuaciéon de segundo grado que se
deriva de (20.16) son:

1 1
B = L(Via + Vi) & 2 yf(Vir + Voo + 4 (Vo — VarVia) (2017

Donde antes habia un nivel doblemente degenerado, ahora hay dos nive-
les cuya diferencia de energias es

ABw = \/(Vii + Vo + 4 (ViaP — ViaVea)  (20.18)

Efecto Stark lineal

Ahora si estamos en condiciones de estudiar el efecto Stark para el
caso de un nivel degenerado en el que la correccion de primer orden
no se anula necesariamente como sucedia con el nivel fundamental.
Consideremos el primer estado excitado del atomo de hidrégeno.

El nivel tiene un nimero cuantico n = 2 por lo que su degeneracion
es n? = 4: los cuatro estados conl = 0, m =0yl = 1,m = 0, £1, tienen
todos la misma energia. Si ahora sometemos al atomo a la acciéon de un
campo eléctrico E= (0,0, E), tendremos una perturbacién V = —eFEz
por lo que los elementos de matriz que jugaran un papel en nuestro
analisis seran

Vi sy = —E / By, (7)o (F) (20.19)

donde las funciones de onda del primer estado excitado pueden ser
escritas como

w2lm(f) = f21 (T)}ﬁm(e, (P) (2020)
La paridad de esta funcién de onda depende de los arménicos esféricos
que satisfacen

Yim(ev‘p) = <_1)1Y2m(7T - 9’90+7r) (20'21)
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Entonces, la paridad P del producto de funciones de onda veces z sera:

P (110 (T) 20001 (7)) = (_1)l+l,+1 (20.22)

Como este producto debe ser par para que no se anule la integral,
debera cumplirse que
I+1+1=2k (20.23)

0 sea que no pueden ser al mismo tiempo [ y I’ iguales. Unos pocos
elementos de matriz del potencial serdn entonces no nulos:

0 Voo Voo,ir Voo,

| Vioo 0 0 0
Vz’m’,lm - ‘/11700 0 0 0 (2024)
Via,00 0 0 0

Es facil ver que de los 6 elementos que nos resta calcular, hay cuatro
que se anulan. En efecto, consideremos los elementos de matriz

(I'm!|L.z[lm) = hm!(I'm/|z|lm)

(I'm’|zL.|lm) = hm{'m’|z|im)
Si restamos ambas igualdades tendremos
(I'm!|[L., 2][lm) = h(m' — m){I'm/|z|lm) (20.25)

Pero como [ﬁz, z] = 0 el lado derecho de (20.25) debe anularse lo que
implica que

(I'm!|z|lm) =0 si m #m' (20.26)
Entonces, solo nos queda por calcular
0 Voo 0 0O
_ | Voo 0 00
Virm! yim = 0 0 0 0 (20.27)
0 0 0 0
Facilmente se encuentra que
el 3 (T 1 r
V00,10 = Viooo = —W/d x (a) exp(—%)(Q — 5) cos = —3eFa

(20.28)
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Tenemos entonces

0 —3eFa 0 O
—3eFa 0 0 0

‘/l’m’7lm - 0 0 0 0 (2029)
0 0 0 0

Vemos que hay dos autovalores nulos (que no corregiran la energia a
orden cero del primer nivel excitado). Nos queda un bloque superior no
trivial del que estudiaremos la ecuacién secular:

O
B =sela) (20.30)
—3ela —E,

La solucion de esta ecuacion nos da los dos valores no nulos de correc-
cion de la energia del primer nivel excitado del atomo de Hidrogeno en
presencia de un campo eléctrico constante:

EY = +3¢Ea (20.31)

Sin perturbacion, este nivel era degenerado 4 veces. Ahora dos de los
niveles se han desdoblado y solo queda una degeneracion doble, segin
vemos en el esquema siguiente

E2(+) = Ez(o) + 3eEa

N Ex() = E5(0) - 3eEa

Los estados que tenian m = 0 ahora no son ya degenerados. Una vez
conocidos los autovalores, podemos obtener las autofunciones facilmente.
Para empezar, la ecuacién homogénea es

Vimam — BN =0 r=1,2 (20.32)

Para el autovalor E§+) se obtiene

(ch) = (_11> (20.33)
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y para el autovalor Eé_)

(c) = G) (20.34)

En los vectores columna, la fila de arriba corresponde al =0, m =0y
la de abajoal =1, m=0.

Conocidos los ¢,, podemos ahora escribir las funciones de onda aso-
ciadas con cada nivel:

1
) = 5 Son — US1h) (20.35)
_ 1
) = 7! Sob 4+ U50) (20.36)
P =g, N (20.37)

Acoplamiento spin-orbita

Vimos que cuando una particula cargada y con spin como el electrén
se mueve en un campo eléctrico central como en el caso del dtomo
de hidrégeno, existe una interaccién entre su momento magnético y
el campo. Por argumentos de cuantificacién candnica logramos escribir
esa interaccién para un electrén en un potencial eléctrico ¢ en la forma:

~ 2 2 A
con h 1dg¢
€
w(r) == 4m202 ;% (2039)

El Hamiltoniano H que describe entonces al electrén en un dtomo de
hidrégeno tendra entonces la forma:

H = Hy + Vi (20.40)
con Hy dado por
~2
v (DP2m+ ¢ 0 >
Hy = ( 0 2/2m + (20.41)
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con ¢ = ¢(r) el potencial Coulombiano producido por el nicleo del
atomo.
Las autofunciones del problema sin perturbar son, como vimos:

RuYin(8.9) () RaVin(@0) (V) (2042)

Son autofunciones del CCOC del Hamiltoniano sin perturbar, {]5[0, 12,
L, 8, $.}, que denotaremos como |nlm;1/2my). Para n fijo, tenemos
una degeneracion de 2(20 + 1), el factor 2 originado en las dos posibles
proyecciones del spin y el factor 2/ 4+ 1 en las posibles proyecciones del
momento angular orbital.

Pero como ya senalamos antes, al agregar el término spin-orbita
los operadores L, y 5, dejan de conmutar con H por lo que utilizar
la base anterior en el andlisis perturbativo resultaria engorroso. Para
evitar esta complicacién, notemos que el acoplamiento spin-orbita se
puede escribir asi:

1,2 1

N N 1. 1 . A
L.§= §(L +35) — §L2 - §§2 = §(J2 - L?—3§) (20.43)

Esto nos hace ver que J? y .J, conmutan con H (ademas de conmu-
tar naturalemte con L2 y 82, Quiere decir que la base natural para el
problema perturbado es la provista por el CCOC {H, J2, L2, 4%, J.}.

Tratemos entonces de escribir las autofunciones del problema sin
perturbar en términos de esta base para luego usarlas facilmente para
calcular los elementos de matriz de la perturbaciéon. La idea es entonces
hacer un cambio de base como el siguiente:

1 1
Inl 5 M mg) =Y Cim,|nl 57 m;) (20.44)

Jjmg
Podemos escribir a los kets de la ecuacion anterior asi:

1 1
Inl 5 M ms) = |nl 5) ® |my my)

1. 1 ,
ni 5 imy) = Inl5)®|jmg) (20.45)
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vemos entonces que la parte de las autofunciones correspondiente a L?
y 42 es comtin a ambas,

1

\n12>:Y}m((1)) 0 \nl;):Y}m((1)> (20.46)

El cambio de base se refiere entonces a
) = Y Cimylimy) (20.47)
j’mj

Nuevamente, podemos asociar a los kets en esta ecuaciéon con armoénicos
esféricos y autofunciones de §,:

1 0
a5 = Yim, (0) o [mims) = Yim, (1> (20.48)

ims) = Yim, (o) o lim) =Y, (1) (2049)

Es facil obtener, haciendo actuar por ejemplo J, sobre las autofunciones
de la vieja base la relacion que hay entre m;, m; y m,. Por ejemplo:

1

A 1 S . 1 1

De ésta y de la relacién andloga para la otra autofuncion se desprende
que
m; = m;+ Mg

De esta manera podemos poner

imi) = AV, () + By (1) (20.51)

Esta combinaciéon da el valor correcto de m;:

. 11 1
Jlimg) = BA(m; =5+ (o) +

1 1 0

BBm;+ 5= 5in, 2 (1)

= hmy;|jm;) (20.52)
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Falta determinar los coeficientes A y B. Es facil ver que se pueden
ajustar recordando que

J2imy) = h%(5 + 1)]jm;)

Imponiendo esto a la combinacién lineal (20.51) se obtiene un sistema
homogéneo de dos ecuaciones para A y B. De la condiciéon de que el
determinante se anule para que haya soluciéon no trivial resulta una
condicién para j
1
j=(=+ 5) (20.53)

Utilizando cada uno de estos dos valores, se determinan A y B y final-
mente se tiene

y'—z+1 ) = 7_1 I+ -+1Y (1>+
1 0
Jimmy ot iy (1)) 2050

1 1 1
i=t-tmy = e (mme t ()
2 V20+1 2 "™Mim2 \0
/ 1

Ahora si podemos calcular facilmente los elementos de matriz de
la perturbaciéon en términos de las autofunciones sin perturbar pero
escritas en la base conveniente (aquella en que la perturbacién es dia-
gonal). Obtenemos:

. -/ /
Jmg.g'm

AE =V

nt

(4G +1) - t+1) - 2)

— <W>5jj’5mjmj—1 (j(] + ].) - l(l + ]_) — i)

= h/T2d’l“|Rnl|2w(7“)5jj/6mjmj_1 X

(20.56)
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Vemos que si j =14 1/2
AE = Rl{W) (20.57)
mientras que si j =1 —1/2
AE = —hl(l + 1)(W) (20.58)

Tenemos entonces el siguiente esquema de niveles:

_ + ] = I+1/2
. . - hl<W>
nivel sin perturbar -
¢c-—--1——
nlsm mg \
\
\
\
\ hi(l+1)<W>
\
\
\
\ , j=1-1/2

Estructura Fina

Vemos que de la degeneracion que teniamos, se rompié la ligada a m.

Para analizar la validez de la aproximacién que hemos realizado
recordemos que la condicion que hacia adecuado el desarrollo pertur-
bativo era:

AE h{w)
—E(O)\ <l= g <1 (20.59)

Por definicién tenemos

eh ldp e’h 1
Am2c2 v dr  4m2c2 13

(20.60)

de manera que
B e2h 1 B eh 1
a 4m202< )= 4m2c? a3

(w) (20.61)

r3
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con a elradio de Bohr. Reemplazando los valores numéricos, la condicién
(20.59) toma la forma

h{w)

EY
donde « es la llamada constante de estructura fina, o = 137. Es decir
que es una buena aproximacién si no tenemos en cuenta los efectos
relativistas que resultan ser més importantes en el hidrégeno (pero no
en atomos multielectronicos).

~% <1 (20.62)
n
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Clase 21

Efecto Zeeman

Supongamos que sometemos a un atomo como el de hidrogeno a la
accion de un campo magnético B , constante, en la direccion del eje z,
B= (0,0, B). Ademés de la interaccién spin-érbita que ya estudiamos,
tendremos ahora una interaccién entre B y los momentos angulares
orbital y de spin, de manera que el Hamiltoniano del sistema sera:

H:H0+w/£:n)(J2—L2—§2)+;jc(Ler%z) (21.1)
(Hemos escrito como antes al término L.5 en términos del momento an-
gular total J? Nétese el factor 2 frente al operador de spin del electrén
en relacién al factor 1 frente al momento angular orbital. Su presen-
cia obedece a que, como vimos, el factor giromagnético del electrén es
justamente 2.

Vimos que el efecto spin-orbita es el resultado del acoplamiento en-
tre el spin del electréon y el campo magnético generado por el campo
eléctrico del nicleo. Este campo magnético es del orden de 10* gauss.
Luego, si el campo externo B cumple B < 10* gauss, podemos tomar
al nuevo término como una perturbacion al Hamiltoniano que solo con-

tiene acoplamiento L.5. Se habla en este caso de Efecto Zeeman. En
cambio, si el campo externo es tal que B > 10* gauss, es el término
spin-orbita el que debera ser tratado como perturbacion luego de haber
tenido en cuenta la que produce el campo externo sobre el atomo de
hidrégeno. Se habla en este ultimo caso de efecto Paschen-Bach.

Veremos en esta clase el efecto Zeeman y dejaremos para la préactica
el efecto Paschen-Bach.

207
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Entonces, dado el sistema que estudiamos antes y que diagonali-
zamos para calcular el efecto del término spin-orbita sobre los niveles del
atomo de hidrégeno, tomaremos como nueva perturbacion al término

Vy = BoB(L. +25.) = BoB(J. + 5.) (21.2)

Estudiaremos separadamente los casos 7 = [+ 1/2y j =1 —1/2.
Enfrentamos el inconveniente de que las autofunciones que usamos en
la clase anterior, |nlsjm;), adecuadas para tratar el término de spin-
6rbita una vez escrito como en (21.1), no son autofunciones del operador

S, que aparece en la nueva interaccién sumado a .J,. Si insistimos en
usarlas, deberemos ser capaces de calcular

1
S.nls, j=1+ Y m;) (21.3)

(En lo que sigue no escribiremos explicitamente en los kets los nimeros
cuanticos n,ly s.)

En la ecuacién (20.54) escribimos la relacion entre esta autofuncién
y las de la base vieja:

e gm) = & (mm (0)+
1= s ((3))
mlﬁmj+; (?)) (21.4)

De manera que, usando ortogonalidad, podemos concluir que
1 hm]’
g0 i) = w5y

Vemos entonces que toda la perturbacion es en realidad diagonal y
tendremos

1
U+ 5, mls.|l + (21.5)

1 ~ 1 1
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(Hemos incluido el resultado para el caso j = | — 1/2 que se trata
de manera idéntica). El esquema de niveles resultante serd entonces
(representamos el caso | = 1):

m;=3/2
/ * J
/
;. 4/3ByBh
/
/ //—*— mj=1/2
j=3/2 /-
P + N
, , /// h<W> A
nivel sin perturbar - \\ — m=-172
Y \
I=1,m,s,m \ \
I s \ N
\\ mj=-3/2
\ 2h<W>
\
\ l
\ — =
\ = o B 12
. —~ 0
j=1/2 -~ ¢ mj='1/2
Estructura Fina Zeeman

Estructura hiperfina

El acoplamiento spin-orbita que hemos discutido no produce ningin
efecto en el nivel fundamental del &tomo de hidrégeno pues el electrén
tiene en ese estado momento angular orbital nulo. Pero hay otro efecto
notable que hace que el momento magnético intrinseco del electréon in-
teractie con otro momento angular. En efecto, el protén que constituye
el nicleo del hidrégeno tiene un momento magnético proporcional a su



210

spin que, como en el caso del electrén, vale 1/2.
Es decir que para el electron hay una energia de interaccion de la
forma
Vi = 1Mhe. 1y, (21.7)

donde m, es el momento magnético del electron,
Me = —g—Se (21.8)

con g = 2y [ = eh/(2mec). En cuanto al momento magnético del
proton, escribiremos de manera andloga

. B 5
My = —gpﬁsp (21.9)

En este caso el factor giromagnético del proton es (determinado expe-
rimentalmente) g, = 5.587. En cuanto a [,

eh

I — 21.10
p 2mpce ( )
Tenemos entonces . o
Vi = Age'gp (21.11)
donde 9
e
9pBoBo 9p 402memp ( )

El momento magnético del protén resulta ser aproximadamente 103
veces menor que el del electrén por lo que el efecto que produce esta
interaccién serd también 1072 veces menor que la interaccién spin-6rbita
del electréon. De ahi que la estructura de niveles resultante se llame

hiperfina. R R
Es importante notar que 5. y 5, actian sobre espacios diferentes

por lo que o
(Soas ) = 0 (21.13)

Sin tener en cuenta esta interaccion, el nivel fundamental del atomo
de hidrégeno tendria una degeneracion 4, dada los 4 estados posibles
con proyecciones +1/2 de los spines del electrén y el protén. Las cuatro
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funciones de onda asociadas al mismo autovalor del fundamental serian
(representamos solo la parte de spin):

(0).Go), () (1), (), C), (1).(1), e

A estos mismos estados los podemos anotar como kets |s¢.sp.):

11

>|11>|11 1 1
22 2 2 22

) |-z —2) (21.15)

| 2 2

Como en el caso de la interaccién spin-orbita, convendra en este caso
también estudiar el cambio de base a la del spin total

wy,

+

Wy >
(.g’bb

s (21.16)

de manera que al producto escalar entre los spines puede ser escrito
como

A 1 A2 A2
5.5, = 5(szz —5 —35,) (21.17)

Se trata entonces de encontrar el cambio de base

|ss,) = Z (SexSpz|582)|SezSpz) (21.18)
sez,spzzi%
0
11 1 1 11 1 1
R S - o 21.1
s =ali belh D ral -t et (@L19)

Para determinar los coeficientes ¢; se utilizan las ecuaciones

§%ss,) = h%s(s+1)ss.)
S.ss.) = hs,|ss.) (21.20)
Conviene escribir

§ =824 5 4 28¢:8p: + 8e18p— + Se_Spr (21.21)

donde como siempre
S5y = 5§, 115, (21.22)
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Tenemos entonces por ejemplo, al aplicar 52,

11 11 1 1
sts+1) (al55) +ealy —5) +asl - 22>+c4| =)
3 3 1 11 3 3 1
= (Grptlaly) gy - 2)02‘*_*>
3 3 1 11 3 3 1 1 1
242 D (CH 24 D)y -2 -2 21.2
G+5-Fal -5+ G+ al—5—5)  (2123)

Podemos ahora igualar los coeficientes de cada uno de los cuatro vec-
tores independientes. Se obtiene entonces por ejemplo

s(s+1)e; = 2¢4 (21.24)
Esta ecuacién implica
C1 = 0
0
s2+5—-2=0 (21.25)

La ecuacién de segundo grado en (21.25) tiene una raiz negativa que
debe ser descartada por lo que queda

01:0

s=1 (21.26)
Un resultado analogo se obtiene igualando los coeficientes de ¢y,

6420

s=1 (21.27)
En cuanto a los de ¢y v c3 se obtienen las ecuaciones

ca=c3, s=1 (21.28)
0
co=—c3, s=0 (21.29)
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Tomemos la soluciéon s = 0 de la ecuacion anterior. Como ¢1 y ¢4
estan indeterminados, los elijo nulos, ¢; = ¢4 = 0. Tengo entonces

1,1 1 11

0s.) = ﬁ(b _§> — | _55»

(21.30)

pero aplicando . a esta igualdad y utilizando 5, = 5., + 5, se tiene
$.,10s,) =0 (21.31)

de donde se concluye que s, = 0 y que el estado es entonces:

1 11

00) = (15 —5) = 1=53)

(21.32)

En el caso en que s = 1 vemos de la ecuacién (21.28) que podemos
escribir

11 1 1 11 1 1
18,) = c1| == S I - 21.

y al hacer actuar s, tenemos

11 1 1
3.01s.) = h(cr]==) — ey —= —= 21.34
15 = hlal5) — al—5 — ) (21.34)
Entonces, para que |1s,) sea autofuncién de §, deben ser o bien ¢; =0
o bien ¢4 = 0 . Si elejimos ¢4 = 0 tendremos, segtn (21.27),

11
1s,) = |== 21.35
152) = I55) (21.35)
de donde se desprende que s, = 1 y tenemos
11
11) = |== 21.36
11) = |55) (21.36)

Si en cambio elegimos ¢; = 0 tendremos, segtin (21.26) y por un andlisis
similar,
1 1

2 (21.37)

1—1)=|—=—
-1 =53
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Finalmente la tltima opcién es elegir ¢ = ¢3 con s = 1 y esto nos lleva
a

11 1 11
10) = —=(|z —= ——= 21.38
Podemos entonces resumir lo hallado en la tabla siguiente:
1,1 1 11

singulete { [ 00) = ﬁ(\g =5 = 1=33))

=D :|1_%1_%2 11
triplete ¢ [1 0) = (I3 —3) +|—33)) (21.39)

11 =l33)

Ahora estamos en condiciones de calcular los elementos de matriz
de la perturbacion Vg causada por la interaccion entre los spines del
proton y del electron:

A An® 3
(Vi) = (/511 5 (82 = 62 = )]s = - (s(s L) — 2) (21.40)

De esta manera, tenemos

AR?
(Vi) = == s=1
AR?
(Vi) = —34 5= 0 (21.41)

El esquema de niveles es entonces el siguiente:

g s=1(s,=0,+1,-1)
s 6N =
// An2/4 degeneracion = 3
. ) \ Y
nivel sin perturbar '\
degeneracién = 4 \
\
\\ 3Ah2/4
\
\
\
\

singulete =0 (s,=0)
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Una transicién del triplete al singulete va acompanada de la emisiéon de
un fotén de energia Fy,

AR 3AR?
Ey =hv = 1 (— 1 ) (21.42)
© w
v=—=Ah (21.43)
2w
Utilizando el valor de A que se calcula de (21.12), se tiene
v = 1420 x 10°%ciclos/seg (21.44)

Esta frecuencia corresponde a una longitud de onda de A ~ 21cm. Esta
es la famosa linea de 21 cm del hidrégeno usada en radioastronomia
para detectar hidrégeno en sistemas extragalacticos.

Quedan muchas otras correcciones a hacer para describir la estruc-
tura de niveles del atomo de hidrégeno. Hemos aproximado la masa
reducida del sistema de dos cuerpos por la masa del electron, como
si el nicleo fuera infinitamente masivo. Si se tiene en cuenta la masa
del nicleo, se encuentra una correccién que si bien es pequena, es de-
tectable comparando el espectro del hidrégeno y del deuterio. Son nece-
sarias también correcciones relativistas que solo se pueden hacer en el
marco de la teoria de Dirac y no en el de la de Schrodinger. Finalmente,
existe el llamado efecto Lamb, producido por la interaccién del electron
con las fluctuaciones cuanticas del campo electromagnético. Este efecto
solo puede ser descripto en el marco de la electrodinamica cuéntica
y permite ver como la degeneracion predicha por la teoria de Dirac
para los estados 2512 y 2P/, se rompe tal como lo mostraban desde
1947 las medidas de Lamb y Rutherford. El resultado experimental
daba una frecuencia asociada con la diferencia de energias de los nive-
les de aproximadamente 1000MHz . Los calculos de la electrodindmica
cuantica llevan el valor a

1057.864 + 0.014MHz
Las medidas experimentales recientes dan un valor de
1057.862 + 0.020MHz

mostrando un perfecto acuerdo.
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Acoplamiento de momentos angulares

Al estudiar la estructura hiperfina aprendimos a acoplar dos spines. Es
decir, a saber cémo hacer el cambio de base para pasar de la base de los
spines individuales del protén y el electron a aquella en que estan suma-
dos. Planteando ecuaciones de autovalores y autofunciones calculamos
los coeficientes del desarrollo que relaciona una base con otra. Esto
puede hacerse en general para dos momentos angulres cualquiera. A los
coeficientes del desarrollo que liga a las bases se los llama coeficientes
de Clebsh-Gordan. o

Supongamos tener dos momentos angulares Ji y Jo. Cada uno obe-
dece el dlgebra de momento angular que conocemos:

[j1i7 jlj] = higijkjlk (2145)
[Jai, Joj] = Bicijrr (21.46)

En cuanto a la suma, que anotamos, para simplificar la notacion,
:7: :]1%—:72 (21.47)
recordemos que en realidad tiene la expresion
T=Ti@h+hel (21.48)
Los coeficientes de Clebsh-Gordan relacionan la “vieja base”

[J1ma) @ [jama) = [j1jamima) (21.49)

con la “nueva” base

|J1j25m) (21.50)
Ademas de los coeficientes de Clebsh-Gordan, se trata de hallar los va-
lores posibles del momento angular total y de su proyeccién, conocidos

los correspondientes a J; 1y Ja.
El cambio de base esta dado por la férmula:

Jijegm) = Y (jijamama|jijaim)|jijamims) (21.51)

mi,m2



217

Como j; y jo estan presentes en los kets de ambos lados de la igualdad,
los obviaremos y escribiremos de manera compacta

ljm) = Z (myme|jm)|mims) (21.52)

Se trata entonces de calcular los coeficientes de Clebsh-Gordan
(mymg|jm) (21.53)
Si aplicamos a la ec.(21.51) el operador jz = jlz + jQZ tendremos

Jolgm) = ml|jm) = (Ji. + Jo:)|jm)
= Y (my+me)(mumgljm)|mims)  (21.54)

mi,m2

Pero reescribiendo el lado izquierdo nuevamente en términos de la vieja
base se llega a la relacién entre nimeros cudnticos “magnéticos”:

m=mi + my (21.55)
Consideremos ahora los operadores j+ y J_ definidos como
Jo = Jiy+ oy
Jo = Ji_+ Jo (21.56)

Aplicando Jy al desarrollo (21.51) se obtienen relaciones de recursién
que permiten calcular los coeficientes del cambio de base:

VEEm)GFm+1) (mymalj,m F1) =
VG Fm) G £ my + 1) (my £ 1,mo|jm) +

VG Fma)(ja £ ma + 1) (my, ms = 1]jm)
(21.57)

para comprender cémo se utilizan estas férmulas consideremos el caso
en que m; toma su valor maximo posible, m; = j; y lo mismo para m,
m = 7. Luego msy tiene un unico valor posible, ms =m —my =7 — 7;.
Se obtiene en este caso usando los signos de la linea superior

V2 Gni—a— -1 =

VUs =G+ g1+ Do+ 4 — j0)Giaj — 2ilid)  (21.58)
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Ahora usemos la linea de signos inferior pero para m; = j1, ms = j — Jji
y consecuentemente m = j — 1. Tendremos

V23015 — 1ld 3) = 2 G — Lj = iildej — 1) +

VUe+j = g1+ D)0z — j+ 1+ D)(jn.j — i — 10,5 — 1)
(21.59)

A partir de (21.58) podemos calcular (jq,7 — 71 — 1]j, 7 — 1) a partir de
(j1,7 — j1|7j)- Luego, puede calcularse a partir de (21.59) (j; — 1,7 —
Jilj,j7 — 1). Siguiendo la recurrencia se calculan todos los coeficientes
de Clebsh-Gordan en términos de un unico coeficiente:

(J1,d = lid) (21.60)

El valor absoluto de este coeficiente se calcula por normalizacién. Sabe-
mos que el coeficiente sera no nulo en el rango de valores posibles de
ma,

—Ja<ma=7—J1 <2 (21.61)
pero también podiamos haber expresado a todos los coeficientes en
término de otro,

(J = J2, Jalid) (21.62)

Y en este caso la condicion para que fuera no nulo seria
J2—Nn<J<j1+] (21.63)
De estos dos rangos deducimos la llamada condicion triangular
1 = Jol <G < i+ (21.64)

O sea que los numeros j, 71, jo deben ser tales que puedan constituir los
3 lados de un triangulo. Tenemos entonces para j

J=J1+Jde,d1+je— 1. |1 — o (21.65)

Vemos que o bien los 3 numeros j,ji,j2 son enteros o bien dos de
ellos son semienteros y el tercero entero. Notemos finalmente que puede
verse que los coeficientes de Clebsh-Gordan pueden pensarse como los
elementos de una matriz unitaria que, con una elecciéon adecuada de
fase del calculado por normalizacion, resulta ser real.
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