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Proélogo a la segunda edicion

Ademés de su interés por si misma. la mecénica cudntica tiene el anadido de
ser una herramienta esencial en muchos campos de la fisica y de la quimica.
Esta es una de las razones que han dictado la estructura del presente libro
que pretende no sélo dar una descripcion de los fandamentos de la disciplina,
sino también presentar ejemplos que ilustren cémo se trabaja con ella. Por este
motivo, este texto estd disenado de manera que pueda utilizarse, al menos, de
tres maneras distintas: como texto de referencia; para adquirir un conocimiento
razonablemente concreto y completo de la mecdnica cuantica; o para explicar
dos o mds cursos scbre la asignatura, uno elemental (inds o menos, hasta el
capitulo 9) y otro, u otros, avanzado. a partir de alli. Esta ultima funcién la
he experinientado en va casi veinte anos de clases.

La funcion de texto de referencia me ha sido itil mas de una vez. y es ella
la que me ha hecho no caer en la tentacién de utilizar unidades astutas (como
las atémicas, o las naturales). Las unidades apropiadas a un problema rara vez
lo son para los demds, y su utilizacién es latosa a la hora de aplicarlas fuera
del contexto cn el que, al autor, le parecian “naturales”. Por motivos similares
he procurado utilizar las notaciones habituales; de todas maneras, se recopilan
unidades y férmulas en los apéndices.

Con respecto a la nomenclatura, este texto se diferencia en dos casos de la
utilizada en la primera edicion: utilizo la palabra desfase, en lugar del innece-
sario galicismo defasaje o desfasaje; v llamo momento a lo que en la primera
edicién se llamaba mpulso (con harto dolor de mi corazdn, pero es que esta
nomenclatura es va de uso totalmente generalizado).

Es costumbre en los libros de texto introducir ejercicios v problemas. Este
libro no es una excepcion, y coutiene varios cientos. Aparte de su utilidad para
(como su misimo nombre indica) ejercitarse en ¢l manejo de la asignatura. ejer-
cicios y problemas son parte importante del texto. Estan escogidos en bueta
medida para extender las aplicaciones de la mecanica cuantica, tratar cues-
tiones importantes -pero no lo suficientemente hasicas conceptualmente como
para ir en el texto principal- y para aclarar puntos de la teorfa.

No seria equitativo terminar este prdlogo sin decir unas palabras de ex-
plicacion acerca de omisiones de las que no me siento plenamente satisfecho.
Especificamente, el lector no encontrard nada de teoria de grupos y pocas
justificaciones matemdticamente rigurosas de los cdlculos que se realizan. Los
textos de Wigner (1959) y Galindo v Pascual (1978) pueden servir de vefe-
rencia al lector interesado en complementar estas cuestiones. En el segundo
puede encontrarse también un capitulo sobre fundamentos epistemoldgicos de
la mecanica cuantica, en especial el problema de la medida.

Una cuestién distinta es la mecanica cuantica relativista. Me ha parecido
poco oportuno incluir uno o dos capitulos con sus elementos. En efecto, dada
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la por la propia naturaleza del tema, extraordinariamente complejo, siempre
hubieran sido insuficientes: incluso, tal vez, contraproducentes. El lector intere-
sado en esta linea puede referirse al texto del autor citado en la bibliografia.

En el capitulo de agradecimientos quiero citar a Alfredo Poves, que hizo
una lectura detallada de este texto, a Editorial Ariel, por su interés y apoyo,
y a Alianza Editorial {que se encargd de la primera edicién de este libro) por
su gentileza al revertir todos los derechos de autor.

Madrid, diciembre, 2002
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CAPITULO 1.

Fundamentos

1.1. Origen histérico de la Mecanica Cuéntica

A finales del siglo X1X y principios del XX la mecénica, que aqui llamaremos
cldsica, de Galileo y Newton presentaba el aspecto de un edificio extraordina-
riamente sélido. En aquella época se pensaba que las pequenas discrepancias
o problemas entre la teoria y el experimento que existian eran cuestiones sin
importancia, y su solucion intrascendente.

Sin embargo, estas discrepancias condujeron a dos revoluciones que alte-
raron drasticarmente el panorama de la fisica. Una de ellas llevé a la teoria de
la relatividad que mostraba la necesidad de una nueva formulacidn para ve-
locidades comparables con la de la luz, ¢ ~ 3 x 10 m/seg. La segunda implicé
que la mecdnica cldsica (incluso con correcciones relativistas) deja de tener
validez para objetos cuyas dimensiones caracteristicas son comparables con la
constante de Planck (con dimensiones de accién),

h~T7x107?" erg. x seg.,

para los que debe utilizarse otra mecdnica radicalmente distinta, la mecanica
cuantica. Aunque la mecédnica cudntica vale tanto en el caso relativista como
el no-relativista aqui nos concentraremos practicamente sélo en el caso no-
relativista.

A continuacién mencionaremos algunas de las primeras indicaciones de que
era necesario revisar las bases de la mecanica clésica.
(A) La radiacion del cuerpo negro.
El cuerpo negro es una cavidad que se supone no refleja la luz.! Se puede
tratar al campo electromagnético en su interior como un conjunto de osciladores

cldsicos. Para una frecuencia dada, v, el nimero de modos estacionarios en la
cavidad es, por unidad de volumen y de frecuencia,

N(v) =2 x 4mv? /¢

! . .
Por supuesto, no existe un cuerpo negro perfecto, pero se consigue una buena
aproximacion pintando el interior de una esfera de negro y dejando sélo un pequerno
orificio.
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ley de Rayleigh-Jeans). No demostraremos esta férmula, pero hacemos notar
) =3 )

que el 47 estd relacionado con el area de la esfera y el factor 2 se debe a la

existencia de dos grados de polarizacion de la luz. La energia media es

E(v) = N(v)kgT,

con kp la constante de Boltzmann y 7' la temperatura absoluta. Experimen-
talmente, esto funciona si T/v > 10710 K seg.; pero falla cuando T'/v <
10710 K seg.

Independientemente de la discrepancia al comparar con el experimento,
estd claro que la féormula de Rayleigh—Jeans tiene que fallar para v grande; en
efecto, con esa férmula, la energla total

/Om dv E(v)

diverge para gran v. Planck (1900, 1901) hizo la hipdtesis de que no todas
las energias son admisibles, sino sdlo los multiplos enteros de una energia ele-
mental, vh (cuanto de energia). Asignando la probabilidad exp(—FE/kpT) para
cada energia, obtenemos la energia media

Zvoc:—(] Ene_E“/A‘BT
E(v)y = N(v) ' ,  E, =nhv.
S e~ Bu/ksT

n=

Sumando la serie, Planck encontré

hv

E(v) = N(v) e TEeT ]

Para v pequeno esto coincide con la ley de Rayleigh-Jeans, pero para v
grande es muy distinto. El resultado de Planck no sélo hace finita la integral
oG - 3 . . .
fo dv E(v), sino que esta de acuerdo con la experiencia si h es la constante de
Planck.
Usualmente no se trabaja con h, sino con lo que se llama la constante

racionalizada,
h

I3

(B) Calor especifico.

La energfa interna U de un mol de una substancia puede calcularse con-
siderando que se debe a las vibraciones de sus atomos. Tratando a éstos como
osciladores obtenemos la ley de Dulong y Petit:

U= Bn/LNAkJBT-

El factor 3 se debe a que las vibraciones pueden realizarse en cualquier di-
reccién del espacio; n, es el niumero de atomos por molécula y Ny el nimero
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de Avogadro. De nuevo esto sélo puede funcionar para T/v grande. Einstein
(1907) propuso utilizar el resultado de Planck y reemplazar kpT por

hv/kgT

kJBT e/l.u/k:BT = 1 ’

con lo que se obtiene la ley de Einstein,

hv

U= 37'2,0‘NA ehl//}\B—T_l .

Esto es sélo una primera aproximacion cuantica; hay mads correcciones, como
las debidas a Debye (1912). La justificacién de que la energia de un oscilador
es nhr (o nhw, con w la frecuencia angular) la veremos méas adelante.

(C) La estructura del dtomo.

Las experiencias de dispersién de particulas de Rutherford habian dado una
imagen del 4tomo consistiendo (por ejemplo, para el caso més sencillo del dtomo
de hidrégeno) en un pequefio nticleo de tamano ~ 10~ !% ¢m alrededor del cual
gira un electrén, a una distancia de aproximadamente 10~ centimetros.

Este modelo presenta contradicciones, consigo mismo y con la experiencia.
En primer lugar, una carga eléctrica sujeta a aceleracién (como ocurre en un
movimiento circular) debe producir radiacién electromagnética. Esta radiacion.
segun la fisica clasica, se deberfa emitir de forma continua y llevar a una caida
del electrén al nuicleo. Sin embargo no hay tal colapso; los dtomos tienen un
estado fundamental estable y, ademds, cuando pasan de un estado “excitado” al
fundamental, no radian energia de forma continua sino por medio de cuantos
en forma discreta. Asimisino, el momento angular del electrén alrededor del
nucleo no puede tomar valores arbitrarios sino sélo multiplos enteros de h:
l=nh.

Estos dos ultimos hechos estdn ligados. En efecto, la energfa en un
movimiento de tipo Kepler esta relacionada con el momento angular por £ =
—771.,,64/212, donde m, es la masa del electréon y e su carga. Utilizando la férmula

= nh resulta que las energfas posibles son sélo las E, = —tm.c?a®/n?, con
a = cz/hc ~ 1/137 la llamada constante de estructura fina. Por tanto, sélo se
puede radiar energia en cuantos, o paquetes,

2n +1
n?(n+1)%"

1 22
By — B, = gmecta
Estas expresiones son solo indicativas; en el texto veremos un tratamiento
detallado y correcto.

(D) Efectos fotoeléctrico y Compton.

Si hacemos incidir radiacién electromagnética con suficiente energia (frecuen-
cia) sobre ciertos materiales (por ejemplo, silicio) obsevamos que estos ma-
teriales emiten electrones (efecto fotoeléctrico). Sean I, y v, la intensidad y
frecuencia de la radiacién incidente; y sean F, y N, la energia y el nimero
de los electrones arrancados. Experimentalmente se observa que FE, depende
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sélo de v, pcro no de [,; inicamente N. depende de I,. Esto serfa légico si
Ja radiacion electromagndtica no fuesen ondas, sino particulas (los fotones, que
representamos por el simbolo v). Esta es la explicacion que sugirié Einstein
(1905), adjudicando a los fotones la energia £, = hv.,. donde h sigue siendo
la constante de Planck. Esta hipdtesis era revolucionaria; desde que Young,
alrededor e 1300, hubiera realizado sus famosos experimentos de interferen-
cia, nadie tenia dudas de que la luz fuese un fenémeno ondulatorio.

Si aumentamos mas la frecuencia de los fotones encontramos que, ademds
de electrones. se emiten fotones con longitud de onda A tal que

, h
AL = Ay = — (1 —cos0),
' mec

donde A, es la longitud de onda de los fotones incidentes, ¢ la velocidad de
la luz y 8 el dngulo que forman las direcciones de los fotones incidentes y
emiticlos. Este es el efecto Compton, que éste explicéd como un choque elastico
fotén-electrén, asignando a los fotones un momento p, = hv/c.
(E) Ondas de materia.
Puesto que el campo clectromagnético, que aparece en muchas experiencias
como un fendémeno ondulatorio, puede a veces actuar como un conjunto de
particulas, de Broglie (1923) postuld que particulas de materia (por ejemplo,
electrones) pueden tener un comportamiento ondulatorio. Si una particula tiene
momento p, de Broglie supuso que la longitud de la onda asociada (longitud de
onda de de Broglie) es A = h/p; nétese la analogia con la férmula de Compton.
Por tanto. bajo deferminadas circunstancias los electrones (p. ej.) se deberdn
comportar como ondas y, en particular, producir fenémenos de interferencia.

FIGURA 1.1.1. Imagen de
difraccién producida por elec-
trones al atravesar una red de
atomos (una ldmina de oro).
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Este es un buen punto para hacerse una idea de las dimensiones a las que
son aparentes los efectos cudnticos. Supongamos que queremos hacer interferir
ondas de materia, digamos electrones, que pasan por dos rendijas al estilo del
efecto Young. Para que haya interferencia es necesario que las rendijas estén
separadas por una distancia d que sea del orden de la longitud de onda, d ~ A,.
Supongamos que aceleramos a los electrones por un potencial de 1 voltio, esto
es, les damos una energia de 1 eV ~ 1.6 x 107" joulios. Entonces,

Ae h

28— ~6x 1079 metros.
27 Vom.E

o

que es del orden de las distancias interatémicas. De hecho, poco después de
la propuesta de de Broglie, los fenomenos de interferencia predichos por él se
obscrvaron en la difraccion de electrones por redes cristalinas (fg. 1.1.1).

(F) La ecuacion de Schrodinger y la mecanica matricial. El libro de Dirac.
Schrodinger (1926) escribid las ecuaciones bésicas que obedecen las ondas
de materia. Paralelamente (de hecho algo antes) Heisenberg, primero solo
y, posteriormente, en colaboracién con Jordan, construyé una mecdnica cde
matrices que permitia explicar muchos de los efectos cudnticos. Muy poco
después, el propio Schrodinger y Dirac mostraron que ambas formulaciones
eran matematicamente equivalentes. En 1930, Dirac publicé un texto con un
tratamiento sistematico de la nueva mecanica. Puede tomarse este libro de
Dirac (1930) como marcando el establecimiento de la mecénica cudntica; de
hecho y aunque, obviamente, ha habido desarrollos posteriores, puede atin hoy
utilizarse como texto para iniciar el estudio de nuestra disciplina.

1.2. Rendijas de Young cuéanticas. El microscopio
de Bohr—Heisenberg

La discusion que sigue la hemos adaptado del libro de Feynman {(1965). Consi-
deramos (ver fig. 1.2.1, a ¥ b) unas rendijas de tipo Young, R, que etiquetamos
1y 2. Delante de ellas hay un foco, F, que lanza particulas (caso a) o, en el caso
(b), emite ondas. D es un detector que dice cudntas particulas llegan a cada
punto z (z es la coordenada vertical; consideramos el caso unidimensional, por
sencillez) o que mide la intensidad de las ondas, respectivamente en los casos
() y (b).

Comencemos por el caso de particulas. Una particula emitida por F' puede
pasar por la rendija 1 6 2, ser dispersada y llegar a un punto z: del detector;
sus posibles trayectorias vienen descritas por las lineas de puntos en la figura
1.2.1a. Hacemos primero la experiencia cerrando la rendija 2; si Py(x) es el
numero de particulas que llegan al punto 2, pasando (puesto que la rendija
2 estd cerrada) por la rendija 1, obtendremos una curva como la de la figura
1.2.2a. Si cerramos la rendija 1, obtendremos la curva Pp(x). Finalmente, si
dejamos abiertas awnbas rendijas, obtendremos una curva Pia(x) y se tendré
Pia(z) = P () + Pa(x) pues, claramente, una particula pasa por la rendija 1
o pasa por la rendija 2.
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R
,,,,,,,,, ——— I\\ D
1 PN
- ‘;w_a_,,r—"’/ N FIGURA 1.2.1a.
B N ) #7 & Experimento con rendijas
T N de Young, lanzando parti-
2 R culas.
P . N
(a)
R

Experimento de rendijas
& de Young con ondas.
J

E FIGURA 1.2.1b.

(b)

Repitamos el experimento con ondas (fig. 1.2.1b). Si cerramos la rendija 2 y
dibujamos la intensidad de la onda, encontramos I (z). Si cerramos la rendija 1,
obtenemos Iy(z). Si dejamos abiertas ambas rendijas la intensidad serd I5(z);
pero ahora I1o(z) # I (z) + Io(x) (fig. 1.2.2b). En efecto, para ondas tenemos
efectos de interferencia. Si la onda que pasa a través de la rendija j es descrita
por la amplitud ¥; (j = 1, 2) entonces podemos escribir

L adw(ttoy)
¥ = aje ’

con w, a, reales y a, positivos. Las intensidades son, como sabemos por
mecanica ondulatoria,
2 2
I = |5, Iy = |

La amplitud con ambas rendijas abiertas es W15 = ¥ + Wy; entonces

_[12 = |Q/1 + @212 = IJ + [2 + 2+/ [1.[2 C()S(Oél — O(g);
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(b)

FIGURA 1.2.2. Dos situaciones, aparentemente muy diferentes.
(a) Probabilidades de que las particulas lleguen al detector;
(b) Intensidades de las ondas que llegan al detector

para ondas lo que se suman son las amplitudes, ¥;, no las intensidades [;.

Aparentemente este experimento nos permite distinguir ondas de parti-
culas y resolver, por tanto, las paradojas de la seccidn anterior en la que vinios
que objetos tales como fotones o electrones se comportan a veces como ondas y
a veces como particulas. Intentamos, por tanto, hacer el experimento de Young
con electrones.” Supongamos que la distancia entre las rendijas 1y 2 (fig. 1.2.3)
es del orden de la longitud de onda de de Broglie de los electrones producidos
por el foco F. Llamemos W, (x) a la probabilidad de que los electrones lleguen
al punto z, dejando sélo abierta la rendija j.

\ND w

12

=

W,
FIGURA 1.2.3. Experimento de difraccion con electrones.

2 Hablamos de rendijas para hacer la discusién mas transparente; en la prictica se
utilizan redes cristalinas.
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W

=

W',

FIGURA 1.2.4. Experimento de difraccidn con electrones, pero
detectando los que pasan por cada rendija.

Si los electrones tienen caracteristicas ondulatorias esperamos fenémenos
de interferencia. Por tanto, si Wys(z) es la probabilidad de que los electrones
lleguen a - con las dos rendijas abiertas, esperamos que Wia(z) no sea igual a
Wi(z) + Wy(x), sino mds bien

[/Vlg = I/Vl + I’VQ + 2 HleQ COS(CMI — Cl’g).

Sin embargo, los electrones llegan de uno en uno al detector: nuestra in-
tuicion, basada en la fisica cldsica, nos dice que esto implica que el electrén
es una particula y, por tanto, parece que siguiendo la trayectoria del electrén
podemos determinar si pasé por la rendija 1 o por la rendija 2: en cuyo caso
se deberia tener W, = W) + W,. Para estudiar esto, colocamos un foco de luz
en la rendija 1 (fig. 1.2.4); de manera que si el electrén pasa por esta rendija
podemos verlo. Si no lo vemos, sabemos que ha pasado por la rendija 2.

La situacion, sin embargo, no es tan sencilla como parece. Al colocar el
foco hemos, realmente, modificado el dispositivo experimental. Si denotamos
por Wi, j = 1,2y W{, a las probabilidades con el foco en funcionamiento,
encontramos que, ahora si, Wy, = W/+Wj; (1). Por tanto, parece que si sabemos
por dénde pasa el electrén, éste se comporta como una particula.

Aparentemente aqui hay una falacia: podriamos haber quitado la luz;
puesto que podemos predecir la trayectoria de las particulas sabemos, sin
necesidad de mirar, por qué rendija pasa cada electrén. Pero esto es en reali-
dad la falacia. Puesto que, experimentalmente, hay interferencias, resulta que
es necesario abandonar la idea de que una particula cuantica tenga una trayec-
toria bien definida.

En efecto, examinemos mas de cerca lo que ocurre cuando intentamos de-
terminar dénde estd una particula. Para ello la miramos a través de un micros-
copio (microscopio de Bohr-Heisenberg), fig. 1.2.5. Pero para verla hace falta
iluminarla. Al intentar ganar en resolucién hay que incrementar la frecuencia
de los fotones del haz luminoso, los cuales (recordemos los efectos fotoeléctrico
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FIGURA 1.2.5. El microscopio de Bohr—Heisenberg.

y Compton) golpearan cada vez con mas fuerza al electrén, desviandolo de su
trayectoria con un momento desconocido: cuanta mayor precision queramos
obtener en conocer la posicién del electrén, con menor precisién conoceremos
la direccién v velocidad con que se mueve. De hecho, puede demostrarse la
relacién de Heisenberg que dice que si Az es la incertidumbre con la que se
conoce la posicion de una particula, y Ap la incertidumbre en su momento,
entonces (Az)(Ap) > h. (Esto lo veremos con mas detalle en las secciones 3.3
y 3.4).

Un dltimo comentario con respecto al microscopio de Bohr—Heisenberg.
Parece que, en principio, se podria predecir en qué direccion se va a mover el
electron después del chocque con el fotén aplicando las leyes del choque elastico.
Pero para ello haria falta que supiésemos exactamente el momento del fotén,
y cudndo choca con el electrén: lo que es imposible porque también el fotén es
una particula cudntica.

1.3. Funcién de onda. Interpretacién probabilistica

Segun hemos visto, una particula cuantica tiene comportamiento de onda;
podemos pues caracterizar su estado por una funcion (funcién de onda) ¥ (r, 1),
equivalente a la correspondiente amplitud en el lugar r en el instante de tiempo
t. Pero sabemos que la particula se comporta en algunos aspectos como tal
particula. Por ejemplo, en el experimento de las rendijas de Young de la seccidon
anterior, y a pesar de los fendmenos de interferencia, los electrones llegan de
uno en uno al detector D. Esto lo tenemos en cuenta interpretando la cantidad

pw(r, 1) = 0 (r. )],
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que si el objeto fuese una onda representaria su intensidad, como la probabili-
dad de encontrar la particula en el punto r en el instante de tiempo t (Born.
1926). La funcién de onda caracteriza completamente el estado de una particula
cuantica.

El concepto de probabilidad es la novedad méxima de la mecanica cuantica:
ésta imiplica que de una particula no se pueda decir que estd aqui o alld: siio
s6lo gue tiene una cierta probabilidad de estar aqui o alla.

La probabildad de encontrar la particula en algtin lugar del espacio debe
ser la unidad; por tanto podemos exigir que

/ d*r |0 (r,t)]? = 1. (1.3.1a)
R3

Sin embargo, muchas veces es conveniente trabajar con probabilidades relati-
vas, requiriendo tan sélo que

/ d*r | (r, t))* = finito. (1.3.1b)
R:S

En este caso la probabilidad, py, se debe definir como

(. )

/)q/(r‘.}t) = f 4o Ep(r t)|2 N (132)
R3 )

|¥|? es entonces la probabilidad relativa.

Las funciones ¥ y M para cualquier nimero complejo A # 0 representan
el mismo estado. Esto puede tomarse como postulado, aunque puede deducirse
de los demas en el sentido de que no hay diferencia fisica entre ¥ y AW, Nétese,
sin embargo, que la fase relativa entre dos funciones de onda puede medirse
con experimentos de interferencia.

Quizd el postulado mis fundamental de la mecdnica cudntica sea el lamado
principio de superposicion. Este principio es valido para ondas ordinarias vy,
segin toda la evidencia experimental, también para las funciones de onda de
la mecanica cudntica. Segun este principio, si ¥, ..., ¥, son posibles funciones
de onda de una particula cuantica, la funcién « ¥, + - + @, ¥, también es
una funcién de onda posible, para cualesquiera nimeros complejos aq, ..., &y,

La estructura matematica del conjunto de funciones de onda es pues la de
lo que se conoce como un espacio de Hibert, concretamente L2(R3). Debido
a esto utilizaremos, cuando sea conveniente, notacion de espacios de Hilbert
definiendo '

@) = [ (e,

o2 = /d37-|u7(r,t)|2 = (D|7), ete.

A ||| se le llama norma o médulo del estado .
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En el Apénclice I pueden verse un cierto niimero de propiedades de espacios
de Hilbert utiles para nosotros. Aqui, v por facilidad de referencia, sefialamos
Unicamente ¢ue el producto escalar es lineal,

(D)W + caly) = a (P|T)) + o (B[ F)

y que se tiene (P|W) = (W|P)*

La coudicion de normalizabilidad (1.3.1a,b) es un requisito fisico in-
soslayable. Sin embargo es muchas veces comodo utilizar, como idealizaciones
matemadticas, funciones de onda no-normalizables, para las que la integral
[ d¥r ¥ (r,t)]? diverge. Por ejemplo: consideremos una particula acerca de la
que sabemos que estd en el interior de una esfera de radio L, y que tiene igual
probabilidad de encontrarse en cualquier punto de la misma. Una funcién de
onda posible seria

1, si |r|< L

p(x,t) = {o, si|r] > L.

Claramente,
2 = 4nr?,

que es finito. Sin embargo, si L es grande en comparacién con las dimensiones en
las que estamos interesados, puede ser cdmodo utilizar la idealizacién L — oo,
v la funcién de onda ¥ = 1, con lo que la integral [ d3r |¥|* diverge.
Presentamos, para terminar esta seccion, el ultimo postulado. Supongamos

que hemos preparado una particula en un estado caracterizado por la funcion
de onda ¥. En mecanica cldsica. la probabilidad de encontrarla en un estado
distinto (caracterizado por otra funcién de onda, @ # W) seria cero. Sin em-
bargo, en mecdnica cudntica, y debido a la incertidumbre fundamental de la
misma, esta probabilidad puede 1o anularse. Si llamamos W (2, ¥) a dicha
probabilidad postulamos que

: [(o19)? \

) - NVTIE

WD e 139
A la cantidad (P|¥) se le llama amplitud de probabilidad (o, simplemente,
anplitud) de encontrar el estado caracterizado por ¥ en el estado caracterizado
por la funcién &.
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BEiercicio: Demostrar que 0 < W(P, W) < 1y que W@, @) =1 s

En lo que antecede hemos presentado los postulados para sistemas con una sola
particula. La extensidn a sistemas con un uumero arbitrario n de particulas
es inmediata. En vez de ¥(r,t) tendremos funciones de n coordenadas y del
tiempo, ¥(ry, ..,r,:t). La probabilidad de encontrar la particula Lenry, ...,
la n en r,, en el instante de tiempo t es

B @ (ry,...,r,;t)]?
C fa APy By [Py, )2

py(ry, .., 1y t)

Definimos ahora
(D) = / 43 / A, B (ry, . e, W (ry, .. T ),
Jns J s

etcétera.

1.4. De nuevo las rendijas de Young. Limite cldsico

Vaimos a reinteerpretar ahora el experimento de rendijas de Young con elec-
trones (o cualquier otra particula cudntica) a la luz de los postulados que
acabamos de introducir. El estado de un electrén vendré caracterizado, a su
llegada al detector, y cuando sélo se abre la rendija 1, por la funcién de onda
Uy (z); suprimimos las variables y, z, ¢ que aqui no juegan ningiin papel. Si sélo
dejamos abierta la rendija 2, la funcidn de onda serd Wa(x). Nétese que cada
electrén individual llega a un lugar bien determinado; pero este lugar cambia
cada vez que lanzamos un nuevo electron, de manera que lo unico que podemos
decir es que cada electrén ticne una cierta probabilidad Wy (z) = [ (x)|? de
llegar al punto z con sélo la rendija 1 abierta, v Wa(x) = |@(x)]? con sélo la
rendija 2 abierta; suponemos las ¥,, j = 1, 2 normalizadas a la unidad.

St ahora repetimos el experimento con ambas rendijas abiertas, tendremos
la funcion de onda
(I/yz(fl.'> =Y, ("[) + Wz(I),

y la probabilidad de que un electrén llegue a x serd (ver figs. 1.2.3 y 1.4.1)

|1 (2)]? W+ Wo + 2 W Wy cos(ay — )
[ da [P (a))? |P12]? 7

donde «; es la fase de ¥,.

.Qué ocurre si iluminamos una de las rendijas, como en el experimento
de la figura 1.2.47 En este caso tenemos dos sistemas distintos: cuando hemos
visto el electrén, sabemos que pasé por la rendija 1 y su funcion de onda es
?1{; cuando no lo hemos visto, sabemos que tuvo que pasar por la rendija 2, y
su funcion de onda es @), En el primer caso su probabilidad de llegar a x es
W/ = |@]|? v en el segundo es W4 = |&}|%. Los electrones que vimos/no vimos
son distintos; no puede haber interferencias, y la probabilidad total de que
un electrén llegue a 20 serd, en este caso, simplemente W/, = W] + W,. Es

Ws(z) = (1.4.1)
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FIGURA 1.4.1.
La probabilidad W. (linea
de puntos) se aproxima, en
promedio. a la suma W), + W5
(linea continua).

importante darse cuenta de que @] # W) y W) # W, en mecdnica cudntica
no puede despreciarse la interaccion con los aparatos de medida ya que. en
nuestro caso, la iluminacion afecta al electrdn; recuérdese el microscopio de
Bohr-Heisenberg.

Volvamos al caso en que no hay iluminacion. Segin (1.4.1) siempre hay in-
terferencia. Pero sabemos, por teoria general ondulatoria, que la distancia entre
dos maximos consecutivos, que denotamos por ¢, es del orden de la longitud
de onda: § ~ \. Si A < d, donde d es la resolucién de nuestros aparatos de me-
dida, los maximos estardn tan juntos que se vera la figura de interferencia W,
(representada por la linea de puntos en la fig. 1.4.1) como una linea continua
Wi+ W,. En efecto, las fluctuaciones debidas al término 2/ W, W5 cos(a — az)
en la ec.(1.4.1) se anulan en promedio. y resultan inobservables.

Como vemos en este ejemplo. los valores de una cantidad observable en
mecanica cudntica (aqui, el namero de particulas que llegan a un puuto) os-
cilan alrededor del valor que se obtendria clasicamente; v estas fluctuaciones
cuanticas se anulan, en promedio, en el limite en el que los sistemas son grandes
y la mecdnica cldsica es una buena aproximacion. Esta situacién es bastante
general; mds detalles sobre el liite cldsico de la mecénica cudntica, que es
similar a la aproximacion iconal en optica, pero es menos trivial que ésta, los
verenios en la seccion 4.1 y en los capitulos 8 y 10.

PROBLEMAS

P.1.1.  Una particula vibra; su energia de vibracion es £ = 0.7 eV. Estimar el valor
de la frecuencia de vibracidn, w, para que los efectos cuanticos sean importantes,
digamos del orden del 1%. ;Cudl es el tamario minimo de la regién en la que puede
estar confinacla la particula?

Solucién.  La tiica cantidad con dinmensiones de accidén que podemos formar es £/w,
luego debemos pedlir que £/w ~ 100A: hace falta que w ~ 10 vibvaciones por se-
gundo.
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Si la particula esta confinada en una region caracterizada por la longitud [, su ve-
locidad media serd v ~ lw. Esto tiene que ser menos que la velocidad de la luz,
¢~ 3x10" cmyseg., luego I ~ 3 x 107" metros.

P1.2. Un virus tiene una masa de 1077 gramos y un tamano de / ~ 107°
centimetros. Supongamos que se mieve a una velocidad de 107" em/seg. ; Tienen
hmportancia los efectos cudnticos a este nivel?

Solucién. La longitud de de Broglic es A = h/p ~ 107'7 cm, 10" veces menor que el

)—14

tarmano del virus. La accién caracteristica es pl ~ 1( en unidades de centimetros,

gramos y segundos, unas 10" veces mayor que h.



CAPITULO 2.

Observables, operadores

2.1. Cantidades observables. Valores propios y funciones
de onda propias

Consideremos una magnitud fisica medible de un sistema, F' (a F se le llama
observable). F puede ser, por ejemplo, la energia, momento angular, posicién,
etc., del sistema. Hay casos en que F' puede tomar sélo un conjunto de valores
discretos, f,,, n = 1, 2,...; otros observables pueden tomar un continuo de
valores fy, donde el pardmetro A\ varia continuamente. Comenzaremos por el
primer caso.

Supongamos que hemos hecho una medida de la cantidad F' en un sistema
fisico, y hemos encontrado el valor f,,. Segun los postulados de la mecanica
cuantica, el sistema viene caracterizado por una funcion de onda, que deno-
taremos por ¥,,; a ella corresponde el valor f,. En general, hay varios posibles
estados (y, por tanto, varias funciones de onda linealmente independientes) que
corresponden al mismo valor f,,; esto es, el valor de F' no determina completa-
mente el estado del sistema. Consideramos, de momento, el caso sencillo en que
el estado estd determinado univocamente (se dice en este caso que el valor f, es
no-degenerado) vy, por tanto, sélo hay una ¥, (salvo una constante multiplica-

tiva) para cada f,. Si los valores posibles de F'son fi,..., fu,-.., fn (N en ge-
neral infinito) y las funciones de onda correspondientes son ¥y, ..., Wy, ..., ¥,
podemos definir un operador £ por

FW, = f,¥,. (2.1.1)

A las f, se les llama valores propios y a las ¥, funciones, estados o vectores
propios' del operador F.Al conjunto de valores propios de un operador se le
Conoce Como su espectro.

Antes de seguir adelante con F vamos a probar una propiedad sencilla,
pero bédsica, de los ¥,,. Suponemos que los fi,..., fn, ... son todos distintos. Si
preparamos el sistema de forma que su funcién de onda sea ¥,,, sabemos que
el valor de F es f,. Si k # n, estd claro que, en el estado ¥,,, el valor de F
no puede ser fp.: luego la probabilidad de encontrar el sistema con la funcién
de onda ¥y correspondiente a fi debe anularse. Segun la ecuacién (1.3.3), esta
probabilidad es

(2, 0))
W(W,, 0,) = o2kl
A TANTA

' Los nombres autovalores y autofunciones también se utilizan.
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Por tanto, ¥,, v W son ortogonales:
W, W)y =0, n#k. (2.1.2a)

Si normalizamos las probabilidades a la unidad, ||7;]|* = 1: las ¥; forman un
sistema ortonormal,
(@, 1) = b (2.1.2b)
En particular, se sigue que las ¥; son linealmente independientes.
Volvamos a F. Segun (2.1.1), F sélo estd definido sobre las 7,,; pero pode-
mos extenderlo a cualquier ¥ de la forma

v o= Za,,ll/,, (2.1.3a)

por linealidad:

PO =P 0,0, => 0,00, =Y [,a.0, (2.1.3Db)

n n

Esto s6lo nos define I sobre los ¥ de la forma (2.1.3a). Supondremos que tales ¥
generan todo el espacio de funciones de onda {de hecho. esto puede demostrarse
aunque nosotros no lo haremos), con lo que F resulta ser un operador lineal
sobre diclio espacio.

Dado un operador arbitrario, A, se define su adjunto, /A\T.‘ de manera que,
para cada par ¥, @ se tenga que

(@A) — (Alp|w).

Si A= Al decimos que A es autoadjunto, o hermitico. Vamos ahora a ver una
interesante conexion entre operadores autoadjuntos y observables. En general
una cantidad observable puede tener valores complejos. Sietnpre es posible,
sin embargo. descomponerla en parte real y parte imaginaria; por tanto, y
sin pérdida de generalidad, nosotros consideraremos que los valores f,, son
numeros reales. Demostraremos ahora que esto implica que F es un operador
autoadjunto (v reciprocamente). En efecto,

<E[/” |131J//r> :<'>pn|fl\q/k> = fk’<d7u.|!pl\'> - ./L'k;(sl;:u - fu(§/\'u7
<J/11“3'T l]/A> :<ngn|lpl~> = <fng)n|gp/.'> = f;’:,'{sk“u = fn 6/~;11>
y hemos tenido en cuenta que f, es veal. Por tanto, para cualquier 7, k,
(| = (o, FTa,).

Para cualquicr par @, ¥ basta desarrollarlos,

P = Z oW, W= Z B, ¥,
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v sustituir en (P|FW). <<[>]P 'W) con lo que obtenemos

(d

Puesto que &, ¥ son arbitrarias, esto implica que

) = (@|FTw).

F =t (2.1.4)
como querfamos demostranr.

EJerRCICIO: Demostrar ol teorema reciproco, es decir: si I = £, entonces las

[n son reales e

2.2. Valores esperados de cantidades observables

Supongamos que ¥ representa un estado arbitario. Desarrollandolo en términos
pong q 1
de las ¥, de la seccidn anterior tenemos

W=l = (0, |0). (2.2.1)

En general. no existe ningun valor f del observable F' que verifique Fy = fw.
Pero, si medimos F' en el estado representado por ¥, tenemos por fuerza que
encontrar alguno de los f,, ya que, por hipdtesis, son los valores posibles de F.

;Cudl es la solucion de esta paradoja? Pues, simplemente, que tenemos
que admitir que existen estados en los que un observable no tiene un valor bien
definido. Si medimos I en el estado ¥ unas veces obtendremos f, otras fo,
otras f,. Debido a este comportamicnto aleatorio (comprobado experimental-
mente infinidad de veces) lo mas que podemos calcular es el valor medio o valor
esperado de F'en el estado W, que escribirenios (EF)y .

Para encontrar el valor de esta cantidad utilizamos que la probabilidad de
encontrar el sistema. que hemos preparado en el estado con funcién de onda
v, en uno de los ¥, es

(@ |)]?

W(g, W _
SR TN AT

Si suponemos las ¥, normalizadas a la unidad, (2.2.1) v (2.1.2b) nos dicen que
2
v |

&[]

W(P,. W) = (2.2.2)
Pero, en el estado ¥,,. I tiene el valor bien definido f,,. Por tanto, en el estado ¥
encontramos el valor f,, precisamente con la misma probabilidad de encontrar
el sistema en el estado @, a saber, W(¥,,.¥) = |a,|?/|1¥||2. El valor medio de
F en el estado ¥,, es pues

lan|? ‘
92.2.
Z e /. (2.2.3)
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Hay otra expresion para este valor esperado que es muy util. Vamos a demostrar
que R
(Z|F|¥)

)z
En efecto: desarrollando & como en (2.2.1) y utilizando la ortonormalidad de
los ¥, y la linealidad de F tenemos que

(F)w = (2.2.4)

(Fyw = apon, (T F,,)
nk

=" afan fu (B 0,)
Tk

- Z |O‘71|2f'n,a

y hemos utilizado que (@ |¥,,) = dy.,. Sustituyendo en el miembro de la derecha
de (2.2.4) vemos que se obtiene el miembro de la derecha de (2.2.3), como
queriamos demostrar.

Una dltima cuestidén. Cualquier operador puede considerarse un operador
integral (para la definicién de éstos, ver el Apéndice I). El nicleo de Fes kp
con

ke(r,x') = ful (r, )7, (x, 1) (2.2.5)

(para el caso de una particula).

EJerRCICio: Demostrar (2.2.5).

Indicacién. Aplicar el operador integral de nicleo kg a un W, arbitrario, ver
que produce el mismo resultado que F, y extenderlo a un ¥ arbitrario por
linealidad. En general, kg es una distribucién e

2.3. Espectro continuo

Si un observable tiene un conjunto de valores posibles (“espectro” de valores)

continuo fy, donde el parametro A varia de forma continua, el formalismo de
la seccién anterior debe modificarse. No es posible encontrar estados fisicos ¥y
tales que

FE[/,\ = Ly, (2310)

pero vamos a trabajar con ellos como una idealizacion matematica muy 1til.
Para ello sustituimos el conjunto continuo {A} por uno discreto® {\,} que va
haciéndose mas y mas denso hasta llenar tanto como se quiera el conjunto {A}.
En estas circunstancias el observable cuyos valores son las fy, se parecerd mas

2 Una manera concreta de realizar esta “discretizacién” la veremos en la sec. 3.6.
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y més al observable F'. Las funciones correspondientes, ¥y, tenderdn hacia las
.

Las condiciones basicas que queremos retener (aparte de linealidad de F')
son las

(Or 03,y =0xer, v T =) an, ¥y, (2.3.2)

.

En el limite del continuo, las sumas se convertirdn en integrales:

Z—a/d/\.

Para ver en qué se convierte en el caso continuo la § de Kronecker, la definimos
por

§ Sxn, 6(Ax) = a(,,)

A

para una funcién arbitraria a. En el limite continuo la suma se convierte en
integral y vemos que la ¢ de Kronecker se debe sustituir por la de Dirac, que
es la que verifica

/ dp (i~ Nal) = a()).

Por tanto, las condiciones (2.3.2) se convertirdn en
@0 =3a-3) v = [dae, (2.33)

Estd claro por qué las ¥y no pueden ser fisicas: de (2.3.3) resulta que ||¥]|? =
5(0) = o0.

Fn el caso mds general posible tendremos mezcla de espectro discreto y
continuo, f,, ¥, y fn, ¥x. Entonces,

(Do) = Oxns (Wul@n) = 8(u = A),  (Wul@y) =0

y un estado general ¥ se escribird como
U= a,¥, + /dmm%.

A partir de ahora no haremos diferencia entre un observable F' y el operador
que lo representa, F.
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2.4. Observables compatibles

Sean I’y G dos cantidades observables. En mecédnica clasica podemos medir
simultdneamente, y con tanta precisién como queramos, los valores de las dos.
En mecédnica cudntica esto no es cierto en general. Asi, si F' representa al mo-
mento p y G a la posicion, x, de una particula, la relacion de incertidumbre de
Heisenberg que ya hemos mencionado dice que ApAz > %Tz Por ello, cuanto
mejor intentemos medir la posicién de una particula, mas incertidumbre ten-
dremos en el conocimiento de su momento.

Hay casos particulares, sin embargo, en los que F'y G si se pueden medir
simultdneamente con tanta precisién como queramos; por ejemplo, la energia
y el momento angular de un sistema aislado. En este caso se dice que los
observables F'y G son compatibles.

Veamos cémo se traduce esto matemadaticamente. Puesto que F'y G son
compatibles, podemos escoger estados ¥, en los que F' 'y G tienen, a la vez,
valores bien definidos® f,, v ¢, respectivamente:

F!pn = fnspn,; GA1lpn = Ggn LZF/'rl,- (241)
Para un estado arbitrario, ¥ = %" o, ¥, calculemos FGW. Se tiene.

FGW =Y 0,FGU, =) ang, F,

.

= E anfngng)’n
n

y hemos utilizado linealidad de los F', G. Andlogamente comprobariamos que
se tiene, también,
GFV¥ = Z avv,fﬂ,gngpn-

T

Puesto que los miembros de la derecha son iguales, esto implica que FGw =
GFW; y, ya que ¥ es arbitrario. debemos tener

FG=GF. (2.4.2a)
Si, para dos operadores cualesquiera A, B definimos su conmutador [A, B] por
A, B]= AB — BA,
resulta que hemos demostrado que, si dos observables F' y G son compatibles,
su commutador se anula: o
[F,G] = 0. (2.4.2b)

El reciproco también es cierto: si F' y G conmutan, se pueden encontrar
estados ¥, que verifiquen (2.4.1). Si F' y G fuesen matrices finitas, esto seria
una consecuencia inmediata del conocido teorema que dice que dos matrices

3 Suponemos que los espectros de F'y G son ambos discretos; la extension al caso de
espectros continuos o mixtos no presenta problemas y se deja como ejercicio.
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autoadjuntas que conmutan se pueden diagonalizar simultdneamente. En el
caso general la demostracién es muy complicada y nosotros no la haremos; ver
p. ej., von Neumann (1932).

Ahora vemos por qué en mecanica cudntica hay cantidades que no son
medibles simultdneamente: sus operadores correspondientes no conmutan. Por
ejemplo, si Q es el operador posicién y P el momento, demostraremos en la
seccion 3.4 que verifican

[@, P] =ih # 0.
En el limite cldsico esperamos que los conmutadores tiendan a cero con f,
de manera que podamos despreciarlos si las dimensiones caracteristicas del
sistema son mucho mayores que h; con lo cual, la incompatibilidad entre sus
medidas serd despreciable.

2.5. Valores propios degenerados. Conjuntos completos
de observables

Ahora podemos ya tratar el caso de valores propios degenerados, esto es,
cuando a los valores propios f, de un observable a corresponden varias fun-
ciones de onda linealmente independientes, que distinguiremos con el indice j:
.5, J=1,2,... Tenemos pues,

Fl—pn:_y' - f’ngpﬂ:j- (251)

Puesto que dos de ellas, digamos ¥,,.; y ¥, j # j', corresponden por hipétesis
a estados distintos, tiene que diferir en el valor de algiin observable. Sea G este

observable; entonces, .
Cniy = gnij¥ny- (2.5.2)

Esgrcicio: Utilizando (2.5.1) v (2.5.2) demostrar que [F,G] =0 e

Es posible que todos los ¢,,.; sean distintos para distintos j. Si no lo fuesen,
y hubiera varios vectores ¥, [ = 1,2,... linealmente independientes, éstos
también representarian estados distintos; luego tendria que haber un nuevo
observable, H, que distinguiera entre ellos. Prosiguiendo el proceso. llegamos
finalmente a un conjunto de observables

tales que todos conmutan entre si,
PG =0, [F. 2] =0, .. [V, 2] =0
y un conjunto de vectores W, ;... s tales que
Fipn;j;z;...;.s = faWipiti s kaﬂ.;j;/;.,.;s =0nWnijits oss
Z\J/n;j;l;---;s =2Znidi s Pnijiti s
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y los W, 5. . sON Unicos salvo, como siempre, una constante multiplicativa.

A un conjunto como el F, G’, H ... , ')7, Z de observables que definen com-
pletamente el estado de un sistema se le llama conjunto completo de observables
compatibles. Aunque nosotros hemos dado argumentos intuitivos que indican
su existencia, la demostracién rigurosa, que se puede encontrar en el texto
de von Neumann (1932), es muy complicada. De hecho, en teoria relativista
(teoria cudntica de campos) el conjunto F, G,... necesariamente requiere in-
finitos operadores.

El conjunto F, G, H .. Y,Z no es tnico. Si hubiéramos empezado con
un operador F que no conmutase con F habriamos econtrado otro conjunto
distinto. Ejemplos de conjuntos completos los veremos a lo largo del texto.

2.6. Principio de correspondencia

Sea F' un observable y consideremos un sistema cudntico con funcién de onda
. Sabemos que el valor medio de F' en este estado viene dado por

(F)o = (#|F¥). (2.6.1)

La mecénica clasica representa una buena aproximacién a la naturaleza para
objetos macroscépicos; esto quiere decir que, s1 ¥ representa un sistema cuyas
dimensiones tipicas son grandes comparadas con f, los valores medios calcula-
dos con la férmula (2.6.1) tienen que coincidir, despreciando términos de orden
h, con las correspondientes cantidades cldsicas, que denotamos por Fo. En
formulas,?
(E)y ~ F., es decir (F)y = F. + O(R). (2.6.2)
Esto es parte del llamado principio de correspondencia. Su formulacién
completa incluye la siguiente hipotesis: si el observable cldsico Fi es una funcion
de los Geiy .-y Zets Foy = (G, - .-, Za), entonces, v salvo quizd términos de
orden h, el correspondiente operador cuantico F' viene dado por la misma
funcién de los G ... Z:
F=9(G,...,2)+ O(h). (2.6.3)
Aunque 1til heuristicamente para sugerir la forma de operadores en mecdnica
cudntica, el principio de correspondencia (debido a Bohr) ni es riguroso ni
completo; en efecto, no nos indica los términos O(R) en (2.6.3) v, ademds, hay
observables y situaciones cudnticas que no tienen analogo clasico.

Eiprcicio: Demostrar que si F= 4,0(@), Fy G conmutan e

4 A veces la diferencia es de orden fraccionario; por ejemplo, a veces se tiene (F)) =
F. 4+ O(R'?). Seguiremos escribiendo (2.6.2) por simplicidad.
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Ejercicto: Demostrar que, si F= go(@), los valores propios fn, gn satistacen
fr = (gn).

Indicacién. Desarrollar ¢ en serie,
.‘ z 30 Gn

y aplicar los dos miembros de la igualdad a las funciones de onda ¥, que
satisfacen GW,, — g, @

PROBLEMAS

P.2.1. Supongamos que el espacio de los estados de un sistema fuese de dimensién
finita, n.
A) Dado el observable

Al 0

0 An

con A\; # Aj para i # j, demostrar que todo observable que conmuta con F es funcién
de F.

B) Supdngase que Ay = A2, pero todos los demas \; son distintos entre si, y de los
dos primeros. Complétese un conjunto completo de observables.

Solucién. Cualquier G = (gi,) con gu, = wid,j con py # .

P.2.2. Imaginar aparatos que midan los siguientes observables de una particula: mo-
mento, energia y momento angular Supdngase que la particula tiene carga eléctrica.

P 2.3. Demostrar que, si [A, B] conmuta con ambos A y B, entonces

ete? = exp (A-Q—B + 34, B])
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Paquetes de onda.

Operadores posicién y momento.
Relacién de incertidumbre.
Formulacién en un reticulo

3.1. Ondas planas. Paquetes de onda. Gaussianas
La funcién de onda mas sencilla es una onda plana,
Py (r, t) = Cellkr=wh), (3.1.1)

Aqui, w es la frecuencia (angular) y k el vector nimero de ondas, relacionado
con la longitud de onda racionalizada, X = A/27 por X = 1/]k|. C es una
constante.

Estd claro que (3.1.1) es una idealizaciéon matemética. En efecto, la proba-
bilidad de encontrar la particula en cualquier punto del espacio es la misma,
puesto que |@(r,1)|* = |C|?. La integral [ d*r |y (r.t)|* es divergente.

Para formar funciones de onda fisicamente aceptables tenemos que consi-
derar paquetes de onda, superposiciones de ondas planas con un cierto peso:

W(r,t) = ﬁ / d*k f(k, t)e'™ . (3.1.2)
El factor 1/(27)%/? se introduce por comodidad posterior.

Un caso sencillo es el de una distribucién de pesos tipo Poisson (o gaus-
siana) en la que f es independiente del tiempo e igual a f, con a positivo y tal
que ‘

falk) = Co 22 (k=ko)* (3.1.3)

Si consideramos el caso de una dimension, omitimos la dependencia en el
tiempo, por simplificar, y definimos entonces

1 +oc -
Q[(Ili> = \/(_2_7; /_ dk f(;{:)ell\.,,ﬂ

entonces la integral (3.1.2) es elemental y encontramos

J/ :@f,( = Q. ""'2/2“26”\70-’7';

‘o a (3.1.4)
|C| =a'?7= " para ||@,|| = 1.
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Esta funcién de onda representa una particula localizada en una regién del
espacio |z| £ a. En efecto,
(l

-
Z(@)* =" o7/

Si |z| > a, la exponencial es muy pequeha, mientras que, para |z| < a,
e~’/" ~ 1. Laonda plana puede considerarse como un caso limite del paquete
(3.1.4) cuando a es muy grande.

Volvamos a dimensién 3. La condicién de normalizacién

/ d*r |@s(r,t)]? = finito
RS ’
se cumple si, y sélo si,
/ d*k |f(k)|* = finito.
RS

En efecto, aplicando conocidas férmulas de transformacién de Fourier (ver
Apéndices I, II) resulta que

/ d"’r|47.f(r1t)\2:/ &k |f (k)| (3.1.5)
R J R

(esta es, por supuesto, la razén del coeficiente 1/(27)%/? en (3.1.2)). En par-
ticular, para la f, de (3.1.3),

" v|2
[ aklnop = jop [ ao et < 80 o
R3 ' R a’

Continuando con este ejemplo gaussiano, es intesante notar que la regién
en la que estd concentrada la particula, Ar| ~ a es el inverso de la dispersién
en k: |fo(k)|?* sélo difiere apreciablemente de cero cuando |k — ky| < 1/a; si
|k — ko| > 1/a, entonces exp{—a?(k — ky)?} es mucho menor que la unidad.

Un resultado que nos va a ser muy util es que cualquier funcién de onda
puede escribirse como un paquete de ondas. En efecto, sea ¥(r) una funcién
de onda cualquiera; omitimos a veces la variable temporal, que no juega aqui
ninglin papel. Utilizando férmulas de transformacién de Fourier, y denotando
por ¥ a la transformada de Fourier (inversa) de ¥ tenemos

1 1 3, —ikr
Invirtiéndolo, y escribiendo el tiempo explicitamente,
1 3 ikr,7, B

que es de la forma (3.1.2) con f = v
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Si dividimos el espacio de las k en celdas de volumen V', y escogemos k; en
el interior de la celda j-ésima, la definicidén de integral de Riemann nos permite
reescribir (3.1.7) como

V(r,t) = &iglo Za_.,(V, tyeltor, (3.1.8a)
J
donde hemos definido los nimeros «;(V.t) por
V. Vo g

Esta expresion (3.1.8) nos dice que cualquier funcidn de onda es el Iimite de
una superposicion de ondas planas. Por tanto, dado un operador lineal nos
basta saberlo aplicar a ondas planas para poderlo extender a cualquier funcion
de onda por linealidad. Este resultado nos va a ser itil muy pronto.

3.2. Operador posicién

Ya hemos dicho que la probabilidad de encontrar una particula con funcién de
onda ¥(r.t) en el punto r (en el instante de tiempo t) es |¥(r, #)|?, normalizando
probabilidades a la unidad de manera que |¥| = 1. Si denotamos por Q al
operador que representa la posicién en mecanica cudntica, el valor medio de la
componente j (j =1, 2, 3) de la posicidn serd pues

Qg = /d'rjr i@ (r,t)[* = /dBT‘ W (r, t)r;¥(r, t).

Segun la regla general, dada por la ecuacidén (2.6.1), esto tiene que coincidir
con

(7|Q,w) = /d‘% v (e,1) (Qs(r,1))
Puesto que esto ha de ser cierto para cualquier ¥ se sigue que

Q¥ (r,t) =r;@(r,t): (3.2.1)

el operador posicion @); es, simplemente, el producto por la variable 7.
Como ejercicio, calculemos el valor esperado de @ (en una dimensién) en
el estado (3.1.4):

CI?

+o0 27,2
—_ dz ze=* /o
S
<Q>Wu = (Z-I-, 2 N = 0
— [T2 dg et/
a

La particula se encuentra, en promedio, en el origen de coordenadas. Un estado
de una particula localizada en un zg dado se obtiene desplazando:

C _— 2 ko
U, (z,t) = — e—(J.fJ,())Z/ZLl eikor (3.2.2)
a
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EJERCICIO: Demostrar la férmula siguiente:

(Qv,, =0

En estadistica, la dispersion (cuadrdtica) de una cantidad F' aleatoria se define
como la diferencia entre el valor esperado del cuadrado de dicha cantidad, y el
cuadrado del valor esperado. Si denotamos por AF a la dispersién entonces,
en mecanica cuantica, y para un observable F', tenemos
2 2 o 2 B
(AFY, = (FYy — (F)y. S|P =1 (3.2.3a)

(AF)y puede tomarse como una medida de la incertidumbre con la que se
conoce la cantidad F', en el estado V.

Eorrcicto: Demostrar que, si F'es autoadjunto, AF es siempre mayor o igual
que cero

Indicacién. Cuando ¥ no esta normalizado, (3.2.3a) se sustituye por

»  (W|FPw)  (9|FD)? _
(AF)y = e T2 (3.2.3b)

Tenemos que demostrar, pues, que

1)@ | FPe) — @ Fe)®
es positivo. Desarrollemos ¥ en los ¥, con P, = faln W

= 2., om¥n.
Sustituyendo, podemos escribir la expresién de mds arriba como

U ol larl* (2 + £2 = 2fnfi)

nk

lo que evidentemente es positivo e

Para el operador Q y el estado ¥, de (3.1.4),

2

C ~
5 ffx dr p2e—%"/a*
(ZXC?%[/ﬂ - (IC 5 =
2 Jjw dz e7?/a?

@ o

2| s

Noétese que la constante C se cancela, como debe ser; la cantidad medible
(AQ)7 no puede depender de una constante arbitraria. El resultado

AQ =a/V?2,

(3.2.4)
lo habfamos visto cualitativamente antes.
EJjercicio: Demostrar que también se tiene (AQ)w, = a/V/2 donde W, es la
funcién de onda desplazada de (3.2.2)
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3.3. Operador momento

Para obtener el operador momento comenzamos con una onda plana,

Cei(kr—wl,) )

La relacién de de Broglie nos dice que p; = hk, es el valor de la componente
J del momento correspondiente. Si denotamos por P; a la componente j del
operador momento, definimos, de acuerdo con esto,

Pe!r=t) = p ei(ermet), (3.3.1)

Par encontrar la accion de P sobre una funcién de onda arbitraria comenzamos
por reescribir (3.3.1) 1denhcamente como

p_ei(kr—wt) = hk._ei(kr—w[) — ;lhi ei(kr—wl)~
J 0 87/

Utilizando (3.1.8) v que ]5]- es lineal,

PW(r,t) = Mlozan(v,t)ﬁjeikr

: a ikr
élgl( a an(V,t) <—1haTJ> e

= — 1/)— lim ay (Vit)e ikr

TJ' V-0

—iht)(— U(r,1);

T

en el pendltimo paso hemos utilizado que los a,(V,t) no dependen de r para
sacar la derivada a la izquierda. Por tanto, hemos encontrado que, para una
funcion de onda arbitraria,

P (r,t) = —ih— ¥(r,t), (3.3.2a)
’ C)T'J'
es decir,
P = —ind (3.3.2b)
) = 10” . 3.

[“n notacion vectorial,

P = —ihV = —ihgrad = ~ih§ : (3.3.2¢)
r
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Eiercicrio: Demostrar que los Q, P son autoadjuntos e

Calculemos (en una dimension) el valor medio de P en el estado (3.1.4):

2 2
“+o00 LT _—k
j_w da e 247 efkor { ih (— + 1k0> YY) e‘“’"}

<P>% = 2 = hko,
TR
[T dze
como era de esperar. La dispersién es, tomando para facilitar el calculo &y = 0,
2
o —e . . P P
dze o7 (—i?h*/a® + i?h*z? Ja*) h?
(AP);, = == " : =53
w 0o _x2
dre”o? a

Por tanto,

(AP)y, = (3.3.3)

h
av2’
lo que habiamos visto cualitativamente en la seccién 3.1. De (3.2.4) y (3.3.3)
se sigue que

(AQ)3,(AP);, = h/2. (3.3.4)

Esta es la relacién de incertidumbre de Heisenberg. La igualdad (3.3.4) vale
para paquetes de onda de tipo gaussiano; en general, y como demostraremos
en la proxima seccién, se tiene

(AQ) (AP} = h/2, j=1,2,3 (3.3.5)

3.4. Relaciones de conmutacién
Apliquemos el conmutador [@Q,, P| a una funcién de onda arbitraria, ¥:

ow N
Q,Pw = 17162Ja - 1717‘]-8—”;

5 A 0 . L OV
PQ,W = 171(,9—] (r¥) = —ihd, ¥ — 1/%730—” .

Restando, o
Q,, P|¥ =ihé, @,

y, puesto que ¥ es arbitraria hemos demostrado las relaciones de conmutacion
de Heisenberg, o
[Q;. P = 1hé ;. (3.4.1)

Ahora ya podemos demostrar la relacidn (3.3.5) con toda generalidad. Para
ello escojamos un sistema de referencia en el que (P)y = 0, y un origen de
coordenadas tal que (Q)y = 0. Evidentemente, sea cual sea A,

1(Q; + AP > 0.
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U =1,

Por tanto, para todo A real y escogiendo la normalizacién de forma que
0 <((Q, + NPHFIQ; + iAP)W)

(PI(Q5 — AP (Qy +iAP)D)

@] (@2 + NP2 +iNQ,. Bi]) ) = (AQy)} + X (AP — AR

I

La condicién de positividad para todo A es que el discriminante sea negativo,
esto es,

W = 4(AQ)5(AP); <0,
lo que implica (3.3.5).

EJeRrCICIO: Demostrar que, en general, (AP;)z no depende del sistema de
referencia, ni (AQ;)3 del origen de coordenadas.

Solucién. Para, por ejemplo, el primero, al pasar a un sistema de referencia
que se mueve con una velocidad v con respecto al original debemos cambiar el
operador P — P’ = P+mu donde m es la masa de la particula y trabajamos en
una dimensién para simplificar. Nétese que v representa una velocidad cldsica;
los sistemas de referencia los consideramos macroscépicos. Se tiene,

(AP =(P?)y — (P)y = (W\(PQ +m*0® — 2muP)W)
—{(@|Pw)? + m** (@ |w)? — 2mu(¥|PW)}
=(AP);

va que los demas términos se cancelan unos con otros e

Un 1ltimo comentario para acabar la seccién. Nosotros estamos desarrollando
la mecanica cuantica a partir de la funcién de onda; y, de ella, hemos deducido la
forma de QJ B, v la relacién de conmutacién de Heisenberg, (3.4.1). Es posible,
sin embargo, seguir el camino opuesto: postular (3.4.1) y, de aqui, deducir la
funcién de onda y de hecho toda la mecédnica cuantica. Esto lo veremos en la
seccién 4.4.

3.5. Funciones y valores propios de Q y P.
Representacién de momentos
La ecuaciéon de valores propios para el operador posicidn es
Q Ua(r,t) = \jUn(r, 1), (3.5.1)

esto es, (1 —A;)Wa(r,t) = 0. Lainica solucién de esta ecuacion es proporcional
a la delta de Dlra,c.
Ua(r,t) = C(t)d6(r — A). (3.5.2)

! La definicién y propiedades de la delta de Dirac pueden verse en el Apéndice IT.
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El espectro de Q es continuo, y las funciones de onda correspondientes son, en
consecuencia, impropias:

@al) = (CFF [ drb(c = X)o(x = ) = ICPSA - ).
Para el operador momento la ecuacién de valores propios
Py (r,t) = pjWp(r,t) (3.5.3)

se convierte en las ecuaciones diferenciales

0 i
% LPP(I‘, t) = ﬁ Wp(r,t),
con solucién _
Uy (r,t) = C(p,t)e™™, k=p/h. (3.5.4)

También aqui el espectro es continuo y las funciones de onda impropias:
ot} = |CIF [ a2 = |CR (25 (p — o).

El que las funciones de onda propias de Q, P sean no-normalizables era de
esperar: debido a la relacién de incertidumbre es imposible tener un estado con
posicién o momento totalmente definidos.

Los conjuntos {Q_,-}, {JSJ-}, j =1, 2, 3 nos proporcionan dos primeros ejem-
plos de conjuntos completos de observables compatibles, para una particula. En
efecto, dados los tres valores propios (A, o p) los estados estdn perfectamente
determinados; las funciones de onda propias son tnicas, salvo la inevitable
constante multiplicativa.

Consideremos una funcién arbitraria, ¥. Desarrollandola en funciones pro-
pios de Q, (3.5.2) con C' = 1, tenemos

U(r,t) = /dS/\ ay (A t)6(A — 1) = ayp(r,t).

Los coeficientes del desarrollo coinciden con la propia funcién de onda.
Si hubiésemos desarrollado en funciones propias de P, (3.5.4) con C = 1,
obtendriamos

?(r,t) :/dgpag,(p,t)e‘pr/ﬁ‘. (3.5.5a)

Podemos pues identificar los coeficientes del desarrollo con la transformada de
Fourier inversa de la funcién de onda, salvo una constante. Denotando a esta
transformada por ¥ tenemos, en efecto,

1 ~
V4 s =% 75 v s L)y
o (p.1) (2mh)3/2 /(P (3.5.5b)
@ t) = 1 .dB —ipr‘/ﬁ,!p 1 o
(p, )*W re (r,1).
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Como es logico, podemos identificar un estado o por la propia funcién
de onda ¥(r,t), a la que (si hace falta precisar) se llama funcién de onda
en espacio, o representacion de posicion, o por sus coeficientes en cualquier
base. Por tanto, podemos describir un estado por la funcién ¥(p,t) a la que
se conoce como funcién de onda en espacio (o representacion) de momentos.

Esta denominacién viene justificada por la siguiente propiedad: |&Z(p, t)|? es la
probabilidad de encontrar la particula con momento p.
EJercicio: A) Demostrar esta iltima afirmacién. B) Demostrar que
(7|®) = / dlr & (r, )®(r, t) = / d*p¥* (p,t)P(p, ) (3.5.6)
J R3 R3

lo que da la forma del producto escalar en espacio de momentos e

En las secciones 3.2, 3.3 hemos encontrado la forma de Q, P en espacio de
posicién. Vamos a ver ahora su expresion en espacio de momentos. Comencemos
por P. Puesto que |¥(p,t)|? es la probabilidad de encontrar la particula con
momento p, esta claro que

P (p,t) = p;¥(p,1). (3.5.7)
La forma de Q es algo mdas complicada de encontrar. Utilizando (3.5.5) y la
forma conocida de actuacion de Q sobre ¥(r,t),

_ 1
(2rh)3/2

_ 1 ' 3 0 ipr/h E T
| (o) S0
1

. . . 0 ~
- - 3 ler/h-f-iw t
TOEE /d petihg (P, 1),

Qj@(r,t) =7;¥(r,t) = /dl‘;p eipr/hrj@(p,t)

J
y en el dltimo paso hemos integrado por partes. Pero, por otra parte, y dado
que Q es lineal y una integral es (el limite de) una suma,

1

Q;¥(r,t) = (2rh)3/

' B . r ~ ~
/d“‘pe‘pr/’Qﬂ(p,t)-
Igualando, hemos encontrado que

.~ o ~
Q,¥(p,t) = ihA— ¥ (p,1). (3.5.8)
Op;
Q es sencillo en espacio de posicion, y P en espacio de momentos.

Ejercicio: Demostrar (3.5.7) utilizando el mismo método que hemos seguido
para probar (3.5.8) e
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3.6. Discretizacién de espectros continuos:
mecanica cuantica en un reticulo

En la seccidn 2.3 se dijo que si un operador tiene espectro continuo, siempre se
puede aproximar por uno con espectro discreto. En la presente seccién veremos
un importante ejemplo de cémo se puede implementar esto.

Comencemos por el operador posicién, y trabajemos de momento en una
dimensién. El espectro de Q, QQ?('L, t) = ¥ (x,t), es continuo porque la varia-
ble x recorre toda la recta real. Para discretizarlo, vamos a sustituir esta recta
(que denotamos por R) por el conjunto de puntos R* de la forma x,, = na con
n entero, positivo, negativo o nulo. a es una longitud elemental que podemos
interpretar como la precision méxima de nuestros aparatos de medida de lon-
gitudes. El espacio L?(R) de funciones de onda sobre R lo reemplazamos por
el espacio £2 cuyos elementos son sucesiones

U — {¥,}, con¥, =¥(z, =na).

El operador posicién se reemplaza por el Q% con

Q" 7, = na¥,. (3.6.1)

El producto escalar lo definimos ahora como
+00

PPy =a Y U, (3.6.2)

n=-—0oC

El factor a se introduce aqui por conveniencia para el paso al limite continuo.
Este limite se alcanza cuando a — 0; entonces, utilizando la definicién de
integral de Riemann, vemos que (3.6.2) se convierte en

+oo
a Z P, et dr ¥ (z)P(z),

n=—o0

es decir, el producto escalar ordinario en L*(R).
Las funciones propias de Q% son las ¥ con \ = al, siendo [ entero y

7 = %5:”; QI =\, (3.6.3)

C una constante arbitraria. Fl factor 1/a se introduce en (3.6.3) de forma que
en el limite continuo a — 0 se tenga
@M -, C3(A ).
n—
Para definir un operador P gal que P — P, pero de forma que po tenga

espectro discreto, hay que hacer una aproximacién extra: tenemos que suponer
que n varfa en un recorrido finito, =N < n < N (ver figura 3.6.1). Na puede
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a
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Py ° ra

- - P

P -0----o~
X

FIGURA 3.6.1. Reticulos en una y tres dimensiones con, respecti-
vamente, N =5y N = 1.

representar fisicamente, por ejemplo, el tamano del laboratorio. Para definir
¥, cuando |n| > N lo hacemos por periodicidad,? requiriendo que

Upransly = Yn- (3.6.4)

Con estas condiciones el producto escalar hay que modificarlo, definiendo

+N
PP =a > U0, (3.6.5)

n=—N

Esta claro que ahora el espacio de “funciones de onda”, {¥y}, tiene dimensién
finita. igual a 2N +1: sélo hay ese numero de componentes independientes, cor-
respondiendo an=—-N,—-N+1,...,0,1,...,+N. Por tanto, en este espacio,
todos los operadores tendrdn espectro discreto.

2 Podriamos también haber definido Yy (v+1) = 0. La influencia de estas “condiciones
de contorno” desaparecerd en el limite aN — oo.
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Ya podemos ver ahora la forma en este espacio de P?, y su espectro.
Recordamos que. en el caso continuo, se puece escribir

PU(z) = —ih lim V(z+a)—¥(z-a) :
a—0 2CL

en consecuencia, definimos
. ih
(P9) = =52 Wupr = Wam0), (3.6.6)

con lo que es evidente que se recobra el valor del continuo para a — 0.
La solucién de la ecuacién de valores propios,
(Prw®) = pu, (3.6.72)
n
incluida la condicién de contorno (3.6.4), es
h ap

Sp’(lp) — Cem.p-n./ﬁ’ P =— sen F )
a L

\ 0 _ 2whk
saraa — 0, P — p. = "
I 7"(,1—>07 p a(2N + 1)

(3.6.7b)
k = entero.

Eijercicio: Demostrar (3.6.7) e

El limite del continuo ordinario se obtiene haciendo a — 0, N — oo, pero no
de forma arbitraria, sino primero N — oo y, luego, a« — 0. Alternativamente,
podemos tomar a la vez ¢ — 0y N — 00 si requerimos simultineamente que
se tenga alN — oco. Hay que tomar ademds, en (3.6.7b), n y k creciendo de
forma que an — z y 2nhk/a(2N + 1) — p y z, p sean finitos.

En tres dimensiones definimos ¥, = ¥(ry = nja,ry = nopa,r3 = nza) con
los n; enteros y |n,| < N y requerimos periodicidad en las tres dimensiones.
Ademas

Q§Wn = an, Q' W, (3.6.82)
Si j es un vector con componente j-ésima igual a 1y las otras dos cero,
(0) = -2 @y~ ). (3.6.8b)
J n 2a

Esta aproximacion reticular a la mecanica cudntica es util no sélo porque
permite reducir espectros continuos a discretos, sino porque nos proporciona
una aproximacion al espacio de Hilbert de las funciones de onda por un espacio
de dimensién finita, y a los operadores por matrices finitas. Esto facilita la
resolucion numérica, con tanta precisién como queramos, de muchos problemas
que no tienen solucién analitica exacta. Pero hay que tener cuidado, porque esta
aproximacion tiene propiedades peculiares. Para ver un ejemplo, consideremos
el conmutador de Heisenberg. Al discretizar el espacio se convierte en

([Q”,P“']eli>7 = % (Wrg1 + ), (3.6.9)

3
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es decir, ya no tenemos [Q, P] = if.

De hecho, es facil demostrar que la relacién de conmutacién [Q, P| = ik
implica que el espacio de estados es de dimensién infinita. En efecto: tomando
trazas, si el espacio fuese de dimensién finita tendriamos Tr QP = Tr PQ y por
lo tanto el absurdo

0="Trik =1iiD
donde D es la dimensién del espacio.
EJERCICIO: A) Demostrar que Q®, P son autoadjuntos.

B) Demostrar que el operador que aparece en el miembro de la derecha de
(3.6.9), i/ definido por

(nre) = % (Worgr + Wny)

tiene traza cero, aunque es evidente que, en el limite, I* — 1 o
a—0

Esta situacion es peculiar: Tr I* = O pero, para a = 0, Tr 1 = co. Como hemos
dicho, esto es una advertencia contra un tratamiento excesivamente alegre de
limites, discretizaciones y similares.

PROBLEMAS
P.3.1. Calcular [Q™", P].

Solucién. El método de desarrollo cn serie que utilizamos en el capitulo anterior no
sirve. Consideramos la cantidad Q[Q ™", P]. Utilizando la regla de conmutacién de
Heisenberg nos resulta

QIO Pl = —iRQ ™', luego [Q7', P = —ihQ 2.
P.3.2. jCuadl es el tamano minimo de un aparato que pretende medir la velocidad de
un electrén con una precisién de Imm/seg?

Solucién. El tamano minimo se sigue de la incertidumbre en la posicion del electron,
y es de unos 10 cm.

P.3.3. Estimar la energia minima ce un fotén con el que se pretende explorar el
interior de un nicleo (tamafio de un nicleo, del orden de 107" cm.)

Solucién. La longitud de onda ha deser Ay < 107" cm. Por la relacién de Compton-—
Einstein, £, = hvy luego E., > 107 MeV.

P.3.4. Para dos observables arbitrarios A, B, y un estado cualquiera ¥, demuéstrese
que, si ¥ no es estado propio de ninguno de ellos, se tiene

PO 2
(A4NL(ABY > § (5 (A B]w)
+2 (LA BYw — (A)w(A)w)’

Aqui, {A, B} = AB + BA se conoce como el anticonmutador.
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Solucién. Considérense los operadores A =A—- (A, BB = B- (B)w. Dado el
operador C' = A’ + aB’ +i3B’, se tiene que, para cualesquiera o, 3, (C¥|C¥) > 0.
Escéjanse «, 3 de forma que

a(B®yy + L{A B'})w =0,
12 1 G ~/
BB )y + 5 (A, Bw =0,
y desarréllese (CW|CW).

Esta generalizacién de la relacidén de Heisenberg se debe a A. Gamba, Nuovo
Cimento, 7, 378 (1950).

P.3.5. Aparentemente podriamos haber considerado, en vez de una onda exponencial,
una sinusoide sen kr y utilizado la relacion de de Broglie para definir un operador

momento, Ps por )
Py sen(kr + &) = Fksen(kr + 6).

i Por qué no es esto posible?

Solucién. Definido asi, P no es autoadjunto (ni lineal) luego no puede representar
un observable.

P.3.6. En la formulacién de la mecdnica cuéntica en un reticulo, con las condiciones

de contorno ¥y = ¥_ny-; = 0, comprobar que
N 0 0 0 1 0 O
. 0 N-1 .. in -1 0 1 0
Qo=a . o PP=o 0 -1 0 1
0 -N 0o
Y
In
v=| :
U_N
etc.

P.3.7. Demostrar (3.3.3) para ko # 0.
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Evolucién temporal.
Ecuacién de Schrodinger

4.1. El limite clasico de la funcion de onda

Consideramos una particula con dos posibles funciones de onda ¥,,, n = 1, 2.
Podemos escribirlas como

1y,

v, =a,e' ", a, >0, a, real.

Formando la superposicion de ambas, Wi, = ¥ + ¥, los efectos cudnticos son
tipicamente las interferencias; recuérdese la discusidon a propdsito del limite
clésico de las rendijas de Young. La probabilidad de encontrar en un punto la
particula con la funcién de onda superpuesta es

|P1a(x) 2 =[@y + P * = [ ()] + [2(x) | + 2/ (x)] [P (r)] cos(en ~ az)
=a? + a} + 20,00 cos(ay — ay).
La diferencia entre esto y la expresién cldsica se debe al término de interferen-

cia, 2|@; (r)] [Pa(r)| cos(a; — az). Consideremos una regién pequena del espacio,
U. La probabilidad de encontrar el sistema en la region U es

/d-'?r|lpl + W, ? :/d:*v~|lI/1|2—|— / d3'r|LT/2|2+2/ dBTCL](LQCOS(al — ag).
U U JU Ju

Podemos considerar que la aproximacion cldsica es una buena aproximacion,
en la region U, si el término de interferencia es despreciable, esto es,

<1

/ d*r ayas cos(ay — ag)
U

va que entonces

/d:57'|Ll/1+£[/2|2:/c137'|£P1|2+/ d3r |0
JU JU U

Para que la integral con el coseno sea despreciable hace falta que este coseno
oscile mucho en la regién de integracién, de forma que las diferentes contribu-
ciones se cancelen en promedio al hallar la integral. Por tanto, esperamos que
el limite cldsico corresponda a grandes fases. Una funcién de onda de un objeto
casi-cldsico serd pues de la forma

U =ae o> 1. (4.1.1)
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De hecho, es asi como se obtiene el limite de la 6ptica geométrica a partir de
la ondulatoria (Goldstein, 1956).

La escala tipica de la mecédnica cudntica es fi. Podemos definir la cantidad
A como A = ha y entonces la condicion matemaética |a] 3> 1 se nos convierte
en la condicién fisica | A] > h. Para identificar A, la desarrollamos en serie de
potencias de i y escribimos pues

a=h"" (Ao +hA + R As + ).

El limite clasico se alcanzard al despreciar todos los términos excepto el primero
en el desarollo de A, y al considerar que éste es mucho mayor que f:

1
o~ — Ag, |./40|>> h.
h
Pero « no tiene dimensiones y A las tiene de accidn; por tanto, 4y tiene dimen-
siones de accidn, y es puramente cldsica (no depende de h). La supondremos
proporcional a la accién clasica, Ag = AA., donde A es una constante.
Para encontrar la constante A, consideremos una particula clasica, en una
i sién, con momento Py, y en enciz . Su lagrangi '
dimensién, co Hmento en un potencial V(x). Su lagrangiano es
Lo,

Lag= % D¢

La energia E. es igual a la funcién de Hamilton (hamiltoniano), H.:

1
Eo=Ha= 2—1721 + V(z).
m
Por tanto, en términos de H.| y de la velocidad clésica ve| = pe/m,
L5
Lo = % Pl — V(l) = PclVel — Hclv

La accién cldsica, calculada a lo largo de la trayectoria clasica, es

. .
Aa = / di L Z/dl'pcl Vel —/dt H,.

Si el potencial no depende del tiempo, E., = H. es constante, con lo que
el segundo término de la ecuacién se puede integrar; cambiando también de
variable en el otro término de la ecuacién de arriba, dt = dz(dt/dz) = dz /v,
obtenemos finalmente

T
Adt = / 4z per — Eott. (41.2)
Consideremos una particula libre. Fntonces p. es constante y
Ad = zpel — Eqit,

que para t = 0 se convierte en Ay = zp,).
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Comparando con una onda plana, que corresponde a un valor del momento
bien definido, a t = 0,
Ceik:r — Cei;):ﬂ/ﬁ.

vemos que la constante A es de hecho la unidad y, por tanto, hemos obtenido
que, en el limite cldsico, la funcién de onda tiene la forma

O ~ aehall (4.1.3)
h—0
donde A, es la accién clasica. En tres dimensiones se puede escribir esto como'’
T t
Acl - / pr(-l #/ d'l‘,[‘[cl. (414)
Un resultado que vamos a utilizar inmediatamente es que, de (4.1.4),
0
g‘t‘ Ap[ — _H('l- (415)

4.2. La ecuacién de Schrodinger (dependiente del tiempo)

En mecdnica cldsica la dindmica consiste en encontrar la dependencia en el
tiempo de lag variables candnicas, r.|, pq, esto es, determinar la trayectoria de
la particula. Como en mecdnica cuantica el concepto de trayectoria pierde su
sentido, y lo que caracteriza a uu sistema es su funcién de onda, la dindmica
vendra dada por la evolucion de la funcion de onda con el tiempo.

Consideremos una particula en el tiempo ty, con funcién de onda ¥(r,#q).

Al pasar el tiempo a to > #; este sistema habra evolucionado a un estado
con funcién de onda W(r,ts). Claramente. ¥(r,ty) tiene que ser funcién de
U(r,ty); debido al principio de superposicién, pedimos que esta funcién sea
lineal, luego vendra dada por un operador lineal (operador evolucién temporal)
que denotamos por Ul(t,, t):

lp(l’,tz) = U(tg,h)!p(r,tl). (421)

Més adelante, en la sec. 5.3, veremos la expresion explicita de U cuando la

diferencia t5 —t1 es finita; de momento, vamos a considerar el caso infinitesimal,
y calcular la cantidad 0¥ (r,t)/0t.

Es conveniente introducir la notacién &; por 9/0t; en nuestro caso es-

cribimos, por tanto, 9,¥(r,t) = 0¥ (r,t)/0t. Para encontrar, pues, 9,%(r,t),

' En (4.1.4) d¢ representa una diferencial de linea, a lo largo de la trayectoria:

dép = Z drjp;.

§=1.2.3
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comenzaimos por el caso casi-clasico; de (4.1.3) y despreciando términos de
orden relativo h,

&mnw:wmdhm+%wﬂmwMM%:%@Amw
Utilizando ahora (4.1.5) obtenemos
wm@:%mw (4.2.22)

Volvamos ahora a (4.2.1), y consideremos el caso plenamente cuantico.
Tomando 1] =t, ty — {1 = ¢,

U(r,t+e) = Ut + e )P(r,¢).

Desarrollando ambos miembros en potencias de ¢, y quedandonos a primer
orden, X
P (r,t) + W (r,t) = (1 + eA)W(r,t) + O(e?)

y hemos utilizado que, obviamente, U(t,t) = 1 para escribir

Ult+et)=1+eA+0(?), A= % Ut +¢,t)]

c=0"

Por tanto, R
O (r,t) = A¥(r,t). (4.2.2b)

S6lo nos falta identificar el operador A. Comparando (4.4.2a) y (4.2.2b) resulta
que, en el caso casi-clasico,

. i

AV ~ —— H W .

h

el operador corresponde a —i/A veces el hamiltoniano (la energra) del sistema.
Si denotamos, ya en el caso plenamente cudntico, a este operador por H, resulta
que hemos encontrado la ecuacién de evolucién deseada:

ihow = HW. (4.2.3)

Esta es la ecuacion de Schrédinger (dependiente del tiempo). Todavia no cono-
cemos la forma explicita de H, excepto en el caso casi-cldsico, donde (4.2.2a)

nos dice que R
HY I:OECIQ'/. (4.2.4)

Mas adelante veremos la forma de H en casos plenamente cudnticos.

Eigrcicio: Demostrar que gt =g
> no puede depender de t. Utilizar esto
y la definicion de H en funcién de A, y de éste a partir de U.

Indicacion. Evidentemente, |¥(r,t)
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4.3. Estados estacionarios. Ecuaciéon de Schrodinger
independiente del tiempo

Puesto que H es un observable, busquemos funciones de onda propias de este
operador, esto es, correspondientes a estados de energia bien definida:

HUp(r,t) = EVp(r, t). (4.3.1)

Los estados ¥g se llaman estados estacionarios; como veremos, el paso del
tiempo sélo los afecta multiplicindolos por una fase global (es decir, indepen-
diente del espacio).

La ecuacién de Schrodinger nos dice que, para los ¥ que cumplen (4.3.1),

E
&WE(I'J) = E &I/E(r,t)

con solucién
Ui(r.t) = e yp(r). (4.3.2)
La dependencia en el tiempo se encuentra totalmente en la fase e 7' £/ Susti-
tuyendo esta Wg en (4.3.1) y, puesto que H es lineal, obtenemos que ¥ z(r)
satisface la ecuacién R
Hig(x) = Epu(r), (4.3.3)
conocida como ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo. La reso-
lucién de (4.3.3) es uno de los problemas centrales de la mecdnica cudntica.
En general utilizaremos mayusculas (&, @, ...) para las funciones de onda
dependientes del tiempo y minuasculas (i, ¢,...) para las independientes del
tlempo.

4. 4. Evolucién de operadores con el tiempo. Corchetes
de Poisson y variables conjugadas. Formulacién canénica

4.4.1. Evolucién en el tiempo

Hay operadores que dependen explicitamente del tiempo (el U(tg,tl) de la
seccion 4.2 es un ejemplo) y otros que no, como @ o P. De todas mane-
ras, como los operadores (autoadjuntos) corresponden a observables, nos in-
teresa no so6lo la dependencia en el tiempo de las funciones de onda sino la
variacién en el tiempo de los operadores. Sea F' un operador que puede depen-
der explicitammente del tiempo o no. Definimos el operador variacion de F' con
el tiempo, y lo denotamos por F, al operador que verifica

2 d -
(P = a (F)w (4.34)

para toda ¥ solucién de la ecuacién de Schrodinger (dependiente del tiempo).
Calculemos esto. Se tiene,

(B|Fo) = (% (D|FTY = (0, 0| FW) + (W|FO,T) + (§](8,F)).
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Para evalnar &% utilizamos la ecuacién de Schrodinger, (4.2.3). Teniendo

también en cuenta que ot = H,

(0| F0) = <1—§L H@{FJ/> + <w

- <w‘ {a,ﬁ+ . [H\F]}w>.

Puesto que esto es valido para cualquier ¥ hemos obtenido que

~ 1 - ~
FEH!P> + (0|(0,E)D)

PG ) A SV
F=-"— +_—[H, F] 4.
o +n[ ] (4.4.2)

En particular, si F no depende explicitamente de ¢,
F:%mjmﬁd&ﬁzo (4.4.3)

Esto nos permite definir la componente j del operador velocidad como

=0, =1.6) (349

4.4.2. Formulacién candnica de la mecdnica cuantica

La ecuacién (4.4.3) y la relacién de Heisenberg, (3.4.1), nos sugieren una
conexién entre conmutadores, | , | en mecdnica cudntica y corchetes de
Poisson,® { ., }p en mecdnica clasica, a saber,

. R 1 . .
Fo—F, Gy—G;, {Fy,Gu}p— = [F, G,

lo que completa el principio de correspondencia.

Graclas a esto podemos definir en mecdnica cuéntica variables (operadores)
canénicas conjugadas. Si g« es una variable candnica clasica, y ¢ el operador
cudntico correspondiente, la variable cldsica conjugada de ¢.. que denotamos
Pe1, se define por {ge1, pa}p = 1. Definimos el operador canénico conjugado al
q, que denotamos por p, como el que satisface la relacién de conmutacion

g.p] = in.
Esto nos permite una nueva formulacién, conocida como formulacion
candnica, de la mecdnica cudntica. En esta formulacién candnica se postula la
relacion de conmutacién candnica de Heisenberg; trabajando en una dimensién

por simplificar, o
[Q,P] =ih. (4.4.5)

2 v . . , .
“ Definimos los corchetes de Poisson con el subindice “P” para que no se confundan
con el anticonmutador
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Para probar la equivalencia con la formulacién que hemos considerado hasta
ahora, en términos de funciones de onda, tenemos que demostrar que el estado
de un sistema se puede representar por funciones ¥(g) de una cierta variable

q tales que R i
Q¥(q) = q¥(q), P¥(q) = —ihd¥(q)/dq.
Comenzamos por denotar por g a los valores propios y ¥, a los estados
propios de Q: Q&Ifq = ¢¥,. Consideramos ahora el estado (expiaﬁ‘/h)%; de
(4.4.5), desarrollando la exponencial, se deduce fécilmente que

[Q, eiaiD/n] — _qeeP/h
Por tanto,
QeiaP/h,(pq — ei(LP/h,Qg/q + [Q’eiu,P/h.]g—/q — ((] _ a)eiaP/Tz.,pq :

el estado ei”P/h'LI/q es un estado propio de @) correspondiente al valor propio
g — a luego, si consideramos que el espectro es no-degenerado® deberd ser
proporcional a ¥,_,:

q—a-

elaP/ﬁ,wq — elaﬁlp
La constante de proporcionalidad ha de ser una fase ya que el operador ¢'?¥/"
es unitario. Podemos escoger la fase arbitraria de ¥,_, de forma que ¢ = 0,
luego hemos encontrado que

eIy, = Ty, (4.4.6a)
Derivando con respecto a a y tomando a = 0,
Py, = iho¥,/dq. (4.4.6b)

Sea ¥ arbitrario. Desarrollémoslo en los ¥, y llamemos ¥(q) a los coeficientes
de este desarrollo, ¥ = [ dq¥(q)¥, . Entonces,

ar = [ v, - / dq W (g)OF, = / dqq?(q)¥,

la accién de Q en los coeficientes es
Q¥ (q) = q¥(q).

Andlogamente, usando (4.4.6b) e integrando por partes,
Py — .d N - ' . i i . W(Q)
= q¥(q)PV¥, = [ dg¥(q)iho¥,/0q = | dq —lh—a 7y,
. q

3 Bl caso del espectro (finitamente) degenerado y una demostracién rigurosa puede
verse en el texto de von Neumann (1932).
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luego la accién de P en los W(q) es
PU(q) = —ih L

lo que completa la demostracién. A partir de aqui, podemos identificar ¥(q)
con la funcién de onda en espacio de posicion y continuar con el desarrollo del
formalismo cudntico.

La formulacién candnica de la mecanica cudntica se debe a Heisenberg
(que, de hecho, la obtuvo algo antes que la formulacién de Schrodinger) y a
Heisenberg y Jordan. La primera demostracion de la equivalencia de ambas
formulaciones se debe al propio Schrodinger.

4.5. Forma general del hamiltoniano

Antes de determinar la forma del hamiltoniano es conveniente demostrar un
teorema auxiliar muy util:

TEOREMA DE VON NEUMANN  Si un operador, F, conmuta con los tres QJ,
entonces es una funcién de los QJ Si un operador G, conmuta con los tres P
entonces es una funcién de los P_';.

Demostracion Trabajamos en una dimensién para simplificar,? y vamos a
demostrar, como ejemplo, la segunda parte. Consideramos una onda plana,
U, (z) = e’/ Para ella, Pelr"/" = per=/h.

Supongamos ahora que Gy P conmutan. Entonces,
[D(GLPP(CL')) = GPEPp(z) = pG,(z),

luego GII/,) es tamnbién una funcién de onda propia de P, con valor propio p.
Por tanto, ha de ser de la forma (3.5.4),

G, = Clp. )T,
donde C¢ es una constante. Esta ecuacion podemos también escribirla como
GV, = C(P,1)¥,,

(recuérdese el primer ejercicio de la sec. 2.6) y, como las ¥, forman una base,
tenemos que tener la igualdad

G =Cg(P,t)
como queriamos demostrar.

* La demostracién que presentamos no es rigurosa; una prueba completa puede verse
en el tratado de von Neumann (1932).
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4.5.1. Representacién de posicién

Pasemos a determinar la forma del hamiltoniano, comenzando por una
particula libre. Cldsicamente, sabemos que en este caso Hpn = pgl/Qm; uti-
lizando el principio de correspondencia postulamos

N 1 -
HzﬁPQ:——A 4.5.1
0= o (4.5.1)

la segunda férmula en representacién de posicién, y donde A = Zle 82/87'?
es el operador laplaciano.

Es posible dar una demostracién de (4.5.1) independiente del principio de
correspondencia. Para ello, caracterizamos una particula libre como aquella
cuyo momento es constante. Por tanto, su hamiltoniano tendra cue satisfacer

=P= P [Ho, P|.
(trabajamos en una dimensién). Segun el teorema de von Neumann, esto im-
plica que Hy es una funcién de P, que denotamos por Hy = f(P). Por otra
parte, identificamos el momento como el producto de la velocidad por la masa,
de forma que P = m. Tenemos pues

P=mi= m% [Ho, Q). (4.5.2)

Desarrollando f(p) en serie,

o0

f(P) =1 anP"

n=0

y aplicando la relacién de Heisenberg, (3.4.1), obtenemos que (4.5.2) implica
que todos los coeficientes a, se anulan excepto as y ag. Identificamos as con
1/2m; ag es la constante arbitraria que define el origen de energfas. Con esto
(4.5.1) queda demostrada.
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EJigrcicio: A) Extender esto a 3 dimensiones. B) Comprobar las relaciones
de conmutacién

s 9 e

(f(Q), P] = han £(Q),
)
8b

[Q1, f(P)] =ih— f(P).

Indicacion. (B) Desarrollar f en serie e
En el caso de una particula en un potencial, V(r), tenemos
L
Hy = o Pa Va(r);
podemos utilizar el principio de correspondencia y escribir

R 1 - .
H=—P*+V, (4.5.4a)
2m

donde el operador V se define por
V(r,t) = Vo (o)¥(r,t). (4.5.4b)

De ahora en adelante suprimimos el circunfiejo en 1% y el indice “cl” en Vg, salvo
que haya peligro de confusién. Utilizando la forma explicita de P, ec. (4.5.3),
podemos reescribir (4.5.4b) como
. =2
H=—A+V(r). (4.5.4¢)
2m
De nuevo podemos dar una demostracién general de (4.5.4). Definamos la
interaccién, Hj,, por

H= HO + f{;m, con Hy= p2/2m;

trabajamos en una dimensidn para simplificar. Salvo correcciones relativistas,
la relacién P = m sigue siendo vdlida para una particula en interaccién.® Por
tanto, tenemos que tener todavia

. i
P=m=-
mn[

Pero, como ya hemos visto, ya se tiene

H,Q).

P = m% [H(]sQ] :

se sigue que Hj, debe de verificar [Hiy, Q] = 0 lo que, segin el teorema de
vont Neumann, implica ge Hi,: es una funcién de @, que podemos llamar V:

Hint - V(Q))
como queriamos demostrar.

5 Una prueba formal de esto requiere estudiar las repressentaciones del grupo de
Galileo, y puede verse en el texto de Galindo y Pascual (1989).
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4.5.2. Representaciéon de momentos

En representacion de momentos la forma del hamiltoniano no es dificil de
encontrar. Escribimos las funciones de onda simplemente como ¥(p, t) en lugar
de @(p,t); el argumento ya indica que estamos en espacio de momentos. Sin
embargo, distinguiremos a los operadores en representacion de momentos por
el subindice p. La parte libre de Hp, [:fop es trivial:

2

2 p
fI(Jpgp(p»t) = Sp(F’*ﬂ

2m

la accién del potencial se puede hallar utilizando las ecuaciones (3.5.5). Deno-
tando por ¥y a Vi,

/ 1 : —ipr/h
V¥ (p,t) =%v(p,t) = 2rh)s /d"re P/ (v, t)
1 ' —ipr/h
:W /d"v'e P ﬂV(I‘)SP(L‘,'ﬁ)
1 . . g
:W /d'%*r'e_‘pr/i"V(r)/dp'e’p r/"'El'/(p',i‘,)
mh)3/2

:/cip’V(p—p’)W(p’i)-,

donde hemos definido

I ! l
V(p—-p')

I

/d:;']"("i(p_p/)/rlv(r)' (45

hemos encontrado que V), es un operador integral de niicleo V' y tenemos
2

H,W(p.t) = 2p U(p.t) + / &' Vip — p ¥ (p'.t). (4.5.5b)

m

Esta forma H,, es util en muchos casos para encontrar soluciones aproximadas
a la ecuacién de Schrodinger.
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4.6. La ecuacidn de continuidad

Sabemos que la cantidad |¥(r,t)|? representa la probabilidad de encontrar la
particula con funcién de onda ¥ en el punto r en el instante de tiempo t. Esto
nos permite visualizar una particula cudntica como un fluido con densidad p,
variable de un punto a otro, densidad dada, precisamente, por

p(r.t) = |7 (x, D).

Para que la analogia sea valida hace falta que el movimiento de este “Huido”

satisfaga una ecuacién de continuidad, con una definicién apropiada del vector

“corriente.” En efecto, esto es asi, como vamos a ver a continuacién.
Consideremos la cantidad

pult) = /U d3r p(r,t) = /Ud37‘l,17*(r,t)d7(r.,t),

que representa la probabilidad de encontrar la particula en el interior del vo-
lumen U en el tiempo t. En la analogia del fluido, py(t) serfa la cantidad de
fluido en dicho volumen. Calculamos ahora la variacién de py(t) con el tiempo.
Utilizando la ecuacién de Schrodinger (4.2.3),

dou(t) :/ & { (B (x,1)*) W(r,0) + T (xr, )0, (r, 1)}
U

di
:% /Ud% {gp"‘m—w (Hsff)} (4.6.1)
H :;—:jA+V.

Ahora bien: esta claro que el término en V de H no da contribucién al miembro

de la derecha de (4.6.1), ya que V es real. Por tanto, sustituyendo H,

de (t) _ i 3,. * _ ®
el el AU CORL AT}

Evidentemente, para cualquier funcién f,
FIAY = F(Af) = div{f(VF) = [V},
luego si definimos la corriente de probabilidad jy por
ih
jo = % (@(r,t)VT*(r,t) — U* (r, 1) VI(r, 1)}, (4.6.2)
)

obtendremos la ecuacion

dpu (2) :—/d3r div i (r, 0). (4.6.3)
dt Ju
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Sea OU la superficie que rodea al volumen U, vy sea ds el elemento infinitesimal
de superficie. Podemos utilizar el teorema de Gauss para reescribir (4.6.3) como
la buscada ecuacidn de continuidad,

ﬁ / d*r p(r, t) + / dsjy(r,t) = 0. (4.6.4)
ot Ju Jou

Esta ecuacidén nos permite interpretar la cantidad dsjg como la probabi-
lidad, por unidad de tiempo, de que la particula atraviese el area ds.

Como una primera aplicacion vamos a calcular la corriente de probabilidad
asociada a una onda plana. Sea

B(r,t) == k=p/h w=E/h (4.6.5)

entonces,
VU =ik¥, VIU" = —ik¥"; jp(r,t)=p/m=v, (4.6.6)
como era de esperar: la densidad es py = 1 luego la corriente resulta ser
jv = pev = v, andlogamente a lo que ocurre para un fluido de densidad

constante, y que se mueve con velocidad constante.

Eiercicio: Compruébese (4.6.4) en el caso de una onda plana e

EJeErcICIO: Demostrar la forma infinitesimal de la ecuacién de continuidad,

S (W) +divjey =0 ° (4.6.7)

4.7. Sistemas con n particulas

Hasta ahora sélo hemos tratado sistemas de una particula. La extensién a n
particulas no presenta problemas. La funcién de onda es ahora

![/(rl> SR wr'l'l:/t);

su moédulo al cuadrado representa la probabilidad de encontrar la particula 1
enry, ..., laaésimaenr,, ...,y lan-ésima en r,, en el instante de tiempo
t. El operador posicién de la particula a-ésima, Q,, viene dado por

QU_JEZ/(I‘“ v )rn.;t) = Taj!p(rls- .- )rn;t)» .7 = 1»273-

El operador momento es, similarmente,

R J
Pu.jgp(rlw---vrﬂ;t) = _lh()— El/(rl,.-.,r“:,t), j = ]‘72?3'
Taj

Las relaciones de conmutacién son

[Qags Pot] = 11846051
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La ecuacién de Schrodinger es aliora
o (ry..... rat) = H¥(ry, ..., 1r,;t).

Si tenemos un estado estacionario, H¥p = E¥g, entonces

Hyp(ry,. .., r,) = EYg(ry,....r,).

Si no hay interaccion entre las particulas, el hamiltoniano es la suma de los
hamiltonianos de cada una de ellas:

con m, la masa de la particula a-ésima. En general,

H :HO—%V(I'I,...,I',,).

PROBLEMAS
P.4.1  Calcular la corriente asociada a una onda esférica saliente,

()ikm‘

7(r) = [(6,6) k=p/h,

r

con [ independiente de 7, a grandes distancias (r — ). Utilicese coordenadas po-
lares.

Solucién. En polares (Apéudice I1I)

Rk e h (L0fT L0f
I 15 e = 2mr? <f oo / o )

o (O 0f
I = mrisend \- op 7 0p )

Al orden dominante sélo hay componente racial.




CAPITULO 5.

Simetrias y leyes
de conservacion

5.1. Simetrias de un sistema cuantico

En un sistema clasico, la existencia de una sinetria implica que, si una trayec-
toria de este sistema es posible. la transformada por la siinetria también lo
es. A cada shmetria le corresponde una ley de conservacidn: a la invariancia
por traslaciones temporales (esto es, a que H.| sea independiente del tiempo)
corresponde la ley de conservacién de la energia; a la de traslaciones espaciales,
la del momento, y, a la invariancia bajo rotaciones, la de conservacion del mo-
mento angular. Con los cambios apropiados todo esto puede trasladarse a la
mecanica cudntica.

Consideremos una transformacion 7' de un sistema fisico: por ejemplo, una
traslacion. Si antes de efectuar la transformacion la funcion de onda era ¥,
después de efectuarla el sistema estard en un nuevo estado cuya funcién de
onda denotamos por ¥y Debido al principio de superposicién, pedimos que
Ur dependa linealimente! de W, luego podemos implementar la transformacion
por medio de un operacor lincal que denotamos por U(T):

Yy = U(THW. (5.1.1)
Si T es una simetria, las probabilidades deberan ser preservadas por la trans-
formacién y, por tanto, pedimos que

(U(T)|U(T)W) = (P|) : (5.1.2)

resulta que el operador U(T) s unitario,

o)t = o). (5.1.3)

! Hay una importante excepcion a esta regla, que cs la simetria bajo el cambio t — —t
(inversion temporal), que estudiaremos en la seccidn 15.2. En este caso, ¥ depende
antilinealmente de ¥, esto es. (oW + 3@)r = o Pp + 37 Pr.

Existe un teorema debido a Wigner que dice que, escogiendo apropiadamente
las fases arbitrarias de una simetria, de la igualdad

(Tw|T)| = [(¥|2)|?

se sigue gue se puede representar siempre la transformaciéon T por un operador
unitario o antiunitario.



54 CAPITULO 5

Si S, T son transformaciones de simetria, también ST, T~!' lo son: las
transformaciones de simetria forman grupo. Podemos pedir que también lo
sean los operadores que las representan y, por tanto, exigiremos que

U=y =0~ U(ST)=U(S)U(T). (5.1.4)
Cualquier operador unitario, U, puede escribirse como U = e* con A
autoadjunto y hemos introducido el pardmetro real A por futura conveniencia.
Por tanto, a cada transformacion de simetrfa T' le corresponde un operador
observable, A, con

iINA

0(T) _ ei)\/i _

Supongamos que T no dependiera explicitamente del tiempo. Si T es una
simetria del sistema y ¥ satisface la ecuacidén de Schrodinger, ik = HVY,
también su transformada Wy deberd satisfacerla:

iy = Hrp,
Como T no depende explicitamente del tiempo, 3tU(T) = 0 y entonces
HU(T)W =HWy = ihd, Wy = ihd,U(T)W
=ihU(T)o,w = U(T)HW.

Puesto que esto vale para cualquier &, hemos demostrado que las transforma-
ciones de simetria conmutan con el hamiltoniano:

[H,U(T)) =0 (5.1.5)
lo que, en vista de (4.4.3), imiplica que
U(T) = 0. (5.1.6)

Sustituyendo U en funcién de A, diferenciando con respecto a A y poniendo
después A = 0 obtenemos que, también,

(B, A =0, A=0. (5.1.7)

Por tanto, el observable A conmuta con el hamiltoniano y representa una canti-
dad fisica conservada en el tiempo; esto es, los valores esperados (A) no cambian
con el tiempo.

En lo que sigue veremos ejemplos concretos de simetrias.
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5.2. Las traslaciones espaciales y el operador momento

Consideremos una traslacién del origen de coordenadas por el vector u; los
radios vectores cambian por

u: r—r-—u
Definimos la accién de esta transformacion en una funcién de onda por
UW(ry,...,rp;t) =W(ry....,r0t) =%(ry —u,...,r, —u;t).  (5.2.1)

Escribamos U como U = expiuA; diferenciando (5.2.1) con respecto a u; y
poniendo u = 0 tenemos

0 0
iAjEZ/(I‘I, I ) t) = — <W —+ ¢
J

C4
E)T'nj

) Dlry, ... vat).

Por tanto, hemos obtenido que

. . . e
P=Y P, F,;= i (5.2.2)

y podemos escribir U(u) como

U(u) = e WP/7, (5.2.3)
Debido a estas ecuaciones se dice que el operador momento, P, genera las
traslaciones.
Es instructivo proceder a la inversa. Conociendo la expresién de P, (5.2.2),
consideramos e ""P/%: vamos a verificar que este operador genera traslaciones
por el vector u. En efecto; desarrollando en serie.

U(U)']/(I‘] >t ,I‘”;f,) :e#u(vl*—m—kvn)W(r] R '[)
oo
1 N ]
=) vl {—a (V4 + V) U(ry,. . rt)
N=0"""
que no es mas que el desarrollo de ¥(r; —u, ..., r, —u;t) en serie de potencias

de u, con lo que efectivamente hemos deducido (5.2.1).
Si un sistema esta aislado, un cambio en el origen de coordenadas no debe
afectarle. Deducimos, pues, que en este caso

(H,0w)] = [H.P|=0, U=P=0: (5.2.4)



56 CAPITULO 5

el momento total se conserva en el tiempo; es decir, el valor medio del momento

total en cualquier estado, (P)y, es independiente del tiempo.
Veamos una aplicacion al caso de dos particulas. El hamiltoniano es

~ ~ 3 ] 2% 1
H = Ho+V(ri,r5). Ho= 5P+ 5
o+ (rl’r?‘)‘ 0 2m;y L 21

P2
Puesto que [ﬁ,f’] = 0 y como, evidentemente, [FI(],P} = 0, deducimos que
[V,P] = 0 o, exponenciando,

[V, U(u)] = 0.

Apliguemos esto a una funcién de onda arbitraria. ¥:
0(u)\/(r1,r2)kp(r1, ro;t) =V(ry —u,rp —u)¥(r; —u,ra —w;t)

=V (r1,r2)U(W)¥(ry,ra;t) = V(ry,r)¥(r; —u,ro — ujt).
Hemos obtenido que
V(ry,ry) =V(r; —u,ry —u) (5.2.5)
esto es, V' no depende de rq, ro individualmente sino sélo de la diferencia:

V(I‘1,I‘2) = V(I‘l — I‘g_). (525)

5.3. El hamiltoniano como generador de traslaciones
en el tiempo

Vamos a encontrar el operador que representa traslaciones en el tiempo. Tal
como lo definimos en la sec. 4.2, tenemos

W(ry,. .. r;t) = Ut to)¥(ry, ... 1 to)- (5.3.1a)
Denotando por 7 a t — tp v desarrollando en potencias de T,

>C TI\[
&P(rl.,...,r.,,,;/f:to +’/_) = mag\,@<r17..”r,,;fjo).
N=0 """

Utilizando reiteradamente la ecuacion de Schrodinger tenemos
1 \"
N = < = H) v,
ik

relacion vélida si H es independiente del tiempo. Segun esto,

>

N
~ T
L](t t(])!p(r'l yor s s t(]) = FNZ) é)lvgl/(rlu S >r'l):.-[’(])
NZ::O Nt (5.3.1b)

—iTH/h .
=¢ / (I/(rla"'vr’lht())u
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y, €1l consecuencia, )
Ul(t, ty) = e —10H/R (5.3.1c)

Es evidente que el hamiltoniano conmuta consigo mismo, luego H = 8, H.
Segun esto, la energla sera conservada cuando H no dependa explicitamente
del tiempo. La tinica dependencia explicita posible de H en t es la del potencial
V. luego la energia serd conservada si V' no depende explicitamente del tiempo,
exactamente igual que en mecanica clasica.

La expresién (5.3.1¢) sélo es vilida si H es independiente del tiempo. Si
H = H(t) depende del tiempo, hay que reemplazar (5.3.1¢) por

. —i ! R
Ul(t, ty) = Texp = / dt'H(t"). (5.3.2)
oS
La demostracién de esta férmula y la definicion de la funcidén Texp se verdn en
las secciones 9.5 y 9.6.

PROBLEMAS
P.5.1 Se dice que T es antiunitario si es antilineal,
T(ad + o) = " Td + 3°TW

y, ademas, o
(TO|TY) = (D|F)".

Demostrar que, si Uy,2 son unitarios y 7.2 antiunitarios, entonces UyUs y 1172 son
unitarios mientras que U;T; es antiunitario.

P.5.2. Demostrar que las traslaciones, rotaciones o desplazamientos en el tiempo
vienen representadas necesariamente por operadores unitarios, nunca antiunitarios.

Solucién.  Consideramos, por ejemplo, la traslacion representada por U(a) (en una
dimension). Estd claro que

Ula) = Ua/2)U(a/2),

luego, por el resultado del problema anterior, U(a) es unitario independientemente
de la hipétesis que hagamos para U(a/2).






CAPITULO 6.

Problemas en una dimensién

6.1. Generalidades

Hasta ahora los temas tratados han sido, en su mayor parte, formales. Pero,
antes de continuar con el desarrollo del aparato matematico, es conveniente
estudiar con un cierto detalle algunos ejemplos sencillos que, aparte de su uti-
lidad intrinseca, sirven para desarollar el sentido fisico de la mecénica cudntica.
Especificamente, en este capitulo nos vamos a concentrar en el sencillo sistema
que consta de una unica particula moviéndose en una dimensién. Sélo hay,
pues, una variable espacial z y un operador momento,

P = —ind/dz.
Consideraremos, en general, estados estacionarios para los que
Ug(x,t) = e P/ M pp(z),
y la ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo se puede escribir como
una ecuacién diferencial ordinaria:

Bys(s) = — o Y(a) + V(2)We(z) = Bis() (6.1.1)

con Yi(x) = d%g(z)/dz?.

La primera propiedad de las soluciones de (6.1.1) que vamos a demostrar
es que los niveles de energia son no-degenerados, si las g son normalizables.
Es decir, si, para la misma F,

R 00
Hyg. = EYga, / dz (e (z)? = finito; a =1, 2, (6.1.2)
entonces ¥ g; y g2 son proporcionales.
En efecto: de (6.1.2) resulta inmediatamente que
, 2m
Ve /YEL = I (V — B) = g /VE2,

luego Y VE2 — Vit = 0. Integrando,
Y1 E2 — W1 = constante. (6.1.3)

El valor de la constante lo podemos encontrar con el siguiente argumento. Para
que fj: dz [ pa(x)|? sea finito hace falta que ¥ g(z) tienda a cero cuando
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tiende a infinito; por tanto, haciendo tender a cero el miembro de la izquierda
en (6.1.3) se nos anula, lo que quiere decir que la constante que hay alli vale
cero. Podemos integrar de nuevo (6.1.3) y obtener

Ype(x) = (constante) g (),

como queriamos demostrar.

Una segunda propiedad que se sigue muy facilmente de ésta es que, ajus-
tando la constante arbitraria en g, podemos, si g es normalizable, hacer
que sea real. Para demostrarlo, tomemos complejos conjugados en (6.1.1). Nos
resulta que ¢g y ¢ satisfacen exactamente la misma ecuacién. Como ésta es
lineal, también g + % la satisface. Pero, por el teorema anterior, tendrd que
ser

Yp =C{Ye+9Yg}.

Como g + 95 es real, el teorema queda demostrado.

Estos dos resultados son ciertos incluso si las g no son normalizables, con
tal de que tengan un cero en comun. En efecto, con esto basta para concluir
que la constante de (6.1.3) se anula.

6.2. Particula libre
Comenzamos por estudiar la situacion mas sencilla, la de una particula libre.
La ecuacion de Schrodinger la podermos escribir ahora como

2mE

Yp(z) = — 7 V().

la solucién més general dependerd de dos constantes! v la podemos escribir de
varias formas equivalentes:
Ye(z) =C)rsenkz + Cy coska
:C+eik::r + C"e#ik"r (621&1)
=C'sen(kz + C');

la relacién entre las C es elemental, y se deja como ejercicio, y k (nimero de

ondas) estd definido por
+vV2mE
h A
Puesto que, para una particula libre, P y H conmutan, podemos diago-
nalizarlos simultaneamente, esto es, buscar soluciones simultdneas de las ecua-
ciones

k= (6.2.11)

Hd)Ep = E’Z/)E'pa PwE‘p = p/l/)Ep- (622)

' Por tanto, hay dos soluciones linealmente independientes; esto no contradice el

teorema de unicidad de la seccién anterior ya que ni son normalizables ni tienen
Ceros comunes.
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Encontramos inmediatamente
Yep(z) = Ce™™,  p=hk=+V2mE (6.2.3a)
sip> 0y, parap <0,
Yep(x) = Ce™™ p=—hk=—V2mE. (6.2.3b)
Podemos escribirlas simultdneamente como
Yep(z) = CeP /M. (6.2.3¢)

La solucién (6.2.3a) representa ondas planas (particulas) moviéndose en la
direccién de Jas z crecientes, y Ja (6.2.3b) lo mismo hacia las z negativas.
Nétese que la relacién entre energia y momento clasicos, F. = pgl/Zm, se
mantiene para los valores propios cuanticos, E = p?/2m.

Calculemos la normalizacién de los estados (6.2.3):

“+oo

(Weplbpy) = |CP? / dz e =P2/" = orh|CP8(p - p).  (6.24)

— o0

Ondas normalizadas a §(p — p’) se obtienen escogiendo |C| = (27h)~1/2.

Los estados 9g 0 ¥ g, no son de norma finita. Para acabar esta seccién
vamos a construir estados normalizables que evolucionen de acuerdo con la
ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo. Evidentemente, no seran
estados estacionarios y por tanto tampoco serdn solucién de la ecuacion de
Schrédinger independiente del tiempo, sino que seran superposiciones de esta-
dos con distintos valores del momento y de la energia.

Comenzamos con un paquete de ondas a tiempo t = 0,

1
Vorh

En representacion de momentos el operador evolucién temporal para una
particula libre es, segin (4.5.4b),

~+00
U(z,t =0)= / dp e/ (p, 0). (6.2.5)

(7(#,0) _ e—;ﬁo/,/n _ e—ipzt/Qm.h‘ (6.2.6)
con lo que obtenemos
Lp(p’ [.) — e—ipzt/Qm.I}.![/(p, O) (6278,)

En espacio de posicién, por tanto.

00 . o «
@(l,f) — { / dpelp:r'/h—lTJ“/Q‘m.ﬁ,gp(p7 0) (6271))

2mh -
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Estas integrales pueden calcularse explicitamente para un paquete gaussiano
como los de la sec. 3.1, que por comodidad tomamos centrado en el origen:

2,2

—a‘p .
W(x,0) = exp . 6.2.8
( ) k 052 ( )
Entonces,
1Lp2 a2p'2

(p,t) = exp {— Gy (6.2.92)

v. después de una integracién estandar,

hl/z _2:2

U(z,t) = (6.2.9b)

ex - )
Va2 +ith/m P 2(a? + ikt /m)

Nétese que (6.2.9b) se puede reescribir como

p/2 2
U(x,t) = S expy — <a2 - 1h*t> 12 ,
Va? +ith/m m ) 2(a* + h*t?/m?)

con lo que vemos imediatamente que

. h 252
|u7(:r,t)\2 = exp { S } )

Vad 1202 fm2 at + R2H2 fm?

Al evolucionar con el tiempo, el paquete se ha ensanchado de forma que, a
tiernpo t,

2 f2 )
= Sy (6.2.10)

, .
(AQuen =75 t5,.32

Esta es una propiedad general, que estudiaremos con mas detalle en la
seccidn 21.1.
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6.3. Particula en un pozo infinito. Barrera infinita

6.3.1 Pozo infinito

El siguiente ejemplo que consideramos es el de una particula confinada en
un pozo de potencial infinito de longitud L, de manera que se tiene 0 < z <
L. Tomamos el origen de energias de manera que, en el interior del pozo, el
potencial sea cero (fig. 6.3.1) y por tanto la funcién de onda, para un estado
estacionario con energia £, satisface la ecuacion

—2mkE
1 ‘ -

Ye(x) = T Ye(z), 0<a<L, (6.3.1a)
que es formalmente idéntica a la de una particula libre. Sin embargo, para z < 0
y parax > L la funcién de onda tiene que anularse ya que la particula no puede
penetrar en estas regiones. La ecuacion (6.3.1a) debe pues complementarse con

los requisitos
Yp(0)=0, <0, z>L. (6.3.1b)
La probabilidad de encontrar la particula en un punto no puede variar brusca-
mente. Por tanto, los valores de ¥g(a) en el interior y en el exterior del pozo

deben de empalmarse suavemente. Es decir, de las soluciones de (6.3.1a) sélo
podemos aceptar las que satisfacen las condiciones de contorno

Ye(0) = ¢p(L) = 0. (6.3.1c)

FIGURA 6.3.1.
Pozo de potencial infinito.
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Si escribimos la solucién general de (6.3.1a) como

Yp(r) = Cysenke + Cycoskr, k=4+——,

la tnica posibilidad de satisfacer (6.3.1¢) es tener Cp = 0 y, ademés,

n
% ,  n = entero positivo =1, 2,3, ... (6.3.2a)

Por tanto, Ja energia estd cuantizada y tenemos

T 2
¥o(2) = ¥p, (v) =Csen 2. [C] = /7 si (vs,

n2h2n2
2ml?

/\7 == k;”

1l

U’E”/> = 57/77.’;
(6.3.2b)

E, = n=12,3, ...

En el caso del pozo infinito podemos estudiar con detalle el limite clasico,
h — 0. Para que la mecéanica cldsica sea una buena aproximacion hace falta que
la dimensién caracteristica sea muy grande en comparacién con la constante
de Planck. La unica cantidad con dimensiones de accion que podemos formar
es la “accién” entre 0y L,

L
A:/ dp.,,  pn = V2mE,.
0

Utilizando (6.3.2b), A = nxh: es pues necesario que n > 1. Los niveles ener-
géticos siguen cuantizados, pero el salto relativo entre dos niveles consecutivos

tiende a cero: .
En+l - En = 2n + 1

E, n?
y, en los aparatos de medida, estos niveles aparecerdn como un continuo.
Para hacernos una idea numérica, tomamos una particula con masa m =
10729 gr., confinada en una regién L de 1 mm, y con encrgia E = 1073 ergios.
Entonces, n ~ 1.3 x 10 y el salto entre dos niveles consecutivos es

E, o —F,~1.7x 0= erg.,

totalmente indetectable.
Esta propiedad de que el limite cldsico se alcanza para grandes valores de
los nimeros cudnticos (n, en nuestro caso) es valida con bastante generalidad.
El segundo liniite que vamos a considerar es el de la particula libre, esto
es, cuando las paredes del pozo se van al infinito. Para simplificarlo hacemos
primero un cambio del origen de coordenadas de forma que x — z — L/2 y el
pozo pasa a estar situado entre —L/2 v +L/2. Las funciones de onda son pues,

COS — — COS —— sen —

Uy () =C {son 5 7 5

nmwr nm nmnxT nim }
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/S

FIGURA 6.3.2.
“Frontdn”

Hay que distinguir entre valores pares e impares de n. En el primer caso, tene-
mos una solucién de tipo seno; en el segundo, de tipo coseno. Combinandolas,
es decir, considerando combinaciones del tipo A, + B, encontrariamos la
solucidn general como la (6.2.1a). El que la solucion tipo seno y la tipo coseno
ocurran para dos valores distintos (pero contiguos) de n no es un problema;
como veremos, en el limite L — ~o hay que tomar también n — oo y los dos
valores n, n. + 1 se confunden.
En efecto; considermos el caso n =par, para fijar ideas. Absorbiendo el
coseno en la constante arbitravia C' tenemos
Py, (1) = Csen — (6.3.3)
L
Para que ¢, no se anule cuando L — 0o es necesario hacer a la vez n — oo de
forma que el cociente n/L tenga un limite finito. Definamos k por limn/L =
k/7. Utilizando también (6.3.2h) encontramos
nm vV2mkE

L — oo; — 00, — — k= 6.3.4
» 00; N — 0O, 7 5 ( )

Y
ho(a) = Yp(r) = Csenka. (6.3.5)

6.3.2. Barrera infinita
Consideramos ahora una barrera infinita, que localizamos en 2 = 0 (ver
fig. 6.3.2). La ecuacidon de Schrodinger y condicién de contorno son

—2mkE
Pe(z) = —{f— ve(z), 0<uo, Yep{x)=0, <0
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Podemos escribir la solucidén como

Yp(z) = Csenks = C {e_ik’T + ei(’”“r)} , k= ——2;—n£ (6.3.6)
y podemos interpretarla fisicamente como la suma de una onda incidente sobre
el “frontén”, e”'%7 v una reflejada ¢'(***™)  desfasada en 7 con respecto a la
incidente.
Nétese que, debido al cero de las funciones de onda aceptables, localizado
en = 0, la solucién cuando hay una barrera infinita es unica (salvo la cons-
tante multiplicativa), a pesar de que no es normalizable.

6.4. Condiciones de contorno periédicas

En muchos casos de interés practico nos encontramos con la propagacion de
particulas en un medio periddico; por ejemplo, electrones en cristales. Supon-
gamos que la periodicidad recurre cada distancia L. Podemos incorporar esto,
al menos en una primera aproximacion, suponiendo la particula libre pero im-
poniendo condiciones de contorno de periodicidad,

Ye(r+ L) =9p(x).
La solucién genral de la ecuacién de Schrédinger con estas condiciones es
Un(z) = Yp, (r) = Cype™* 4 C_e (6.4.1a)
y la condicién de periodicidad implica que
Lk, = 2nmw, n = entero =...,—-2,—-1,0,1,2,... (6.4.1Db)

La energia estd cuantizada:
B miATh
n — -  ra -
mL?2

En el limite de L — oo la periodicidad desaparece y el espectro tiende a uno
continuo.

Este caso es muy parecido al de la seccién anterior, y su discusiéon se deja
como ejercicio. También se deja como ejercicio el comparar esta situacién con
la discutida en la seccién 3.6.

(6.4.1c)
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II I I1I

FIGURA 6.5.1. Pozo cuadrado simétrico.

6.5. Pozo cuadrado. Empalmes. Pozo asimétrico
con barrera infinita

6.5.1. Pozo cuadrado; empalmes

El siguiente caso que consideraremos es ligeramente mas complicado, y consiste
en un pozo cuadrado (fig. 6.5.1) de longitud L y altura a. Tomamos el origen
de energias en el fondo del pozo, y es conveniente distinguir tres regiones:

Region I: 0 < o < L; Regidn Il z <0; Regién IIL: z > L.
Asimismo hay que considerar por separado los dos casos F > ay E < a (pero,

por supuesto, £ > 0; si no, no hay solucién).
En la regién I la ecuacidn de Schrédinger es la misma en ambos casos,
—2mFE

Blz) = -2 ¢Ye(z), 0<z<I,

cuya solucién escribimos (recordar (6.2.1))

v2mE
h )

Consideremos para comenzar el caso £ > a. En las regiones 11 y 111, V(z) = a;

luego la ecuacién de Schrodinger es como la de una particula libre, pero con
energia E — a,

P p(z) = Crsen(kz +61), k=4

—2m(F — a)

2 i e(T),

11 /
Vi p(@) =
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con las soluciones
. s *C+ Stk C_ —ik, 1,
Y () =Crp e + O e ;
S g
2m(E — a) (6.5.2)
by =+ 40—
h
Fisicamente, sin embargo, 11 10 son tres funciones independientes, sino
trozos de la misma funcién de onda. Esta no puede variar bruscamente, luego
debemos satisfacer las condiciones de empalme,

Y e0) = Pre(0), Yre(l) = Yme(l). (6.5.3)

Todavia debemos imponer una condicién mds, y es que la derivada ' sea
continua en 0 y L. La razdn es que, de lo contrario, 1" serfa infinita en estos
puntos, lo que no es posible ya que el hamiltoniano contiene una segunda
derivada (el término —(h*/2m)d?/dz?). Por tanto, hemos de tener

i p(0) = P p(0), @i p(L) = p(L). (6.5.4)

Las cuatro condiciones (6.5.3) y (6.5.4) nos permiten fijar las seis constantes
C en funcion de una de ellas (y la inevitable constante global). El valor de la
constante no-trivial depende de las condiciones de contorno, que varian segin
el problema fisico que queramos describir. Por ejemplo, si queremos estudiar el
caso en el que lanzamos particulas desde —oo, no puede haber funcién de onda
que represente particulas viniendo de 400, luego debemos poner C; = 0. De
la misma manera, si las particulas viniesen de 400 se tendria Cff =0.

No vamos a estudiar mas este caso F > a, que se deja como ejercicio,
ya que en la sec. 6.6 veremos una situacién similar (barrera cuadrada). Sélo
mencionaremos que, a diferencia del caso cldsico, donde todas las particulas
atraviesan el pozo, en mecanica cuantica unas lo atraviesan y otras son refle-
jadas.

Pasemos ahora al caso 2 < a. La solucién en la region I no cambia; en 1I
y [, sin embargo, al ser E' — a negativo las soluciones son

(;

__ 1+ Ka® — — Ko
) =Ciime™" +Cpye ;

/IE —al (6.5.5)
- .
Estas soluciones sélo son fisicamente aceptables para ciertos valores de las C'.
En efecto: consideremos 1y () para © — +oo. El trozo Cjjje™"" decrece
muy rapidamente y nos queda

PYuiu E

Rg = "’*

e () = Oy ener
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lo que es absurdo ya que ¢« crece sin limite al crecer x y, por tanto, repre-
sentarfa una particula cuya probabilidad de desaparecer hacia +0o crece ex-
ponencialmente. Por tanto, necesariamente se ha de tener Cji; = 0. De forma
analoga probarfamos que C|| = 0, luego

U elz) =Ce™”, (6.5.6)

Y g(z) =Cre”

Las condiciones de empalme (6.5.3) y (6.5.4) siguen valiendo y nos dicen que

CI"E = Cisendy, Cpp = Crsen(kL + 5[)@”‘"L. (6.5.7a)

Y l k
Cl = Cy— cosdy, Cpy = —Cr— cos(kL + &;)e . (6.5.7b)

Uy Ke

Por consiguiente ahora dy estd fijo,
tand; = k/k,
v el valor de E no puede ser cualquiera sino que viene forzado por la condiciéon

de consistencia

tan(kL + &1) = —k/Kq,

que nos permite eliminar ¢;. La condicién de cuantizacion se obtiene una vez
eliminado d1. La funcién arco tangente estd determinada salvo un miltiplo en-
tero de m; llamando Arc tan a la determinacion principal de este arco tangente,
definida entre —7/2 y 7/2, la ecuacién de consistencia es

k
Lk, + 2 Arc tan — = nm. (6.5.7¢)
Ka

El nimero de soluciones (estados ligados) es un nimero finito, N,

N L2am

N = parte entera de | 1
7h

como es facil comprobar.
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1T

s

FIGURA 6.5.2. Pozo asimétrico, con barrera infinita.

6.5.2. Potencial cuadrado con barrera infinita

Hay una situacion que, aunque no aporta nada desde el punto de vista de
problemas en una dimensién, es util para discutir més adelante problemas
tridimensionales. Es un pozo cuadrado de longitud L y profundidad a, con una
barrera infinita en x = 0 (fg. 6.5.2). La ecuacién de Schrodinger en la regién I
es

h2 1
o VI (z) — ath(z) = B¢ (), (6.5.8a)
y en la regién II,
n o, \
— 5 ¥i(@) = Eyn(z). (6.5.8b)

Comencemos con el caso F < 0. Las soluciones en I, II son

Yi(z) = Cosen ka2, Y{z) = Ce™ ™, (6.5.9a)
_ V/2m(a - [E]) o = V2m(E])
e h T h

Si normalizamos la solucién a () = 1 y utilizamos las condiciones de em-
palme, entonces encontramos los valores de las constantes?

2K,

1/2
C = Cpe"*senk,L, Cp= { 7 } . (6.5.9b)

koL + sen? k., L — sen 2k,
y la ecuacidn de consistencia

tan koL = —K4 /K. (6.5.9¢)

2 Salvo una fase que escogemos para que la funcién de onda sea real.
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FIGURA 6.6.1. Barrera cuadrada simétrica.

Esta ultima sélo tiene solucién si kL > /2, luego sélo en este caso habra
estados ligados. Si se tiene exactamente

L
—V2ma=7/2 (6.5.10)
R
entonces el estado ligado estd justo en el borde, E = 0.
Para E > 0 escribimos las soluciones como

Yr(z) =Chsenk,x, (x) = Csen(kx + 6);

VomE b — V2m(E + a) (6.5.11a)
h. ) T _72,— .

Las condiciones de empalme nos dan

sen k, L ‘5 k, + ktan kL tank,L
o—— o ——, cotd = :
Osen(kL +6)° ktank, L — k, tan kL

C = (6.5.11b)

6.6. Barrera de potencial. Efecto tunel

Hay un caso parecido al pozo cuadrado que es también interesante: es el
de una barrera cuadrada (fig. 6.6.1). Si I > a, la situacién es similar a la
del pozo, y la solucién la dejamos como ejercicio. Pasemos al caso E < a.
Clasicamente, una particula lanzada, por ejemplo desde la izquierda, siempre
rebotara; cudnticamente la situacion es muy distinta, y hay una probabilidad
de que la particula atraviese la barrera (efecto tiinel).
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ll/II
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FIGURA 6.6.2. Penetracion y reflexién en una barrera cuadrada
simétrica.

En las regiones II, IIl la ecuacién de Schrodinger es idéntica a la de una
particula libre. Escribimos las soluciones como

N ikx — —ikx
Yume() =Cl e +Crppe

(6.6.1a)
= wI—F,III(l') + wl_l,m(-f)
mientras que, en la region I,
Yrp(z) = Clet + Cre ™" =yt +¢; (6.6.1b)
Kaq ¥ k son como antes. Las condiciones de empalme nos dan
Gl +Ci = CF + G, CF = C7 == (G - Cp):
Cieel 4 Cre~ el =Ch e + Cre™E, (6.6.1c)
C]Jrem.L _ C[—Q—ML :;_k (Cr—il—eikL _ C’ﬁe_i“) _
Vo,

Vamos a considerar una situacién en la que la fisica es particularmente
transparente. Como sabemos, una funcién de ondas 1)*(z) = CeT'** representa
una particula libre moviéndose en el sentido de las z positivas (¥T) o negativas
(7). Si queremos considerar el caso de una particula lanzada hacia la barrera
desde las z negativas (fig. 6.6.2), la funcidén de onda en la regién 1I tendra
ambas componentes, ya que esperamos que haya onda reflejada; pero la funcién
de onda en la region I1I sélo debera tener la componente 7,/)14;1, ya que no hay
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particulas que vengan de x > L. Por tanto, en esta situacién debemos de tomar
C\(; = 0 con lo que (6.6.1c) se simplifica a
2e kL .
Ch =——"_ ¢ %l Ct=_rC;
UL — ik /K, ! ’
2
Cr = ct
Dl vk /b — (1 — ik /k)r 1

kg T+1 Ke T+ 1 -t
pg=1- = 1+ — i
t (l ik r—1><+ik T—l) Cir:

1 + ’L{'a/ik" —Kao L
= e,
1—ky/ik

(6.6.2)

Podemos describir lo que ocurre como sigue (figura 6.6.2). La particula llega
a la barrera desde las z negativas (onda ?/)H); parte se refleja, y contribuye a
WYy, ¥ parte se transmite al interior de la barrera (onda ¥ ). Esta es una onda
atenuada con la distancia, ya que decrece exponencialmente. Al llegar ¥, a L,
parte se refleja (onda 1/)I+, que sigue siendo atenuada) y parte se transmite, ¥y,
Desde luego esto no acaba aqui; hay reflexiones/transmisiones multiples en los
extremos de la barrera, pero muy atenuadas: al viajar dentro de la barrera,
por ejemplo de 0 a L, la onda sufre una atenuacién e *«% luego la n-ésima

—nKg L

reflexién estard suprimida por un factor e .

EJercicio: Demostrar que, en el limite clasico,

- +
|¢U|h:’0 [ |

y todas las demds ¢, tienden a cero comparadas con /z/);Y °

6.7. Ceros. Comportamiento de las funciones de onda
de estados ligados a gran distancia.
Normalizaciéon de estados del continuo

6.7.1. Ceros

Volvemos ahora a estudiar propiedades generales de sistemas en una di-
mensién. En todos los casos que hemos resuelto, si ordenamos el espectro
Hiy, = Ey1p, de manera que

Eo<FEi<BEy<- - <E, <

hemos encontrado que g (la funcidon de onda del estado fundamental) no
se anula en la regién accesible a la particula, 1, (primer estado excitado) se
anula una vez, ¥y dos veces, etc. Ademads, los ceros de 9,4 separan a los de
1, (teorema de Sturm). Esto son propiedades generales para potenciales que
s6lo tengan un minimo; nosotros no las demostraremos.
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6.7.2. Funciones de onda de estados ligados a gran x

Hemos visto en los ejemplos de las secciones anteriores que las funciones de
onda decrecen exponencialimente en las regiones en las que la particula no tiene
posibilidad cldsica de penetrar. Por ejemplo, cuando z — 400, si no existe la
posibilidad cldsica de alejarse indefinidamente. Esto es de esperar: los efectos de
tipo tunel, puramente cudnticos, deben decrecer a grandes distancias y también
en el limite h — 0.

Es posible dar una demostracién bastante general de esto; para fijar ideas,
consideramos el caso x — +00. Supongamos entonces que tenemos un potencial
cualquiera con tal de que, para z — 400,

Vix) = X", A>0,v>0, (6.7.1)

T—00
y supongamos, ademas, que E < lim,_ 4o V(2). Para x — +00 podemos susti-
tuir V(z) por su forma asintética (6.7.1) con lo que la ecuacién de Schrodinger

nos queda
2m E z— 400
que se puede resolver asintéticamente con solucién

Pp(r) = exp(~ba),

V2mA,
__VEMAY ) )2
hl+0/2) +v/

donde A\, = Asiv>0y A, =\— FE parav =0.

Un punto importante es la presencia de h en el denominador de b, en
(6.7.2). Esto quiere decir que, como anunciamos, la probabilidad de encontrar
una particula en regiones clasicamente prohibidas decrece exponencialmente
en el limite clasico, h — 0.

EJgERCICIO: Verificar el resultado (6.7.2) en los casos que hemos estudiado

anteriormente e

(6.7.2)
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6.7.3. Normalizacién de estados del continuo

En la seccién 2.3, cuando discutimos por primera vez estados propios ¥, de
un observable correspondiendo a valores propios continuos, hicimos ver que
podian normalizarse no por una delta de Kronecker, sino una de Dirac:

(DA 00 = (A — X). (6.7.3)

Dado que ¥, y C¥, corresponden al mismo estado, dada una funcién de onda
especifica, se nos plantea el encontrar la constante de normalizacion tal que se
tenga exactamente una delta, como en (6.7.3).

En algunos casos el cdlculo es casi trivial; por ejemplo, si tenemos ¥, =
Cexp(ipz/h), podemos integrar explicitamente y comprobar que, si |C

1/v/27h, entonces

(Pl @) = 6(p — 1),

Pero en muchos casos la expresion explicita de las ¥ es muy complicada y un
calculo directo muy dificil; para algunas interacciones no es posible ni encontrar
la. solucion de la ecuacion de Schrodinger en términos de funciones estandar.

En esta subseccion vamos a describir un método que nos permite obtener la
normalizacion de soluciones de la ecuacién de Schrodinger sin mas que conocer
su forma asintética (a gran z). Vamos a discutir tnicamente el caso en que A
es k = h™'V2mE vy, en vista de aplicaciones, suponemos que las funciones de
onda se anulan para z < 0. Suponemos, ademas, que el potencial V() se anula
rapidamente”® para » — ~0

Denotemos por ¥ (z) a las soluciones de la ecuacién de Schrodinger, con
k el numero de ondas. Puesto que k es un observable, tendremos

+oc
/ da i (@)bue (x) = O3 (k — &, (6.7.4)
0
se trata de encontrar el valor de la constante C. Para ello, consideramos la
ecuacion de Schrodinger para gran z. Puesto que el potencial tiende hacia cero
en el infinito, la ecuacion serd idéntica a la de una particula libre y, por tanto,
tendremos
() =~  Asen(kx +6). (6.7.5a)
T— 400
Para otro valor k', ¥ (z) =~ A’sen(kz + ¢'). En el cédlculo actual sélo nos
interesa el caso k ~ k’: ya sabemos que, si k # k', entonces la integral en
(6.7.4) se anula. Podemos, por tanto, tomar A = A’ § = ¢'.
Haciendo ahora el cambio de coordenadas z =y — zg, 29 = d/k, tenemos
el comportamiento
P >~ Asenky,

* Esto quiere decir que va a cero como ~ 1/z” con v > 1. El caso v = 1 lo discutiremos
al final.



76 CAPITULO 6

con A, § independientes de k. Supongamos § > 0 para fijar ideas; definimos la
funcion ¢ por
Yiy) = wnly) + Asenky, y > 0. (6.7.5b)

entonces i (y) — 0 para y — co. De hecho, con la condicién que hemos puesto
para V(x), este limite se alcanza con suficiente rapidez? para que las siguientes
integrales sean convergentes:

oo +00
/ dy i (y)senk'y = a; / dy ¢ (y)ew (y) = b.
J0 J0

Con una sencilla evalacién, encontramos que

400
/ dy senkysenk'y = g 6(k —K'). (6.7.6)
Jo

Por tanto,
+oo -
/ dzi{r)yp{z) =a+a" +b+ |A|2§ ok — K.
Jo

Comparando con (6.7.4) obtenemos que tiene que ser a +a* +b =0y
C=|A]*m/2:

/“O ; AP ,
dz () () = 5 ok — k). (6.7.7)

J—oc
Resumiendo, tenemos la receta siguiente: evaliese 1, (x) para grandes va-
lores de x. Necesariamente ha de ser de la forma
Y(x) =~ Asen(kr+4). (6.7.8)
xr— 400
Entonces, las 1, (x) estdn normalizadas por (6.7.7).

El caso del potencial coulombiano, gque estudiaremos en detalle en la
seccion 17.3, sale fuera de esta demostracion ya que no decrece suficientemente
rapido en el infinito. Si denotamos por xx(r) a la funcién coulombiana, se tiene,
a grandes valores de 7,

xi (1) = sen (kr — (c/agk)log 2kr — I /2 + §,) (6.7.9)
T+ 00
(el significado de las constantes que aparecen aqui lo veremos en la sec. 17.3).
Sin embargo, el resultado sigue sindo vélido ya que, debido a lo lentamente
variable del logaritmo, la integral correspondiente a (6.7.6) con

sen (kr — (o /aok)log 2kr — ln/2 + &)
es idéntica a la integral con sen(kr + ).

4 Dejamos como un ejercicio la demostracién de esta propiedad
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EJERCICIO: Proporcionar los detalles del caso coulombiano. Extender la dis-
cusion al caso de tres dimensiones o

6.8. Coeficientes de transmisién y reflexién a través
de una barrera de potencial

Consideremos un potencial tal que

Vi) — 0; V() — a>0; (6.8.1)

a— —00 x—+4o00
la forma detallada de V' no nos importa ahora. Para z — —oo la funcién de
onda sera

(z) = Y_(z)=Ae" + Be™*  k=h"'VomE. (6.8.2)

Para z — +o0

P(r) ~ P_(z) = Aype" + BoeT e ko =k /2m(E — a);

200

suponemos E > a. Si consideramos que hemos lanzado la particula desde
2 = —o00, en la region r < 0 tendremos onda incidente y reflejada; lo que
podemos poner de manfiesto reescribiendo (6.8.2) como

l/)(I) >~ l/)__(l) = Y/”in(l') + 1/"1*(,73),
) g , (6.8.3a)
Yin(w) =A™, 4, (z) = B,

pero, en la region z > 0, sélo tendremos onda moviéndose hacia la derecha.
Por tanto, en esta situacion By = 0 y podemos escribir

Ylz) =~ P_(z) = Apeler (6.8.3b)

r— 400

Calculemos las corrientes de probabilidad. En una dimension hay que reern-
plazar (4.6.2) por

Loy ik d _. L d ]

La corriente transmitida es el limite para gran x positivo de (6.8.4), esto es,
ih W , hk 5
jo(a) = — {y ', — iyl V= —2 A4, )% 6.8.5
J+ () 2771{'+/ + ‘/+§b+} m | N ( )

Nétese la clara interpretacion fisica: |A, |? es la densidad de particulas, y hk, /m
la velocidad.
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En la region z — —co,
in IES 1% % * ’ /
By { (Z/)in + '(/)l) (¢ in T (4 1‘) - (Vt/)in + '(/)r ) (w in T P 1') }

T — 00 ‘ 21,
hk

hk
—[APE —BP=
m m

S~
=
1
.
+
Il

(6.8.6)
y el término mixto (con producto de As y Bs) se anula. Como vemos, el miem-
bro de la derecha es la diferencia de dos trozos: corrviente incidente (7iy) v
reflejada , 7., con
7—(1) :jin(x) - ]r(T)

Bk Bk (6.8.7)
Gnlz) =1APTE G = BpE
™m T

Los coeficientes de transmisién (o difusion), D, y de reflexién, R, se definen
como la probabilidad de que la particula atraviese o se refleje en el potencial:

D :j-i—/.jiln R:jr/jjn- (688)
Utilizando (6.8.6) y (6.8.7) tenemos que

[/—1+[2k‘,, IB|2 .
p=12tlfs = p_ Bl 6.8.
gy T ap (059

Es evidente que una particula es transmitida o es reflejada, luego debe ser

R+D=1, (6.8.10)
esto es,
| A *ka + | BI*k = | A%k (6.8.11)

Veamos esto en el caso sencillo de una barrera como la de la figura 6.6.2,
con altura o y longitud L. Definimos

b= vVomkE i V2m(E — a) 2m(a — F)

= —mm———— Na:

I 5 a B s f— ,
Encontramos, después de un calculo sencillo, pero algo latoso,
D= D le;(z > 55 bhara B <a
(k2 + k2)?sinh® L2 + 4k2%k?2 o510
2.2 (6.8.12)
4k ks

D:

2 1.2\2 wonZ T 42 a0 bara B>
(k? — k2)2 sen? Lk2 + 4k2k

Eiercicio: Calcular R en este caso de la barrera y comprobar que, efectiva-
mente, R+ =1 o
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PROBLEMAS

P.6.1. Considérese una particula en un pozo infinito. Se tiene, para su funcién de

onda,

dy(z)/dx = % cos? , O<xz< L,

dyp(z)/dz =0, fuera del pozo.

Aparentemente, esto implica que

d*px) (zriz ) W)+ C (% > (6(z) +6(z — L)}

dz?

Demuéstrese que, considerando la sitnacion fisica en la que un pozo infinito es, real-
mente, el limite de un pozo finito con paredes muy altas, se pueden suprimir los
términos con 6(z), é{(x — L).

P.6.2. Dada una particula en un pozo infinito, en el estado fundamental, encontrar
la probabilidad W (p) de que su momento tenga el valor p.

Solucién. W (p) = |4 (p)|?, donde 11 (p) es la funcién en espacio de impulsos. Nor-

malizando a la unidad, ¥, (z) = \/2/L senmwx L, se tiene

AR L 2 pL

2 —_— 3 R}
[P1(p)|” = (2L — 2R cos” op

P.6.3. Calcular los coeficientes de transmisién y reflexion, D y R, en un potencial
escaldn
V(z)=0, <0, V(z)=a, x>0

cuando F > a.

Solucion. ‘
R=(p1 —p2)°/(pr +p2)°; D =dpip2/(p1 +p2)°

pL=V2mE, pz=+\2m(E — ).

Para £ = a hay reflexién total: R =1, D =0.

con
P.6.4. Calcular los estados ligados para un potencial diddico o separable, V; =
A £)(f] definido por
NS
Vigp(z) = A {/ dy f"(:@/)i/)(y)} fz).

Solucién. En espacio de momentos la ecuacién de Schrodinger es

(p° /2m)¥(p) + A f(p) /dp’ F )00 = Evip),
con f(p) la trasformada de Fourier de f. Definiendo

a= / ap’ f* (@) (p')
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hallamos la funcién de onda
Y(p) = da /dp' Fo) /(B = p*/2m).

Los valores de la cnergia se obtienen de la ecuacién (implicita) de consistencia que se
obtiene sustituyendo este valor de 1(p) en la expresidn para cu

o= Jie / dp () F (D) /(E — o /2m).

P.6.5. Calcular los estados ligados para un potencial de tipo delta, esto es, Vi, (x) =
/\15(1 - I()).

Solucién.  En espacio de momentos el correspondiente hamiltoniano es
Hap(p) =(p”/2m)p(p) + A2mh) ™ 2e P20/ My (20)

=0 2m0(p) + Mz e 4y ey ),

que es como el del problema anterior con f(p) = (27h) " /2ePz0li
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El oscilador armoénico

7.1. Generalidades

Consideremos una particula, clasica o cudntica, que se mueve alrededor de
un punto que tomamos como origen de coordenadas, y sujeta a un potencial
regular en el origen y con simetria esférica, V (r?). Si suponemos que la particula
no se aleja mucho del origen (pequerias oscilaciones, o vibraciones) podemos
considerar que |r| es pequerio y aproximar

V(r?) ~ V(0) + r*V'(0),

despreciando términos de orden |r|* y superior. El término V(0) lo podemos
reabsorber en una redefinicién del origen de energias; vemos pues que, en estas
circunstancias, podemos aproximar cualquier potencial que sea regular en el
origen por el del llamado oscilador armdénico. Consideramos potenciales atrac-
tivos; de lo contrario, la particula no se quedaria en una regién préxima al
origen. En este caso es conveniente definir la frecuencia w por V/(0) = %mwg;
con esto el hamiltoniano se convierte en

3
- . 1 .
H = E (— PJ-2 + %mw%i) . (7.1.1a)

Como vemos, éste es la suma de tres hamiltonianos independientes para cada
coordenada,

. " A 1 .. .
H = ZI . Hj=—P'+ %mwzrf. (7.1.1b)

Los tres H, conmutan entre si, y por tanto pueden diagonalizarse simultanea-
mente: basta buscar soluciones por separado de

[;[_}wJE(T/) = EJ’Z/)J/.:;(TJ); ]:111)5(1") = El/)E(I") (712(1)
con

3
der) = [ velr), E=E+E)+ B (7.1.2b)
j=1

Es decir: hamos reducido el problema, originalmente tridimensional, a resolver
el oscilador arménico en una dimensién, que escribimos simplemente como
1 2

Hig(z) = Pyp(z), H= o P2 Lmw?a?, (7.1.3)
n
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Antes de resolver el problema cuantico (lo que haremos por dos métodos
distintos, uno funcional y otro algebraico) vamos a recapitular el caso cldsico,
en particular reescribiéndolo de una forma que va a ser util para ver después
el caso cudntico. El hamiltoniano (la energia) y las ecuaciones del movimiento
clasicos son )

Hy=FEyq=— p(QI + %T’M‘UQIEI;
2m (7.1.4)
Tl = —Pely,  Pol = _T”'U)Ql‘cla
m

y hemos utilizado un punto para denotar derivacién con respecto al tiempo.
Para resolver el problema podemos, en lugar de las variables reales p., zq,
utilizar la variable compleja e (y su conjugada, a*) con

a(t):%{w i ﬁrm} (7.1.5)

La % se introduce aqui por comodidad de paso al caso cudntico pero, por
supuesto, « es tan cldsica como las ¢, po. En términos de o, (7.1.4) se con-
vierte en

By = hwao™ (H)a(t), &) = —iwa(t) (7.1.62)
con solucién

a(t) = ape ™" Eu = hwalog 7.1.6b
0

y «p es una constante.

7.2. Método funcional

Es conveniente hacer el cambio de variables

z, Pe(r) — ve(f). (7.2.1a)

r— €=

Con él, se puede reescribir (7.1.3) como

R 2F 5
-7§¥1 (——-jwﬂ@:o (7.2.1b)

Consideremos el limite £ — co; en él podemos despreciar 2E /hw frente a €2,
con lo que tenemos

Pp(€) = E9p(E) ~ 0,

con solucién ) N
Yp(€) ~ Cref /240 e ¢/
{—o0
C'.. tiene que anularse porque, si no, ¥g(£) creceria sin limite para gran £. Por
tanto,

V(€)= Ce™¢/2

{—o0
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Esto nos sugiere que definamos ¢g por

De(€) = e 2R (6);

con ello (7.2.1b) se nos convierte en la siguiente ecuacién para @g:

©5(&) — 260p(€) + 2nppe(€) =0, (7.2.2a)
ng = % -1 (7.2.2b)

La ecuacidn (7.2.2) es una ecuacién diferencial cldsica; sus tinicas soluciones
que no estropean el comportamiento asintético son polinomiales, los conocidos
como polinomios de Hermite,! H,:

2 d™ e_Ez
dé" ’

Ademas, los H,, satisfacen la propiedad de ortogonalidad

P(€) = Hn(€) = (—1)"et n=0,1,2 ... (7.2.3a)

+co .
/ dée ™ H,(6)H, (€) = /T 2" b, (7.2.3b)
—0CQ

y esta solucién sélo existe si np = n =entero. Por lo tanto, la energia estd
cuantizada y hemos obtenido que sus valores posibles son los E,, con

E,” = hu}(n + %), n= 0, la 23 R (724)

Deshaciendo el cambio de variables, las soluciones completas y normalizadas a
una delta de Kronecker son las 1, con

mw\1/4 1 2 mw
N —mwz” [2h . ; N =8
v =) 7 o (o5 ) 5 Wbt =
(7.2.5)

Fl oscilador arménico tiene la propiedad de ser simétrico en el espacio de
las 7 y el de las p. En efecto: distinguiendo con el subindice p a los operadores
en representaciéon de momentos, P, = p, @, = ihd/dp, tenemos

. 1, mw?h? d?

Hy=— .
P on? 2 dp?

(7.2.6)

Para obtener la solucién de ﬁpw,,ln (p) = Entp,,(p) basta con definir, en (7.2.6),
M = 1/mw?. Entonces, (7.2.6) es formalmente idéntica a la ecuacién original
en x con la sustitucion m — M. Por tanto,

Mw\Y* 1 Mo [ Mw
) — — Muwp /2k
wp.n (p) < 7h > r——n!Qn € hn P A

— 1 1 e—p2/2mwﬁHn p )
rmwh ) /nl2n ' hmw

! Ver, por ejemplo, Courant y Hilbert (1953); Oberhettinger, Magnus y Soni (1965).

(7.2.7)
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7.3. Método algebraico

El método algebraico se basa en el uso sistemadtico de las relaciones de con-
mutacién de Heisenberg. Sin embargo, en vez de trabajar directamente con los
operadores Q y P es conveniente introducir, andlogamente a como hicimos con
a en el caso cldsico, un nuevo operador a,

I
3

\/%{w %Q+ ; ]5} (7.3.1a)

al = — {f@——— } (7.3.1b)

En efecto, en términos de éstos tanto el hamiltoniano como las relaciones de
conmutacién se simplifican:

y su adjunto,

H = hw (afa+ %) . Jaal]=1. (7.3.2)

Lo primero que se puede demostrar facilmente, utilizando (7.3.2), es que
cualquier valor propio de la energila, E, es igual o superior a hiw/2. En efecto,
normalizando ¢ g a [|Yp| = 1,

<¢E|HU)E> = h(yelatave) + Lho(pelvE)

awEH2 > %Tuu

Debido a esto, debe existir un valor minimo de la energia, Fy > %hw; deno-
taremos por ¥y a la correspondiente funcién de onda propia, Hipy = Egihy.

Para calcular Ey (y todas las demds energias) comenzamos por probar que
el operador &T/d incrementa/disminuye la energia en la cantidad fiw. En efecto:
si tenemos ﬁd)E = E1p, entonces, utilizando (7.3.2),

H (aszE) = Lhwalyg + hwalaalvg
— &t hw {% n aTa} be + hwalyg = 6t Hyp + hwalve
= Ealyp + hwalpp = (B + hw) (&%) .
La demostracién de que

H(ag) = (B — hw)(ay)

es similar y se deja como ejercicio. Debido a estas propiedades se llama a a
operador de destruccion o aniquilacion de energla, y a al operador de creacion;
y a ambos operadores escalera.

Volvamos a Ey y #g. La funcién de onda ay corresponde, segin lo que
acabamos de demostrar, a energia £y — hw. Como, por hipétesis, Ey era la
energia minima, encontramos una contradiccion a menos que ayg se anule.



EL OSCILADOR ARMONICO 85

Utilizando la forma (7.3.2) del hamiltoniano vemos que esto implica que Hypo =
5hwipo: hemos demostrado que
Hipg = Shuwibo; Gy = 0. (7.3.3)

Construimos ahora las funciones de onda v,
¥n = (4 Jr)nlf)o

Dado que cada vez que aplicamos &l incrementamos la energia en hw, resulta
que
H,, = hw(n + 1 )wn, n=0,1,2 ... (7.3.5)

Hemos encontrado una parte del espectro de energias; nos falta por demostrar
que no hay mas. Para ello, supongamos que ¢g fuese una solucién de Hpg =
Eyg. Aplicando a' a ¢ disminuimos su energia en lhw luego

H(d'pg) = (E - lhw)(d'ep).

Cuando | crece, llegard un momento que E — [hw sea menor que 3hw. Como
esto es imposible, hace falta que, para algin Iy, sea @"¢p = 0. Por tanto,

a (e tep) =0,
lo que, en vista de la forma de H, (7.3.2), implica que
B (' pe) = Yhwo (6 ')
por una parte; pero, por otra,
H(d"pp) = (B~ hw(ly = 1)} (@ o),

luego, identificando, hemos encontrado que E = (lg — 1)fiw + %hw, que es de

la forma (7.3.5). Que a'*~!pg es proporcional a v;,_) se sigue del hecho que,

para estados ligados en una dimension, el espectro es no-degenerado (sec. 6.1).
Los estados 1, no estan normalizados a la unidad. Escribimos

<’er:,]7#7/'71,> — <7’[;0|&n(&‘|')77.7/;0>‘
Suponemos que hemos escogido 1y normalizado a la unidad, (Yglg) = 1.

Utilizando reiteradamente las relaciones de conmutacion para llevar las al ala
izquierda de las a, resulta que

AT

a (dT)” =n!+ (términos con al menos un a a la derecha).

Estos ultimos términos dardn cero al aplicdrseles sobre 1g luego
(ultbn) = (ola (@) o) = nd{3poltho) = nl.

Los estados normalizados son, pues,

1
Uy = ﬁ (&T)‘”Y/)(H (nlthnr) = nnr. (7.3.6)
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EJercicio: 1. Comprobar las relaciones

la, (@1} =n(@h",
[H,d) = — hwa, (7.3.7)
B =M net, G Pn =V F Ly

7.4. Sistemas de osciladores independientes

Consideremos un cuerpo sélido, y supongamos que las moléculas del mismo
estdn localizadas en promedio en los puntos R(n), donde n = (nq,ny,n3) son
ndmeros enteros, n; = 0, 1, 2, ... N; — 1. Por ejemplo, en un cristal, los puntos
de la red de moléculas vienen dados por

R(n) = niu; + naus + nzug,

con u; los vectores elementales de la red; en total hay Ny Ny /N3 moléculas. En
la figura 7.4.1 hay un ejemplo de red bidimensional, con N| = 6, Ny = 5.

Si r(n) es el vector posicién de la molécula n-ésima, denotamos por q(n)
al desplazamiento de esta molécula de su posicién de equilibrio (fig. 7.4.1):
r(n) = R(n) 4 q(n).

. . ° ° . .
° . R q ° ° °
° ° // e r ° ° °
e
e
. . ° . ]
u, /{’5/ <
y
- —>e ° . ° °

FIGURA 7.4.1. Red bidimensional.
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Como primera aproximacion podemos reemplazar la interaccién entre las
moléculas por un potencial global peridédico V', con minimos para las R(n) y
que, para pequenas vibraciones, podemos aproximar por

V:ZVH +Zvnqul Q7(n)+()(q )

No consideramos la posibilidad de que haya un término lineal que, por otra
parte, podria eliminarse (problema P.7.1).

Supongamos, por simplificar, que el sélido es homogéneo e isétropo: todas
las moléculas tienen la misma masa m, y el potencial no cambia de un punto

a otro. Por tanto, Vr;’u = ¢d;; y ¢ es independiente de n. Podemos definir w?
por ¢ = %mwz con lo que el hamiltoniano del sistema se nos convierte en

H= Z 5 Z P+ meZqJ +V(0), (7.4.1)

V(0) = > Vu(0). Hemos preferido guardar aqui V(0) explicitamente en vez
cle cambiar el origen de energias para cancelarlo por motivos que se veran
después. ¢ es el operador multiplicacién por g, y el operador momento para
cada molécula es

Il

. o 0
P = —ih- — i ,
! Orj(n) dgq;(n)

puesto que las R son constantes.

El problema se convierte en uno de NyNoN3 osciladores armdnicos inde-
pendientes; su solucion es sencilla si buscamos estados propios, a la vez, de
todos los operadores [:I(n,j),

An,j) = = P2, + tmw?@(n),
2m J
- . (7.4.2)
H =Y H(n,j)+V(0).
n.j
Para ello, definimos los operadores a(n, 7), v su adjunto af (n,j), con
a(n, §) 1 { MA()-F i P } (7.4.3)
a(n,j) = wi/— ¢;(n - P . 4.
" e 2 ¥ Vom
Tenemos las relaciones de conmutacion
[d(n’J)T &(n/’]/)] = 07
(7.4.4)
[(1(1]‘ J)) &T(n,a /,)] = (Sjj'(snn’-
Ademas, en términos de los a, &T,
Hin,j) = tw {al (n, )a(n, ) + 5 } (7.4.5)
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y la cnergia minima se obtendrd para un estado v tal que
a(n, i)y = 0. para todos los n. j. (7.4.6)

Por tanto, )
H(n, j)ho = 5hwidy

luego )
Hg = {3 N, NyNyhw + V(0) } o (7.4.7a)

y hemos tenido en cuenta que Zn'j hw = 3N| NaN3hw.

Ahora se ve por qué hemos guardado la V(0). Cuando el sélido es
macroscopico, las N; son enormes; tipicamente, Ny No Ny ~ 10%* (el nimero de
Avogadro). Por tanto, resulta mas comodo y natural escoger

V(0) = —5 Ny NoN3liw (7.4.7b)
con lo que (7.4.7a) se convierte en
Hipy =0, (7.4.7¢)

esto es, contamos energlas desde el minimo.
Para obtener el resto del espectro de energias y los estados propios for-
mamos los cstados

I(n.j)
[ o (7.4.8)

|

n=(0.0.0) J

[aT(n,))

(N} =1.Na—=1.Ny—1) 3
=i

donde los {(n, 7) son una coleccién de nimeros enteros y se tiene

(N1 —=1.Na—=1.Ny—1) 3
Ay = Eig; E = hw > > in, ;). (7.4.9)
n=(0.0.0) j=1

Eiercicio: ). Escribir las férmulas correspondientes a las que van de (7.4.2)
hasta (7.4.9) en una dimensién (n — n, el indice j desaparece) o
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7.5. Osciladores acoplados. Modos normales.
Vibraciones de un cristal: fonones.
Estructura en bandas de las energias de un cristal

7.5.1. Vibraciones de un sélido

Nuestro siguiente paso en el estudio de las vibraciones de un sélido va a ser el
tener en cuenta las interacciones entre las moléculas, lo que nos va a permitir
considerar el caso en que las perturbaciones se transmiten de unas a otras
(por ejemplo, como las ondas de sonido). De estas interacciones sélo tenemos
en cuenfa las de cada molécula con las adyacentes (interaccion a primeros
vecinos). Esto anade un término extra al potencial que denotamos por V, .
y que, para una dimension (vibraciones de una “cuerda” o “varilla”) y para
pequenas oscilaciones, podemos escribir como

; 2
Vv = Voo llz(n+1) —z(m) = > V9 + v 3" {q(n +1) - q(n)} :

n

Es decir, suponemos que la interaccion depende de lo que se separan, rela-
tivamente. los vecinos préximos. Hemos supuesto también que el sdlido es
homogéneo para tomar V(2 independiente de n y recordamos que a(n) =
R(n) + q(n) con R(n) = nu, aqui u es la distancia entre dos moléculas adya-
centes, en la posicion de equilibrio (en el caso clasico; en el caso cudntico, en
la posicidn media). Nétese, ademds, que un posible término lineal proporcional
ay., {g(n+1)—g(n)} se anmula al sumar a todos los puntos de la cuerda, ex-
cepto por términos involucrando los extremos, que son de orden relativo 1/N
y despreciaremos sistematicamente.

Para comodidad del calculo es conveniente dejar a n que recorra los enteros
positivos y negativos, de —N hasta +N:

n=-N —-N+1,...-1,0.1,2, ..., +N

de forma que cl total de moléculas es ahora 2N + 1. El hamiltoniano total es,
pues,

+N . .
) 1. ) 2
q = E {— P+ tmw?@(n) + SA|gn+ 1) — (j('n)] } +C  (75.1)

donde hemos definido %/\ = Vp(%)

Es convenicute hacer ahora una pequena discusion acerca de los extremos
de la varilla (o cuerda). En las ecuaciones de mds arriba, por ejemplo en
la ulthna, tencmos un término de la forma FA[G(N + 1) — ¢(N)]? que no
esta definido. Podemos definirlo requiriendo periodicidad, ¢(N + 1) = g(—N),
G(—=N — 1) = ¢(N) o poniendo §(N + 1) = g(—N — 1) = 0, también por
definicién. Estas condiciones de contorno introducen términos de orden relativo
1/(2N 4 1) y por tanto, como ya hemos mencionado antes, los despreciaremos.



90 CAPITULO 7

7.5.2. Modos normales (caso clasico)
Antes de resolver el problema cuéntico, es conveniente estudiar en algin detalle
el caso clasico. El hamiltoniano es ahora

2

+N
1 . 5
Hy = Z {—p,z,(t) + émw‘zqi(t) + é/\ Gna (E) — q.,l(t)] } +C; (7.5.2)

2m
n=—N

hemos cambiado un poco la notacién y la hemos aligerado prescindiendo del
mdice “cl” en gs v ps. Las ecuaciones del movimiento son

P (t) - nlqn,(t))

pw(t) - - m'W‘Z(]n(t) + A Qn+l(t) + Q-ufl(t) - 2q7l(t) .
El problema se resuelve en términos de los llamados modos (o variables) nor-
males, que describen las vibraciones del cristal como un todo. Sustituimos el

conjunto discreto de variables p, (1), ¢,(t) por el conjunto continuo, a(k,t)
donde k varia entre —7/u y +7/u y definimos

+N .
1

alk,t) = p(k) Z g inAn {q,,_(t) + mT(k) p.,L(t)} : (7.5.4)

n=—N

compdrese con (7.4.3). Las 2(k) (frecuencias normales) se van a determinar
pidiendo que las ecuaciones (7.5.3) se conviertan en lo andlogo a Ja (7.1.6a),

alk,t) = —102(k)a(k, t). (7.5.5a)
Derivando (7.5.4) y utilizando (7.5.3),

. T | w? + 2\ i
= BZe ke {Ep‘n. - ImT Gn + oSy (@n-r1 +Q'n—l)} .

Los dos ultimos términos pueden tratarse cambiando de variable de suma,
n—n =n+1lyn—n’=n-1y utilizando la periodicidad con lo que nos

queda ,
.. ok i mw? + 2M\(1 — cos ku
i = ’/jze—mku, {_ ., + w ( s ku) (J’n} ?

m ! mi?
luego (7.5.5a) se obtendra si escogemos
2 2, 2A .
2°(k) =w*+ — (1 — cos ku). (7.5.5b)
m

A esta relacidn se la suele llamar ley o relacion de dispersién. De momento 3
es arbitraria; la vamos a fijar requiriendo que

+7/u
H, = / dR2(k)a™ (k,t)a(k,t) + constante + O(1/N), (7.5.6)

—7/u

lo que es cierto si
umi2(k)

Pk =\ =5 (7.5.7)
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Eskrcicio: Comprobarlo.
Indicacion. Utilizar las ecuaciones

7 /u
/ LAl dk e;(n—ﬂ_’)ku — 21 5“71/‘
_ u

T/

(7.5.8)

+oo 9
n(k—k")u 7T /
> emesy =, Onulk =K,

n=—oo

y la funcién 6., se define por f:r://; dk' 8pju(k — KDYF(K') = f(k) o

Ahora ya tenemos resuelto el problema. La solucién de (7.5.5a) es, obviamente,

ok, t) = e W (k), (7.5.9a)
con lo que
+m/u
H, = / dkRQ2(k)|ag (k) ]* + C - (7.5.9b)
J—m/u

el sistema se comporta como una suma continua de osciladores independientes
de “frecuencia™ Q(k).

7.5.3. Vibraciones de un cristal: caso cuantico.
Estructura en bandas de las energias

El caso cudntico es totalmente andlogo al cldsico. Definimos a(k) (y su adjunto,

&T(k)) por
muf2(k e=imku { o 1 - -
“\ § . {q )+m9(k) P(n)} (7.5.10a)

junto con la ley de dispersion

, oA
2%(k) = w? + - (1 — cos ku). (7.5.10b)
m

La ecuacién (7.5.10a) se puede invertir facilmente; para, por ejemplo, §(n),

T . -
\/E {emku&(k:) + e_‘"’f"“’&T(k)} . (7511)
4 —m/u

Las relaciones de conmutacién de &, @' son, en el limite N — o,

la(k),a(k")] =0,
[a(k),al (k)] =6k - k).

(7.5.12)
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La expresién de H en términos de creadores v aniquiladore es
R Al .
H= / dk h2(k) {&T(k:)&(k:) + %} +C,
J—m/u
0. escogiendo C para que cancele el término [ .//“ dkh2(k) x %7
o/
H= / dk R E2(k) a ya(k). (7.5.13)

7/ u

En esta representacion de H los valores y estados propios se obtienen
facilmente. El estado fundamental, 1), satisface

a(k)py = 0. para todo k;
los estados y valores propios son los

Gron o =al ) ol (e,

- (7.5.14)
H< ey dn /{Q(ATI)"""Q(kil)}’l«"kl_,,.l;,

con los ky, ..., k; distintos o no.
La extensién al caso tridimensional no presenta problemas. Para un cristal
cubico, esto es. con

R(n) —=un, n, —0,+1, £2, ..., £N,
tenemos

mau£2( k) i .
G k _ h—lnku ~ 1> . .
a; (k) = 2027)*h Z {q, n)+ m(k) I,(n)} ’

TUy 2D 03
3
(k) =w® + °2 ) (1 = coskju).

i=1
Las relaciones de conmutacién son, en el limite N — oo,
[a;(k), & (k)] = 0.
(k). ] (1')] = 6k — K')3,..

Finalmente,

H = Y {5 B b s+ 5 [0 - )]}

+7/u S RVAL +7/u T
- Z/ dk:l/ dlcg/ dky R2(k)a! (1), (k);

w/u J—7/u

(7.5.17)



EL OSCILADOR ARMONICO 93

aqui, i es un vector unitario a lo largo del eje i, i = 1,2,3, y el término en A
en la primera expresion de H tiene en cuenta la interaccién con los primeros
vecinos en las tres direcciones espaciales.

El estado ’z/;k_‘”_“,\,, tiene propiedades parecidas a las de un estado de [
particulas libres, con energia h{2(k;) cada una. A estas “pseudoparticulas” (o
cuasi-particulas) se les llama fonones. Las energias de un cristal se ordenan
en bandas; en el caso sencillo que hemos considerado, la primera banda la
constituyen las energias h§2(k), —7/u < k < w/u (un fonon excitado); la
segunda, las A {02(k)) + Q2(ka)}. —7/u < k1o < 7/u (dos fonones excitados),
etc. Mas detalles, aplicaciones v la generalizacion a cristales distintos de los
ctibicos pueden verse en el texto de Kittel (1971).

PROBLEMAS

P.7.1. Hallar las funciones de onda estacionarias y el espectro de energias del os-
cilador asimétrico,
2 2
Viz) =vx + %mw z”.
Solucién. Cambiando de variables z = y — v/mw? la ecuacién de Schrodinger se
convierte en

h? d*ya(y)

2
1 2,2, ’ _ v ]
Tam oy TEveW)= <E+ 2 ) has(y).

2mw

idéntica a la del oscilador arménico ordinario cambiando ¥ (z) por a.s(y) v £ por
E —v/2mw®. Por tanto,
Fos,n = (n+ l)ﬁw—uz/‘mez o () = Yn(z + v/ 2)
Cas, n — 4 ) N Yas. n YY) = t,Dn Z vinuw ),
con 1, las de (7.2.5).
P.7.2. Resolver el oscilador anisétropo en tres dimensiones, con potencial

3

Vir) = Z Ui Ty

ig=1

Solucion. Es claro que podermos suponer v,, = v;;. Ademds, para que V sea au-
toadjunto, las v,; tienen que ser reales. Por tanto la matriz v = (vij) es hermitica y
real, luego se la puede diagonalizar por medio de una matriz ortogonal, C = (c.,).
Cambiemos de variables:

pi = Z €575

J
Por ser C ortogonal, el laplaciano no cambia: A, = A,. Si los valores propios de
v {que suponemos positivos) los denotamos por %mwf, 1 = 1,2,3, la ecuacién de

Schrodinger se nos convierte en

-n* & | 2 2
>, am DpE T AWl P(p) = EY(p),
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aqui, i es un vector unitario a lo largo del eje i, 7 = 1,2, 3, y el término en A
en la primera expresion de H tiene en cuenta la interaccién con los primeros
vecinos en las tres direcciones espaciales.

El estado 'JM«......A:, tiene propiedades parecidas a las de un estado de |
particulas libres, con energia hi2(k;) cada una. A estas “pseudoparticulas” (o
cuasi-particilas) se les llama fonones. Las energlas de un cristal se ordenan
en bandas; en el caso sencillo que hemos considerado, la primera banda la
constituyen las energlas h$2(k), —n/u < k < w/u (un fonon excitado); la
segunda, las A {2(k) + 2(k2)}, —7/u < k12 < 7/u (dos fonones excitados),
ete. Mas detalles, aplicaciones y la generalizacion a cristales distintos de los
cubicos pueden verse en el texto de Kittel (1971).

PROBLEMAS

P.7.1. Hallar las funciones de onda estacionarias y el espectro de energias del os-
cilador asimétrico,
2, 2
V(z) =vz+ tmwz”

o .. . . 2 ., U
Solucién.  Cambiando de variables r = y — v/mw” la ecuacién de Schrodinger se
convierte en

h? dz‘@’:‘n-\'(‘y) 1 202 2
——— 2 + smw Yy YY) = | B4+ ——— | Yas(y),
2m  dy? 31wy e (y) + 2mw? (v)

idéntica a la del oscilador arménico ovdinario cartubiando () por as(y) y FE por
E —v/2mw?. Por tanto,

Eoson = (n+ 3)lw — V2 /2mw’s e n(y) = Yz + v/mw?),
con v, las de (7.2.5).

P.7.2. Resolver el oscilador anisétropo en tres dimensiones, con potencial

3

Vir) = Z Uiy Tl

i,7=1

Solucion.  Es claro que podemos suponer v,; = v,.. Ademads, para que V sea au-
toadjunto, las w;; tienen que ser reales. Por tanto la matriz v = (v4;) es hermitica y
real, Tuego se la puede diagonalizar por medio de una matriz ortogonal, C' = (cij).
Cambiemos de variables:

pPi = ZCUT'].

J
Por ser C ortogonal, el laplaciano no cambia: A, = A,. Si los valores propios de
v {que suponemos positivos) los denotamos por %mw,,?., i = 1,2,3, la ecuacién de

Schrédinger se nos convierte en

—h? 9 2 2
Z <m By + 15771%/91:) Y(p) = Ev(p),

X
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que se separa en tres osciladores armoénicos unidimensionales ordinarios.

P.7.3. Comprobar que, para pequefio valor del nimero de ondas k, la relacién entre
energia y k para un fonén es como la de una particula ordinaria con “masa” efectiva

TMef = ﬁmw/Q)\uQ.



CAPITULO 8.

Limites clasico y semiclésico.
Teorema de Ehrenfest.
Aproximacién WKB

8.1. Teorema de Ehrenfest

Hemos mencionado repetidas veces que la mecédnica clasica es el limite de la
cuantica cuando h es pequeno con respecto a las dimensiones del sistema;
formalmente, cuando i — 0. Vamos ahora a estudiar esto en méds detalle.

Comenzaremos por el teorema de Ehrenfest que nos dice, en términos ge-
nerales, que los promedios cuanticos se comportan como las cantidades clasicas
correspondientes. Concretamente, vamos a considerar el momento y la posicion.

Clasicamente, las ecuaciones que obedecen ry y pg son las de Newton;
denotando con un punto a la derivaciéon con respecto al tiempo,

: 1 . o
o = — Pe;  Pol = Fa= ~ o, V(re),
con F la fuerza y V el potencial. Cuanticamente, en cualquier estado ¥,
d - 1, 4
Z 10Ny = —(IH.O:Nw.
df (Q,/>lp h <[ \QJ]>\p
Pero H = P/2m + V() luego
1 - —ih
[H,Qj] = o~ [P?,Q,] = D
esto es,
d A 1 - o
cE<QJ>w:n_z<P)W (8.1.1)
Andlogamente, 1 )
~ 1 ~
3 Bilw = 5 [, B
como [H, Pj] = ihdV/dr;, tenemos
d - oV (r)
— (P)y = — . 8.1.2
dt< ks < or; >q/ ( )

Notese, sin embargo, una importante diferencia con el caso cldsico: no es cierto
en general que (V(r)) sea lo mismo que V((£)): el valor medio de V en r no
es lo mismo que el valor de V en el r promedio. Para ver el limite clasico con
més claridad tenemos que restringirnos a funciones de onda apropiadas, lo que
vamos a ver en detalle para el oscilador armoénico.
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8.2. Limite clasico del oscilador arménico.
Estados coherentes

Buscamos estados ¥(x, t) tales que se tenga
(P)y hj—;()Pcl(t), (@ h'iol'nl(t)a (H)y ~ Eq. (8.2.1)

Trabajamos en una dimensién y esta claro que los estados estacionarios que
encontramos en el capitulo 7 no nos valen ya que en ellos los valores esperados
de momento y posicién son independientes del tiempo. Utilizaremos, en vez de
Tel Y Do las variables a(t) = ape™ ! y o definidas en la seccién 7.1, y también
haremos los cdlculos para los operadores a, al en lugar de utilizar los P, Q

Debido al teorema de Ehrenfest no tenemos que comprobar que (8.2.1) vale
para todo instante de tiempo, t; basta que se cumpla en un instante inicial,
que tomamos convenientemente como ¢ = 0. Escribendo ¥(x,t = 0) = ¢(z)
tenemos pues que verificar

~ ~ * A"' - 1 2
a ~ g aJr A" <a a+ —> ~ |ag|”. 8.2.2
< >1/) B0 s < >t/J o S0 3 0 | | ( )
En realidad, no necesitamos preocuparnos de la segunda ecuacién, ya que es
consecuencia de la primera: si (@), ~ ag entonces

oy ~ (a);, = (Wlag) = (al),.

(]

Consideremos el operador b = & — a. De (8.2.2) resulta inmediatamente
que (b|by) ~ 0. Esto sugiere especificar 1 que, en principio, estd tinicamente
determinado salvo correcciones de orden relativo ki, requiriendo igualdad, esto
es, que by = 0. Podemos denotar a este 1 por ¥a,, estado que esta por tanto
definido por

Aoy, = QoW - (8.2.3)

Desarrollando 14, en las 1, de (7.3.6),

'l/)(vo - Z ann = Z

n=0 n=0

Cn o fyn
a')"o.
T (@')
Sustituyendo esta expresién en (8.2.3), utilizando las relaciones de conmutacién
de creadores y aniquiladores, y la propiedad a, = 0, obtenemos la condicién

o0

~ _ Cn+1 »T n
ad)m) "Z=0<n+ l)\/m (a’ ) wo

NS St
"aﬂ;m(a)d)()-
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Por tanto, ¢, 1y = ape,/Vvn + 1, relacién de recurrencia cuya solucién es ¢,, =
apcg/Vn!. Podemos calcular ¢ pidiendo que [|[thq, ||* = 1:

& 5 2
1= ”ll/)rmHZ ZC = |C |2 Z | 0| — ‘CO'Ze|uo| .

n=0
Tomando ¢y real hemos obtenido por tanto,
—Llap)? — O"g —Ljap|*+ona
71blxo =e 2% Z _wO =e 2% 0 "lj/‘o (824<1)

n!

n=(
que también se puede escribir en términos de £ como
}:LU.) /2 a'”-
T L 3 (8.2.4b)

n! n!
=)

A estos 1,, se les llama estados coherentes.
Las dos primeras ecuaciones en (8.2.2) se satisfacen; de hecho, tenemos
igualdad estricta,
<CAL>,,/,”U = Q.

Veamos la tercera: después de un cédlculo sencillo encontramos

ot Fuw
<aTa+%>w 7 :|Q‘0|2{1+E}

. . D) <
que, efectivamente, es igual a |ag|® salvo una correccion de orden fi.

Eiercicio: 1. Demostrar que (AE)y, /Ea =~ \/hw/Eq e

Consideremos ahora el valor esperado de a en un instante de tiempo arbitrario,
(@) = (@), (t). Tenemos

1{a A
W L (8l = il
y hemos utilizado que [H,a] = —hwa. Por tanto, integrando esto,

<&>f — e‘lb./f( > —o = ape —lwt

que, como era de esperar, es el valor clasico para todo t.
Calculemos la proyeccién de 1), sobre otro estado coherente, 14,

(c ﬁo)
(o i) = e~ 100 )Z T
n=0 (8.2.5)
— exp _|a0|2+|,80|2—2a6[30
. .
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Los estados 9., ¥ ¥4, no son ortogonales. Esto no es sorprendente ya que son
autoestados del operador @ que no es autoadjunto (ni normal'). Sin embargo,
en el limite clasico, i — 0, el solape tiende a cero. En efecto, de (8.2.5),

2 —E/ =B b
G L
hi—0
y hemos denotado por E!| a la energia correspondiente a 3y, E., = hw|f/?.
La forma analitica de 1,, es facil de encontrar. La ecuacion a4y, = o4,
puede escribirse como

h mw
2 Voo (7) + 2/ G e (7) = Co¥an,

2.
Yo () = Cexp e ey zayg gy (8.2.6)
2k h

con solucién

8.3. La aproximacién WKB

Aunque la mecdnica cudntica es el limite de la cldsica para h — 0, este limite
no es analitico. En efecto, recordamos que en la sec. 4.1 argiifamos que las
funciones de onda tienen un comportamiento

W~ /R
h—0
Lo que esperamos poder desarrollar, sin embargo, es el coeficiente de 1/7 en el
logaritmo de W. Este es el método WKB.?
Segin esto, escribimos (considerando el caso estacionario para fijar ideas)

P = e/ (8.3.1a)

y vamos a desarrollar ¢ en potencias de h:
h n\?
:Uo—i-%ol—f—(?) ST (8.3.10)

la i se introduce por conveniencia futura. Esperamos que o esté relacionado
con la accién cldsica y veremos que, en efecto, es asi.

' Se dice que un operador es normal si conmuta con su adjunto. Puede demostrarse
que los vectores propios de operadores normales, correspondientes a valores propios
distintos, son ortogonales.

2 WKB son las iniciales de Wentzel, Kramers v Brillouin. Otras permutaciones de las
letras WKB se pueden encontrar en la literatura. El nombre “método de Jeffreys”
también aparece en algunos textos.
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Sustituyendo (8.3.1) en la ecuacién de Schrodinger e igualando orden por
orden las potencias de i podemos encontrar las ¢,,. En una dimension, y para

una sola particula, la ecuacién de Schrodinger se nos convierte en
1, 2 18

——d'z)=E-V . 3.3.
. o(x ) o (T) E (:E) ({3 3 1C)
Al orden mas ba._jo esto da

JL,)(-T)Q

2m

=FE—-V(z)
luego, para E > V(z),

op(x) =+ /»’f dyv/2m(E — V(y). (8.3.2)

Por tanto, a este orden, la solucién mas general es
/é/)(o)(:c) _ A+e% f'rd'!/Prl(:l/) + A_e_fl‘ fr d'!/pcl(f‘])’ E> V(.I), (8.3.3)
y hemos identificado pe(z) = /2m(E — V(x)) con el momento clésico.

Este resultado era de esperar. La funcién de onda completa serd, escogiendo
por ejemplo la solucién con A_ = 0, que corresponde a particulas moviéndose
en el sentido de las z positivas, y escribiendo directamente la funcién de onda
con dependencia temporal incluida, W) (z,¢),

\ e 1 x
O (2 1) = Ae E'/rexpg/ dy pai(y).

Si cambiamos variables en la segunda integral,

. t
[ avpatw) = [ atsaima(e), = =watv
podemos escribir, absorbiendo el limite inferior de la integral en la constante
arbitraria,
. t
1
70,0 = Cexp [ dt (aa(t)palt) - E}.
0
Por otra parte, al orden que estamos trabajando, F coincide con F,
Eo = $&apel + V.

Como el lagrangiano clédsico, calculado sobre la trayectoria clasica, es L =
%rdpd — V4, resulta que hemos obtenido

St
T (z,1) = Cexp% / dt' Lo = Ce A/, (8.3.4)
0
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con lo que, en particular, la discusiéon de la sec. 4.1 queda completamente
justificada. Esta ultima expresion (8.3.4) es valida en general (y no sélo para
una dimensién).

Pasemos ahora al caso E < V(z). Podemos definir

p(z) = v2m(V(z) - E),
y entonces la solucion general es
,(/T,(O)(m) — /L_(,,]j f dyply) | A’_Gﬁ% f fl'.uﬁ(.u)’ E < V(z). (8.3.5)

Podemos obtener esta solucién, asi como el andlogo de (8.3.4) directamente
(como lo hemos hecho aqui) o con el siguiente truco: hacemos continuacién
analitica en la variable tiempo, de manera que

t— it (8.3.6)

Denotando por una barra las cantidades obtenidas con la sustitucién (8.3.6)
tenemos, en el caso B <V,

F O (z,1) = Ayet A 4 A_e~tA (8.3.7a)
con

Y A - ma? _

A, / @' Lo, La=-"29 —v. (8.3.7b)

Pasemos al orden siguiente, O(h) en (8.3.1). Obtenemos de nuevo el valor
de og ya conocido y, ademas, encontramos la ecuacion
1"
’ol 99
0109+ — =0,
1¥0 -+ 2
luego
o1(z) = —1logpa(x) + constante. (8.3.8)

Por tanto, a este orden,

1/)(])(_,17) _ A+ e% f:r dy pa(y) + A e—ﬁl fT d?jpcl(y); E> V(T)
pcl(x) V pal(ic)
(8.3.9)
Y
_ A 1 [T = /1_ 1 [ 5(4
1/)(1>(I) _ 7+ eﬁj dyply) - e"ﬁf dyp(y); E <V(z). (83.10)
p(z) plz)

El empalme entre las dos regiones, £ > V(z2) y £ < V(z) es complicado y
nosotros no lo veremos aqui,” a pesar de que son precisamente las condiciones de

* Bl lector interesado puede consultar el texto de Galindo y Pascual (1978) o el de
Landau y Lifshitz (1967), que contiene también muchas aplicaciones del método
WKB.
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empalme las que permiten encontrar el espectro de energias en la proximacion
WKB.

.Cudndo serd una buena aproximacion el método WKB? Al menos cuando
|hoy| < |ogl, esto es, cuando

dx
— 1, X=n/pa: 8.3.11
}dl‘ ‘ <1 /pl ( )

la aproximacién es buena cuando la longitud de onda de de Broglie es lenta-
mente variable de un punto a otro.

Por supuesto, la condicién (8.3.11) no se satisface en los puntos en los que
se tiene B =V, donde p,) = 0y X = oo. Estos son precisamente los puntos
de empalme, que corresponden a puntos de retroceso en la trayectoria clasica.
Sin embargo, la aproximacién WKB es excelente para calcular, por ejemplo,
coeficientes de reflexién/transmision incluso cuando (8.3.11) falla. La razén la
veremos en la sec. 10.4, cuando demos otra interpretacién de la aproximacion
WKB.

8.4. Efecto tiinel en la aproximacién WKB

Vamos ahora a calcular el coeficiente de transmisién, al orden més bajo en
la aproximaciéon WKB, para tres barreras representativas (fig. 8.4.1). En los
tres casos suponemos que la particula viene de la izquierda y despreciamos la
reflexién miltiple. Escogiendo el origen de coordenadas de forma que V(0) = E,
tenemos

_ ] f*
Ywin(z) = Cexp W / dy p(y). (8.4.1)
0
El coeficiente de transmisién serd®
lYwkn(L)|? -2 /L _
D="———"" =exp— dz p(y). (8.4.2)
|vwks(0)[? ko Jo (®)

En el caso A (barrera cuadrada), V' - E = a, y entonces
Palx) = V2ma.
En el caso B (diente de sierra), V(x) — F = az/L, luego

_ 2max

1 Intuitivamente, esto es obvio; D es ¢l cociente entre la probabilidad de encontrar la
particula en 0+ ¢ (a la entrada en la barrera) v en L — € (a la salida de la barrera),
para ¢ — 0. Una demostraciéon méds completa requiere discutir las condiciones de
empalme; ver Galindo y Pascual (1978).
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En el caso C (barrera parabdlica), V(z) — E = 4ax(L — z)/L? y tenemos

po(z) = % V2max(L — x).

Los coeficientes de transmisién son, por tanto,

DWEB = exp {—2 2ma L} ,

hi
2v/2m.
DWEE — exp {-% h’"a L} , (8.4.3)
¢ 2V2ma
DWI’\B —= _E )
e exp i L

Podemos comparar el primero con el cilculo exacto, ecuacién (6.8.12). La
primera de estas ecuciones, con la notacién de la figura 8.4.1 nos da

16Ea o /Ima 2v2ma
pHexacto _ —2v2malL/h _
DY E+a? <1+O(e ))exp{ . L}.

El término O(e~2V2meL/R) se debe a reflexiones multiples, que tampoco tuvi-
mos en cuenta en el cdlculo WKB. El término exponencial,

- { 2\2ma L}

h

es idéntico en el calculo exacto y en el WKB. Como veremos, esto es una
propiedad general.
8.5. Operadores en el limite clasico

Vamos ahora a tratar brevemente el limite cldsico de operadores. Cuando
fi = 0 podemos utilizar como funcién de onda la WKB, (8.3.4):

U ~ Uy = Cexp% {Aa(za(t),z0) + O(h)}

(por sencillez trabajamos en una dimensién). Por tanto, y a orden relativo h,

QP (z,t) =z (t)¥ (2, t),

_ —ihd¥(z,t) OAa(z, o) B \ (8.5.2)
R = V(@) =pa®)¥(2,1)

y en la segunda expresién hamos utilizado que

PU(x,t)

A(‘.l = _E('lt + / dy Pcl(lj>> €T = 1:(‘.1(1:)
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FIGURA 8.4.1. (A) Barrera cuadrada. (B) Diente de sierra.
(C) Barrera parabdlica.

(cf. sec. 8.3).
Segin un teorema de von Neumann, cualquier operador autoadjunto F

puede escribirse como funcién de Q, P:
F=FQ.P)

Despreciando términos de orden fi, puede tomarse que ) y P conmutan. Por
tanto, tenemos, para cualquier F,

F@ = F(za,pa)¥.
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En definitiva, y como ya habiamos indicado, en el limite clasico los operadores
actiian simplemente multiplicando la funcién de onda por la cantidad clésica
correspondiente, lo que podemos escribir como

FW = F(za, pa)¥ + O(h). (8.5.3)

8.6. Desintegracion alfa en la aproximacién de Gamow

Algunos nicleos atémicos sufren lo que se llama desintegracion o, en la que el
niicleo inicial (A) emite una particula alfa® pasando a convertirse en un nuevo
nticleo, N':

N =N +a.

Las vidas medias para este tipo de procesos varian enormemente, desde menos
de un segundo hasta billones de anos. La explicacion de estos procesos, uno
de los primeros triunfos de la mecdnica cudntica aplicada a nicleos, se debe a
Gamow. En su modelo se supone que la particula o preexiste en el nuicleo y
que estd sujeta a un potencial cuyas caracteristicas describimos a continuacion.
En la regién del interior del nicleo,

0<r<pL,

con 7 la coordenada radial (suponemos el micleo con simetria esférica), con-
sideramos que las fuerzas nucleares y las coulombianas, debidas al resto del
nucleo, producen un potencial que, en promedio, podemos tomar plano. En la
region de la frontera del nucleo,

L<r<R

las fuerzas nucleares, que son de corto alcance, pueden despreciarse, y nos queda
dnicamente la repulsién coulombiana, que produce un potencial 2Z’e? /r. Aqui,
Z'e es la carga. del niicleo N menos dos unidades de la particula alfa (igual a la
carga del nicleo ') y 2¢ la carga de la particula alfa; e es la carga del protén.
El potencial, por tanto, es como el de la fig. 8.6.1, donde hemos puesto una
barrera infinita en » = 0 para obligar a que el radio vector, r, sea positivo.
Denotamos por E a la energfa de la particula o (la linea de puntos en la
figura 8.6.1); la barrera de potencial le impedirfa salir del micleo, en mecanica
cldsica. Pero, en mecdnica cudntica, puede atravesarla por el efecto tunel. En
una primera aproximacion podemos calcular como si el nicleo fuese estable, v
aproximar el potencial en la regién I por un pozo infinito de manera que

B B2

= —— /{', =
2L%m,,

%. (8.6.12)

" Las particulas « son, de hecho, nicleos de helio.
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FIGURA 8.6.1. Potencial para una particula alfa en un nicleo, en el
modelo de Gamow

La funcién de onda en la regién I es pues

2 . 1 /—? ikt —ikr A
Pi(r) = \/Z sen kr = VI {e’” — ek }. (8.6.1b)

El nfimero de veces por unidad de tiempo que la particulas alfa lega a la
barrera (el punto L) es la corriente jy, caleulada sélo con el trozo en e*” en
(8.6.1b); tenemos,

.y p 2 Ilm
I+ = Tm, L 2m, L%

Hay ahora que tener en cuenta la probabilidad de que la particula atraviese la
barrera por el efecto tinel. Esta es, a primer orden en la aproximacién WKB,

(8.6.2)

R
D = exp {—2/ dry/2m(E — 22/62/7»)} : (8.6.3a)

L
El valor de R se determina porque es la solucion de F = V(R), esto es,

47" L*m?
= — = 8.6.3b
hir? ( )

La probabilidad por unidad de tiempo de que la particula alfa atraviese la
barrera y se escape del nicleo es el producto j; D: la vida media del nicleo, 7,
serd pues el inverso de esta cantidad:

T==— (8.6.3¢)
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con j4, D dados por (8.6.2a,b). La cantidad 7 depende exponencialmente de
los pardmetros nucleares Z’, L; esto explica la gran variacién de vidas medias
para distintos nicleos.

PROBLEMAS

P.8.1. Calcular la vida media frente a desintegracion alfa de un nicleo con L = 6
fm, Z' =79, 0 =2 MeV, F =23 MeV.

P.8.2. Calcular el proceso inverso de la desintegracién alfa, esto es, la probabilidad
de que una particula alfa con energia F, penetre en el interior de un nicleo (fusién
nuclear).

P.8.3. Considérese un dispositivo como el de las rendijas de Young; ver la figura
adjunta. Calcular, en la aproximcion WKB al orden mads bajo, la funcién de onda en
ry; el foco, rendijas y ry estdn en el plano del papel.

N
1

. s

T T

,/‘77 -

r =2I1 .

A N
2 N

Solucién. Tenemos (ry) = i (ry) + ¥2(ry), donde 7, es la funcidén de onda con
sélo la rendija a abierta, a = 1, 2. Las trayectorias cldsicas son las ¢,. Entonces,

. To rr
'L/)a(rf):CGXp% / dlfpcl:C{/ —|—/ dfpd}‘
T S, Jr; Sy

Der, ar,, pa = p(ra —r.)/|ta —ril; y dere ary, pa = p(ry —ra)/|ry —ra|]. Por
tanto,

i
Pa(ry) :Cexp = (Jry —ra| +|ra — x2)

_C’exp [\/L9+d2+\/L2 (xxd)? ]

con z la coordenada vertical de ry (contada a partir del punto medio), L la distancia
del foco al plano de las rendijas, supuesta igual a la distancia de éste al detector, y d
es la separacion entre las rendijas; los signos (), segin a = 1, 2. Para d, |z| < L,

pdz

H 2 2
¥ = (Const.)e P F4/2RL (g =



CAPITULO 9.

Formulacién general de la mecanica cuantica.
Imagenes de Schrodinger,

Heisenberg y Dirac.

Matriz densidad

9.1. Postulados de la mecéanica cuantica en el formalismo
de Dirac

En la seccidn 3.5 vimos que es posible describir el estado de un sisterna por
una funcién de onda en espacio de posicién o de momentos. En esta seccidén nos
vamos a liberar de representaciones concretas y vamos a dar una formulacién
general de la mecanica cudntica (propuesta por primera vez por Dirac); lo que,
de paso, nos va a servir para recapitular sus postulados. En la siguiente seccion
conectaremos con el formalismo de las funciones de onda.

Postulados de la mecédnica cuantica

M.C. 1. Los estados de un sistema cuantico vienen representados por los
vectores,! que denotaremos por |#), |®), ... de un espacio de Hilbert, §.
Los vectores [F), A¥) representan el mismo estado, aunque la constante
relativa entre dos estados distintos es medible fisicamente.

M.C. 2. Si |&), |P) son estados posibles de un sistema, también la combi-
naciéon «|@) + G|P) lo es, para cualquier par de nimeros complejos ¢, 3
(principio de superposicion).

M.C. 3. Si un sistema estd en el estado [¥), la amplitud de probabilidad
de encoutrarlo en el estado |P) es (P|¥): la probabilidad es W($,¥) =
|{(®|@)|?; suponemos |F), |®) normalizados a la unidad, (¥|¥) = ($|¥) = 1.
De lo contrario,

[(21¥)]°

W(@w)= ———~———.
(Z|@) (21¥)

M.C. 4 A cada cantidad fisicamente medible le corresponde un operador
autoadjunto, F. El valor medio (o esperado) de F' en el estado |¥) es

(0| F|0)

=Ty

' A los vectores | ) se les llama en inglés vectores ket y a los { | vectores bra.
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Nétese que, en la notacién que habiamos utilizado hasta ahora, (¥|F|)
lo escribfamos (W|FW). Utilizaremos ambas notaciones indistintamente.
M.C. 5. Las transformaciones de simetria de un sistema cudntico vienen
representacas por operadores unitarios.?
Aunque no es un postulado, ya que puede demostrarse matematicamente
a partir de los postulados dados, citamos aqui una propiedad basica de la
mecéanica cudntica: el conjunto de los vectores propios de un operador obser-
vable forma un conjunto completo en $. Esto es, si

F|Sz7n> = .7"7L|!p77>5

y escogemos las ¥, de forma que (¥, |, /) = 6,,,, se tiene la relacion de cierre
§ |!p-n><l-pn| =1.
T

El operador |¥)(¥| se define de la forma “natural,”
DY@ 2 |P) = |W)(W|D) = {{¥|)} |F).

Para espectro continuo, reemplazar sumas por integrales y delta de Kronecker
por delta ce Dirac.
Finalmente, escribimos la ecuacién de Schréodinger en este formalismo como

Tho (1)) = H|P(1)).

9.2. Conexidén con el formalismo de funciones de onda

Consideremos el operador posicion, Q, y sean |r) sus estados propios:
Qjlr) = r,Ir). (9.2.1)

Andlogamente, para el operador momento P tenemos los vectores

p) con

P,|p) = p;Ip). (9.2.2)

Sea |¥) un estacdo arbitrario. Segin M.C.3, la cantidad (r|¥) es la amplitud
de probabilidad de encontrar el sistema con vector de estado |¥) en el vector
estado |r), esto es, con un valor r de la posicién. Por tanto, debemos identificar
esta amplitud con la funcién de onda en el espacio de posicion:

(r) = (x|¥). (9.2.3)

En espacio de momentos,
V(p) = (p¥). (9.2.4)

2 Una excepcién es la inversion temporal, que estudiaremos en la sec. 15.2, represen-
tada por un operador antiunitario.
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Consideremos ahora la cantidad (r|p): serd la funcién de onda de una
particula con momento p, esto ¢s, una onda plana:

(xp) = CeP/l.
Para encontrar C, vamos a normalizar los |r), |p) a deltas,
(pIp) = b(p— ), (rlr) = o(r ') (9.2.5)

v, por tanto, tendremos

[ @ipiel = [ il =1 (9.2.5b)

Si ¥(r) es la funcidén de onda que corresponde al vector |@), y &'(r) la que
corresponde a [P’y debemos tener

(P’ = /P d3r & (x)&'(x), (9.2.6)
luego
3(p — p') = (pIp) = [ & (ple) elp) = [ o telp)” i)
—[CP [ dre® P — (2nn) I (p — B
Por tanto, tiene que ser (2h)*|C|* = 1 y hemos demostrado que

1 i
r|p) = ———— P/ 9.2.7
tlp) = e ™" 027
hemos fijado la fase arbitraria de los |r), |p) de manera que C sea real positivo.

Ejercicio: 1. Demostrar la relacidn (9.2.6) utilizando que ¥(r) = (r|¥) y que
[a (e = 1
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9.3. Matriz densidad

Hasta ahora hemos considerado que los estados de los sistemas cudnticos
que estudiabamos eran lo que se conoce como estados puros: esto es, hemos
supuesto que el sistema se encontraba en un estado |¥) bien definido. En
general, sin embargo, no tenemos una informacién tan detallada, sino que
s6lo sabemos que el sistema tiene una cierta probabilidad estadistica, pn,
n=12...(conp, >0y p,=1)de encontrarse en el estado |&,). A
estos estados se les conoce como estados mezcla, ya que el sistema se encuentra
en una “mezcla” estadistica® de los estados |¥;), |¥), ..., con probabilidades
P11, P2,

Supongamos que queremos medir el valor del observable F en este estado
mezcla. Si suponemos los estados |7,,) ortonorimales,

<Q/n |£p17’> = 5'771J’>

entonces el valor medio del observable, F,, serd
Fp=> pa(Flu,. (9.3.1)

Podemos reescribir esto de forma mas conveniente introduciendo un operador,
que se conoce con el nombre de matriz densidad,® asociado al estado mezcla,
y definido por
p= pull)(W]. (9.3.2a)
n
Esta matriz es claramente autoadjunta.

Eisrcicio: Demostrar que ﬁT =p e
Calculemos F,. Desarrollando (9.3.1),

FP = ZP7:<F>SI/,, = Zp,,,<gl77l‘ﬁ‘|g77l>
Z Pn Z<wﬂ |&Dn’><!‘pn’

m n’

S ST o) () |18,

1

= Z<Q77;

1)

B,

Il

pEID,) = Te(HF),

y hemos utilizado la completitud y ortonormalidad de los |#,). La ecuacién
que hemos deducido, R
F,=Tv(pF) (9.3.2b)
* Es importante no confundir esa mezcla estadistica con una superposicién lineal, a
la que corresponderia un estado puro.

* En general, p es un operador; se le conoce como matriz por razones histéricas.
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puede también utilizarse para estados puros. En efecto, un estado puro |¥;)
podemos caracterizarlo por una matriz densidad p tal que p,, = 4,1 con lo que,
en este caso, p = |¥y) (Wl y

F, = (W] F|&).

Para estados mezcla, la dinamica vendra dada por la evolucién temporal
de p. Si suponemos las probabilidades p,, independientes del tiempo, utilizamos
la ecuacidén de Schrodinger para las |¥,,) y obtenemos

00 =3 pu{ (OH0)) 2 + ) (01201}

. 1 -
= 1y TR el p‘n, gpn .*H!I/n .
S { G F L 4 00} )

1
1h

Es decir, la ecuacion de evolucidén temporal viene dada por

4,/

ihdp = H,p| (9.3.3)

Es interesante verificar que p es conservada en el tiempo, p = 0, lo que puede
verse de (9.3.3) usando también (4.4.2).

Por supuesto, podriamos haber introducido la matriz densidad con el for-
malismo de funciones de onda; si hemos esperado a verla después de introducir
el formalismo de Dirac es porque, en éste, es mas sencilla y transparente. En

| formalisnio de funciones de onda, por ejemplo de una particula, p es un
operador integral de nicleo

(r,r',t) Zp” W (e, W t). (9.3.4)
En efecto: tenemos que demostrar que, para cualquier @,
pb(r,t) = /d37" K,(r, v/, )®(x',1). (9.3.5)

Utilizando (9.3.2a) y que [ d*r’|r/)(r'| = 1, y suprimiendo la variable ¢ para
aligerar la notacion,

P = 3 pule190) 001 = 3 o180 @] [ & i)'l

. / d*r’ {an (r|£P,,><Ll7,,1|r’)*}§b(r')
- /dg'r/ {Zp,,/&l/.,,(r)lﬁ:(r’)}@(r').,

como querfanios demostrar.
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9.4. Iméagenes de Schrodinger y Heisenberg

En todo lo que antecede hamos trabajado, sin decirlo explicitamente, en lo
que se llama la imagen de Schrédinger: hemos considerado que los estados
[#(t)) (o las funciones de onda, ¥(r,t)) dependen del tiempo explicitamente,
y que operadores tales como los Q, P no tienen dependencia explicita en t. Es
posible, sin embargo, formular la mecanica cudntica en otra imagen, llamada
imagen de Heisenberg, en la que los estados |¥)y (o las funciones de onda, ¥y)
son independientes del tiempo, pero los operadores Qp (), Py(t) si dependen
explicitamente de t. Ambas imagenes estdn relacionadas entre si por medio de
un operador unitario, por lo cual son totalmente equivalentes.

En lo que queda de esta seccién y en la proxima denotaremos con el
subindice S a los estados y operadores en la imagen de Schrédinger. Llamemos
también T(t) al operador que nos pasa de una imagen a otra; evidentemente,
ha de depender del tiempo. Escojamos el origen de los tiempos de forma que
las dos imdgenes, Schrodinger y Heisenberg, coincidan en el instante ¢t = 0:
|@)g = |¥(0))s. Por tanto, el operador T debera de satisfacer las condiciones

) = TR, Tt =0) =1, (9.4.1a)
y, ademas, garantizar la independencia en el tiempo de |¥)y,
0|y = 0. (9.4.1b)

Consideremos un sistema conservalivo, esto es, tal que el hamiltoniano Hg
no depende del tiempo. De (9.4.1) v utilizando la ecuacién de Schrodinger,

0 =00)n = {0 D) b [ (6)s + DD (1))
:@jm+%fmm}wmm

lo que, por valer para cualquier |7 (t))s implica que

0 (t) = + () s, (9.4.2)

0

con solucién ) I

T(t) = s/, (9.4.3)
Esto era de esperar: T(t) es el inverso del operador evolucion temporal
(sec. 5.3), X X

T(t) = U~ t,0) (9.4.4)
esto es, T(t) “vuelve” el estado |#(t))s al estado que habifa en el tiempo ¢ = 0.

La expresién formal de los operadores Qu(t) y Py(t) es sencilla; tenemos
que pedir que, por ejemplo, para todo par de estados,

5 (P]Qu, (1)) = s(T|Qs;P)s.
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Por tanto tenemos R o

QHj(f) == T(t)Qsz_l (t) (945&)
y, analogamente, X o

Puj(t) = T () Ps; T4 (2). (9.4.5b)
La expresiéon explicita, sin embargo, slo puede expresarse a través del de-
sarrollo en serie de las exponenciales que definen 7', 77! ya que T' y Qs; o
Pg; no conmutan. Como 1"y Hg si conmutan, resulta que la expresién del
hamiltoniano es la misma en las dos imégenes:

Hs = Hy. (9.4.6)
La imagen de Heisenberg es 1itil, sobre todo, en teoria cuantica relativista,
pero nosotros no la vamos a utilizar apenas.
9.5. Imagen de Dirac

En muchos casos se puede descomponer el hamiltoniano de un problema en
dos trozos,

Hs = A + A" (9.5.1)
donde la ecuaciéon de Schrodinger se puede resolver exactamente para Hé())‘ y el
efecto de Fléw lo tenemos en cuenta en aproximaciones sucesivas. Un ejemplo
importante de esta situacion lo veremos en teoria de colisiones, cuando Hé“) es

el hamiltoniano libre y Hél) el potencial:
H=Hy+V. (9.5.2)

Dirac introdujo una representacion intermedia entre las de Schrodinger y
Heisenberg, en la que la evolucién de los estados viene dada sélo por Hél),
es decir, en cierto modo hemos “sustraido” explicitamente la parte conocida,
[:[éo). Los vectores en esta imagen de Dirac® se definen, pues, por

@ ()p = e (1)) g (9.5.3)

con lo que las tres imdgenes (S, Hy D) coinciden a tiempo ¢t = 0. En la imagen
de Dirac los operadores son

~ C Y A S (0) "
@Qn,(t) = e‘H(U)t/r"QSJ(t)e_‘H Pt eteétera.

Particularmente importante es el operador I:IS) (t), que resulta ser dependiente
del tiempo, ya que (en general) I:Iéo), f[él) no conmutan:

I:Ig)(t) _ eif‘]uuf/hHél)(t)e_iH(u)t/rl- (954)

2 A veces conocida también como imagen de Interaccion o, en teoria relativista de
campos, imagen de Dyson.
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Sin embargo, IV:II(DO> coincide con ﬁ]é()):

A = O = o, (9.5.5)

Evaluemos ahora la evolucién en el tiempo de los estados en la imagen de
Dirac. En la imagen de Schrodinger tenemos

10, W (1))s = (H<°> ¥ ﬁg”) 0 (t))s. (9.5.6)
De (9.5.3) y (9.5.6),
o () = — BT M@ (1))s + 87 (O 4 B (@)
= — HOW(t))p + (Hw) + eiHm)‘/”"Flél)(t)e_iﬁ(“)‘/f’) 17(t))p,
y, por tanto,
im0, ())p = B ()W (1)) (9.5.7)

Como querfamos, |?)p evoluciona sélo con fAI](DD.

Para tiempos finitos, el encontrar el operador evolucién temporal, UD(t, o),
requiere un proceso algo mas complicado que el seguido en la sec. 5.3 en la
imagen de Schrodinger. Comenzamos por definirlo de manera que se tenga

Un(t, to)|#(to))p = |#(1))p. (9.5.8)
Utilizando (9.5.7),
ihd, Up (t, to) ¥ (to))p = ihd:|¥(t))p
= B 012(6)p = AR ()0 (t,0)|# (t0)) .
Como esto vale para todo |¥@(ty))p, tenemos
im0, Up (t,t0) = HY (£)Up (2, to). (9.5.9a)
Ademss, QD satisface la condicién de contorno
Up(to, to) = 1. (9.5.9b)
Ambas ecuaciones (9.5.9) son equivalentes a una sola ecuacién integral:

.t

A 1 A (1 N

Up(t,tp) =1— % / dt’ HL()>(t’)UD(t’,t0) (9.5.10)
L

que, a su vez, puede resolverse por el método de Neumann—Liouville de itera-

ciones (o aproximaciones) sucesivas. La aproximacion de orden cero se obtiene

considerando H(") ~ 0, con lo que

Upp(t te) = 1.
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Sustituyendo en el miembro de la derecha de (9.5.10) obtenemos la aproxi-
macién de orden uno,

Uip(t, to) = 1 — - / dt' 7,
“ Sy

la de orden dos sustituyendo esto en (9.5.10), etc. Iterando el proceso llegamos
al desarrollo

~ > —1 th R b=t R
Un(t,to) = §j(3> / de”(tl)/ dtszg)(tz).../ dt,, Hy (t,);
Jitg to

=0 to

(9.5.11)

el término de orden cero en (9.5.11) se define como la unidad. Podemos definir

una nueva funcién, la T-exponencial, como el miembro de la derecha de (9.5.11)
y escribimos

S
(A]D(t,to):Texp{% / dt'H](Dl)}. (9.5.11)
ty

En la préoxima seccién estudiaremos con mas detalle la T-exponencial.
Como un subproducto de nuestro calculo podemos ahora demostrar la férmula
(532) En efecto, si H(t) depende del tiempo basta escoger H(® = 0,
HY = H(t).

9.6. Apéndice: ordenacién temporal y T-exponencial

Consideremos una expresiéon como la del término n-ésimo de (9.5.11):

Ayt to) —)\”/ dtl/ dt, / . dt, F(t)F(ty) ... F(t,).  (9.6.1)

El orden de las F(tl) . F(f,,) es esencial cuando, como ocurre con las
HM(£), no conmutan a tiempos distintos:

B(t), F(t)] #0, parat; #t;.

Definimos la operacién ordenacion temporal, o producto-T, y lo denotamos por
T, de la forma siguiente: si tenemos un conjunto de operadores que dependen
del tiempo M (t1), ..., M,(t,) y los tiempos son tales que

t 1 Z tig Z tT Z t‘i,,v (962&)

entonces ) . R .
T{M(t) .. Mo(t)} = M, (t,) ... M, (t:,). (9.6.2a)

Es decir, T ordena el producto de operadores en el sentido de los tiempos
crecientes de derecha a izquierda. Con esta definicién podemos reescribir (9.6.1)
como

e i i A
A,, t, t() / dt, / dtg . / dt,,T {F(tl)F(tz) S F(t”)} . (963)
to > f

to
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Una propiedad interesante del producto ordenado en el tiempo es que no
depende del orden en que se tomen los operadores, de forma que

T{M(tr) - Mo(t,)} = T{M;, (t5,) ... M, (85,0}

con (71, ..., Jn) cualquier permutacion I de los (1,...,n). Podemos por tanto
reescribir (9.6.2) como

T{M(t) o Ma(ta)} = 0(t), ~ty,) . 0t —t, )M (t),) .. M, (t5,)
7

(9.6.4)

y la suma se extiende a todas las permutaciones. Efectivamente, debido a las

funciones escalén 6(t;, —t, ) el inico término no-nulo de (9.6.4) es aquel con
J1 =11, ..., Jn = i, para el que se verifica (9.6.2a).

Debido a que el producto-T no depende del orden podemos escribir

también, para las F',

T{Fm). Fl)} = S S T{Bw) R (9.6.5)

n!
J7

v IT es la permutacién
(1, ..0n) = (J1,- -\ Jn)- (9.6.6)

Finalmente, la presencia de las funciones escaldn, implicitas en la definicién
del producto-T, nos permiten extender las integrales hasta el limite superior
maximo, t. Entonces tenemos,

R A" -1 t . .
A“(t,‘/ﬁ()):w/ dt, / dt,,T{F(tl)...F(t.n)}. (9.6.7)
a to

to

Podemos definir esto, formalmente, como

/'f dity ... /, dt,,,T{F(tl) [3“(-/:7,,)} ET{/tdt'F(t')}”

(8]
de manera que A, se puede representar como una T-potencia n-ésima. De aqui
definimos la. T-exponencial, suma de las A,,, como

oC

A(t,ty) =) Ay (t,to) = TexpA /'r dt' Bt (9.6.8)

21.=0 to

Ei1erciclo: Demostrar que si F' es independiente del tiempo t, entonces
la T-exponencial coincide con la exponencial ordinaria, es decir, se tiene
-t - :
Texp A f' dt' F=eM e
RO
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PROBLEMAS
P.9.1. Dado un operador 4 demostrar que
AP (r) = /(r‘r’A(r,r’)Jf(r’); A¥(p) = /d-“p' A(p,p ¥ (p)
con . .
A(r,x") = (x|Alr"). A(p,p") = (plAlp').
Hallar los nicleos correspondientes a los casos A = QJ, P,y V (V es un potencial).

Solucién. Para el caso general,
AW(r) = (r|Alw) = /d"‘r’ (r|Alr’) (v'|@) = /dijr'A(r,r')LP(r')A

Con esto se obtiene facilmente que

Qi(r,r') =rid(r — ') Qy(p,p') = ih2

——o(p — ).
dp]( p)

Pi(r,x') = — fai se—1') Py(p,p) = pblp— ).
Vi) =V(r)s(r -ty V(p,p')=V(p-p)

En la qltima férmula, V estd dado por (4.5.4a).



CAPITULO 10.

Formulacién de integrales de camino
de la mecanica cuantica

10.1. Formalismo lagrangiano en mecanica cléasica

Comenzamos por recordar el formalismo lagrangiano en mecanica clasica. De-

notamos por ¢ = {g,} al conjunto de variables posicién de un sistema; por
ejemplo, para una sola particula, ¢ representa el conjunto de las tres compo-
nentes de r. El lagrangiano del sistema es una funcién de q. ¢: La(q.q), v
consideramos el caso de sistemas en los que L no depende del tiempo. Para
una particula libre, el lagrangiano es

Lo = smd’, (10.1.1)

donde hay suma implicita sobre las ¢ (y sobre las m, si hubiera distintas
particulas con distintas masas). Si hay interaccion,

Lo = Lo + L (10.1.2a)
donde, para una interaccion debida a un potencial V.

Lia = =Valq). (10.1.2b)
El momento candnico conjugado a la variable g, se define por

Do = 0L/ 0q. (10.1.3)

de forma que, cuando L. viene dado por (10.1.2), podemos comprobar que
Do = Mmq, v reescribir (10.1.2) como

P’
L=~ + L (10.1.4)

2m
La accion, A, se define como la primitiva de L:
o
. ’l

Las trayectorias cldsicas, g.(t), pa(t) son aquellas para las que la accidn es
estacionaria. Si escribimos, con d¢ infinitesimal, ¢ — g. + d¢, la accién variard

A Ay +8A. (10.1.6)
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donce ,
L2
AC] = / de L"‘(chv (](:1)- (1017)
Jity
Por ser A estacionaria, 4 = 0, lo que nos da las ecuaciones de Euler—Lagrange
d 0L OLa
— = 10.1.8
dt 0q g ( )
que, en el caso (10.1.2), se nos convierten en las de Newton
M) = — V. (10.1.9)

aQ(-l

En la aproximacion WKB y al estudiar el limite cldsico de la funcion de
onda, vimos que, en la aproximacion semiclasica, la funcién de onda viene dada
por

1 .
7~ exp e Aalgen da),

11— ()
lo que sugiere una conexion entre trayectorias cldsicas y amplitudes cuanticas.
Esta conexién fue establecida por Feynman (1948) siguiendo un método ori-
ginado por Dirac (1933) y permite calcular amplitudes cudnticas exactamente
integrando caminos clasicos. Bl método lo vamos a describir en las siguientes
secciones; més detalles y aplicaciones pueden encontrarse en el libro de Feyn-
man y Hibbs (1965).

10.2. Amplitudes de transicién para un tiempo
infinitesimal

Considerammos una particula cudntica que en el tiempo ty esta en el lugar ry,
esto es, en el estado |rg). Queremos calcular la amplitud de probabilidad de
encontrarla en el lugar r, esto es, en el estado |r) en el instante de tiempo t.
Claramente. para el tiempo t el estado habré evolucionado al estado U (t, to)|ro)
¥, por tanto, la amplitud deseada, que denotamos por D;_; (rop — r) vendra
dada por X

Df_t(,(r() — I‘) = <I‘|U(t,t(‘))|ro>. (1021)

Suponemos que el hamiltoniano no depende del tiempo; de lo contrario,
Dy _y,(rg — r) dependerfa también del instante de tiempo inicial, .

A partiv de D;_;,(ro — r) podemos encontrar la funcién de onda ¥(r,t)
evolucionada de una arbitraria, dada en t;. En efecto:

W(rt) = (x|W(t)) = (r|U(t, to)|¥(to))

- /'d“m ([0 (. 1) o) (ol P (to)

luego _
‘[/(r,t) = / (137"0 Dt—l.o (r() — r)W(r(],t()). (1022)
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A D se le suele llamar propagador.

Comencemos por el caso en que 7 = t —ty es infinitesimal. Por razones que
seran obvias en un momento, vamos a cambiar la notacién, llamando r; a ry vy
r;+; ar. Queremos, pues, calcular

D(r; = ripy) = (rig1|U(to + 7, t0)|rs). (10.2.3)

Tenemos que U(ty + 7.tg) = exp(—irH/h); sustituyendo en (10.2.3), intro-
duciendo la unidad en la forma [d*p|p)(p| = 1 y. desarrollando a primer

orden la exponencial en la expresion para U, nos queda
Drtr; = ria) = [ & () ple™™ )
= [ & Canlorpl {1 F i1 f e+ 0
Ahora bien: si el hamiltoniano es de la forma

=L v, (10.2.4)
2m

entonces, haciendo actuar P? a la izquierda y V(Q) a la derecha tenemos

(PP =(plp v QIr)=rr),
luego

(plAe) = { 5= 07+ V) b (0I) = Hop. 1))

donde H) es el hamiltoniano clasico. En general, incluso si H no es de la forma

(10.2.4), podemos definir el hamiltoniano clasico correspondiente a H por

(p|H|r) = H.(p,r){p|r). (10.2.5)

Podemos tomar a (10.2.5) como una expresién del principio de correspondencia.
Utilizando (10.2.5) y reexponenciando encontramos que

Dot = xip) = [ @ trsptphole) {1 - Aalpon) b 4002
= [ @ tricalp)plre TP 1 02

Finalmente, utilizando (9.2.7) para los (p|r) obtenemos

d3p

RN BN N B (R _ N 2
DT(rI rip) = / (27T7—1.)3 exp A { TH(:J(p~r1.) + (rz.-H 1,)]2)} + O(T )v
(10.2.6a)
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o, si H tiene la forma (10.2.4),

©dY iT (rie, —ry 2
Do(r; — tip1) = / (;T—;‘;); exp - {%p - ;—m - V(rv,-)} +O(r2).
(10.2.6b)
Si la particula fuese una particula cldsica (que no lo es) (r;+; — r;)/7 seria la
velocidad de la particula. Esto nos sugiere definir r; por

gz D TN (10.2.7)
-

Il

Repetimos que no es cierto que ¥; coincida con dr;/dt; (10.2.7) no es, por el
momento, mas que una notaciéon cémoda.

En el caso (10.2.6b) la integral sobre d’p es de tipo gaussiano' y puede
hacerse explicitamente con lo que obtenemos

k]

m >u/2

exp 3 La(ri 1) + O(?) (10.2.8)

Di(r; = ryy) = ( ;

2mihT

donde hemos definido
2
Lo(r;,r) = %mi‘f —V(r,) = %m <M> —V{(r;)
T

que coincidirfa, si T fuese realmente dr/dt, con el lagrangiano cldsico de las
variables r;, r;.

Las ecuaciones (10.2.6 y 8) son notables. Nos dan una amplitud de tran-
sicidén cudntica, D, en términos de cantidades clasicas Lq, H.. De momento,
si embargo, estas ecuaciones sélo son validas para 7 — 0.

Eiercicto: Comprobar que, si H depende del tiempo, se tiene
Diy o (rs = ri1) = (g |U(to + 7, o)1)

d*p T (.
B / Gy O R {#p — Hatpr )} + o)

= (o) ey Lulrainto) +O() o
(10.2.9)

' Strictu senso, la integral (10.2.6b) no estd definida (es divergente). Podemos darle
sentido anadiendo a 7 una pequena parte imaginaria positiva, 7 — 7 + i€, € > 0,
con lo que la integral es convergente y podemos tomar el limite ¢ — 0 después
de hacerla. Supondremos que tocdas las integrales divergentes en esta y la préxima
seccion las definimos de esta manera.
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10.3. Formulacién de integral sobre caminos
de las amplitudes de transicién

Consideramos ahora D dado por (10.2.1) con t —t finito. Este caso podemos
reducirlo al anterior utilizando la propiedad de grupo del operador de evolucién
temporal

U(f; tQ)U(tQ.] tl) — U(t;g., fl)
Para ello dividimos el intervalo T' = t—ty en N intervalos de duracién 7 = T/N.
Definiendo t,, = to +n7 (t§ coincide con t = ¢ty + 7', y también identificaremos
ry con r) tenemos

Dr(rg — 1) = (0|U(ty, tn-1) ... Ultipn, ) ... Ut to)re).  (10.3.1)

Introduciendo N —1 veces la unidad en la forma [ B e i=1,..., N-1,

DT(I‘U — r) = /dg'l“l .. .daT'N_l<I‘|[Aj(’t1\r,tN_1)’I‘N_l>><

G ,+1|U SRR )|I‘> <rl’U(tlvt0)|r0>
N -1 N—1
:/ H d:s’/’j H DT(I‘i - I'Z'_+1)|I'0>.
S=1 i=1

Podemos ahora utilizar sin mds (10.2.6a), por ejemplo. En efecto; el error en
cada término es O(7%) = O(1/N?). Como hay N términos, el error total serd
O(1/N) luego

DT(I'Q — I‘) =

- ] Cd3p d? T
/d"T’] ...dJi"N_J / (271_%1)3 (27:;,\! E Z {I‘ Pi+1 — Cl(pi—i—lari)}
=0

~o(x)

0, si se prefiere,

: ; d*p d*py
o 3, 3.
Dr(ro — 1) = A,lﬂ?f;/d reed ’N‘l_/ (2nh)3  (2nh)3
N (10.3.2)
1T .
X expTl ZO {rr,:pﬂf+1 - Hcl(pi—}—l»ri)}v

Si hubiéramos utilizado (10.2.8) habriamos obtenido

. m \3N/Z [ 8 i Nl . _
Dy(ryg —r) = leéo (27rihT ) /d ATy exp o ; el (T, 1),
(10.3.3)

En ambas ecuaciones,
t— 1o . Ty @
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espacio

to to+T  [g+2T to+3T - - - In-1 Iy

tiempo

FIGURA 10.3.1. Trayectorias. Linea de puntos: trayectoria quebrada
uniendo los puntos (t;,r,). Linea delgada ondulada: interpolacién r(t).
Linea gruesa curvada: trayectoria cldsica.

EJeRcIcIO: Utilicese (10.2.9) para demostrar que, si H depende del tiempo,

D[O_T(ro — I')

N-1 N . N1
: i .
= h[{/n/ H d° TJ ZTZ]S exp & z; {ripi+1 - Hcl(pi+1>ri)ti)} °
J=1 1=

(10.3.4)

Concentrémonos ahora en el caso en el que el hamiltoniano es de la forma
P?/2m + V(r) y, por tanto, Dy venga dado por (10.3.3). Construimos una
funcién r(t) (camino o trayectoria) con las condiciones

r(ti) =Ty, dl‘(ti)/dti = I"i.
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Una tal trayectoria es la linea delgada continua de la figura 10.3.1 (representada
en una dimensién). Podemos escribir dr; = dr(t;). Ademsas,

N-—1 N-1
7Y La(ri k) =7 Y La(r(ts), dr(t;)/dt;)
=0

=0

ot T dr(t')
e /LU o e (r(t’), dt’ ) - EO [1‘]7

donde Aj, [r] es la accién calculada a lo largo de la trayectoria r(¢). La ecuacién
(10.3.3) nos dice entonces que

b ; m \3N/2
r(ro—r) = lJim (27Tih7’)

N—oco
1 . ptodT
3 i 0 dr(t)
1 d’r(t,) exp & /to L (r(t), it (10.3.5)

) 3N/2 - N ]
= lim ( m ) /Hd“r(tu) exp%Aio[r].

N—ooo \27ihT
n=1

N —

X

La expresiéon (10.3.5) es lo que se llama una integral funcional; esto es, no
integramos sobre una o varias variables, [] dr, sino sobre un conjunto de
funciones. Simbélicamente representamos la “diferencial funcional” por Dr, ¥
entonces (10.3.5) se escribe como

DT(I'O — I‘) = C /(Dr){v_l exp % _Af(’j\l [I‘], t[\l = tO + T. (1036)
Debe quedar claro, sin embargo, que el sentido de (10.3.6) viene dado por su
igualdad con (10.3.5).

Volvamos ahora a la imagen representada por la figura 10.3. Intuitivamente,
podemos decir que la amplitud de probabilidad de que la particula, que partié
de rg, llegue a un punto dacdo r (situado en cualquier lugar del espacio) es el
producto de las amplitudes de probabilidad de que llegue de ry a ry, ry arbi-
trario; de éste a otro también arbitrario ro, etc., hasta acabar en r; integrando
sobre todas las posibilidades intermedias, d3ry, ..., d3ry_;. Esto es, en efecto,
lo que encontramos en (10.3.5), por ejemplo. Pero es més: podemos decir que
una particula cuantica, para ir de ry a r, recorre todas las trayectorias posibles,
r(t) (y no sélo la cldsica, sefialada con la linea gruesa en la fig. 10.3.1); cada
trayectoria contribuye a la amplitud con la exponencial de i/A multiplicado
por la accién clasica calculada a lo largo de dicha trayectoria. Hay, ademsds,
que sumar (integrar) las contribuciones de todos los caminos. De nuevo esto
aparece claramente en la ecuacién (10.3.5).
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Feynman ha demostrado que es posible deducir la formulacién ordinaria
de la mecdnica cudntica postulando la ecuacién (10.3.6) o la (10.2.9), de ma-
nera que hay una completa equivalencia entre ambas formulaciones. Intuiti-
vamente esto es obvio; una prueba formal de que, por ejemplo, (10.2.9) im-
plica la ecuacidén de Schrodinger no es dificil. Consideramos el caso en que
H, =p?/2m + V(r). De (10.2.2) y (10.2.6a) tenemos, para 7 infinitesimal,

n d? i 2 . :
+0(7%)
/d ro W (ro, t) elrmroR/h

3, 2
— I—T d g W(ro,t)/—qﬂer gilr=rop/h (p_ + V(N))) +0(7%)
h

(27h)3 2m
=¥(r,1)
/d ) r / dfip el{r=re)p/h p_z +V(r ) +O(T2)
0 ¥(ro,? (2wh)3 2m 0

y hemos ulilizado que [d3pelr=rolp/h = (27R)35(r — rg). Por tanto, en el
Iimite 7 — 0,

o (x.t) = [ drow(ro,e) [ Lo dterom/n p—2+V(r)
1hoWE (x. o ToEro, (2wh)3 ¢ 2m 0

el(r— ru)p/ﬁ; @ (rg, 1)

3 Ep v/
+ d Ty V(I‘())Sp(ro,t) (27_‘_7__2/)& e

g2
:< h A—i—V(r)) U(r,t)

2m

que es, efectivamente, la ecuacién de Schrédinger.
Para acabar, damos explicitamente la férmula para la funcién de onda
¥ (r,t) evolucionada de una ¥ (r, ty), que se sigue de (10.3.5):

. ; m 3N/2
(r.1) = NEnoo (27Tih7’ )

. N-—-1 . g
3 1 y dr
(¢, 1o)exp — . — .
X / I l d°r(t,) ¥(rg, o) exp R dt’ L (r(t), dt’)

n=0 to

(10.3.7)
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10.4. La aproximacién WKB en formulacién de integrales
de caminos

La expresion (10.3.5) y la interpretacién de integrales de caminos que presen-
tamos nos sugiere inmediatamente la aproximacion semicldsica. La exponencial
exp LA/R oscilard violentamente si [ A] >> Fk; las contribuciones de los diferentes
caminos tienden a cancelarse, y sélo sobreviviran los caminos para los que A
sea minimo, es decir, las trayectorias cldsicas.

Para ver esto formalmente hacemos un cambio de variables utilizando, en
vez de las r,, = r(t,) las & definidas por

r(t) = ra(t) + 52 (0). (10.4.1)

Podemos interpretar las £ como_las fluctuaciones cuanticas alrededor de la
trayectoria clasica, ry(t). El cambio de variables es tal que, en (10.3.7),

N—1 N-1
1] drt.) =N I déct),
n=0 n=0

con lo que la dependencia en i de la constante en (10.3.7) se cancela. Esta es,

por supuesto, la razén de la hY2 en (10.4.1). Tenemos, pues
p

W(r,t): lim C(N,T)

T dr dé¢
/ H d gn (£0 t()) €Xp - / dt L(l (rrl + 771/25 L/ll + fll/Q—/ >
n=() I to dt dt

y la constante C(N,T) = (m/27ir)*¥/? es independiente de . Consideremos

2
ahora la accion, y desarrollémosla en potencias de R/

E _f_hl/Qg)

ot
tlrg + B2 /dt’Lc o+ RYE,
[I’; 5] o 1| Tel T '3 at’ de!

¢t
= / dtl Lcl(rC) ) I..Cl)
A (10.4.32)

* OLa(r,t) d OLuy(r,¥)
/ C il T C > -
* /to a Z { Ora,; dt’ 07, } >

+ /dt’F,

donde hemos llevado a cabo una integracién por partes y

%Ly O*Le : 2L .
Z <d7<1 0Tl k Site + 2 071,071k Sidw + OT¢1 10T k @EA.) +O(R)
(10.4.3b)
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El término en corchetes de (10.4.3a) se anula debido a las ecuaciones de Euler—
Lagrange. El término

ot
/ dt’' Le(re, o) = A rel

to

(la accion a lo largo de la trayectoria cldsica) es independiente de €, luego sale
fuera de la integral cuando sustituimos (10.4.3) en (19.4.2). Por tanto, esta
ultima se convierte en

it g ;
fl“ dt" Ley(reyba)

U(r,t)=e"" lim C(N,T /Hd EnW(€p, o) expil

N-—oo

(10.4.4)
= (Constante) exp % {«4<,-1 [ra] + O(h>}»

y la constante es independiente de h en el limite h — O.

La ecuacién (10.4.4) se reconoce como el primer término del desarollo
WKB, ecuacién (8.3.4). Integrando explicitamente el término en F, con la
forma de F dada en (10.4.3b), obtendriamos la constante en (10.4.4) y siguiendo
con el desarollo (10.4.3b) tantos términos como quisiéramos. Este método es
valido cuando hay solucidn, r., de las ecuaciones clasicas del movimiento;
en zonas prohibidas cldsicamente hay que utilizar un truco similar al de la
seccidn 8.3, pasando de t a it.

Aunque extraordinariamente intuitivo, y muy util en estudios formales de
teoria de campos cudnticos, el formalismo de integrales de caminos es mucho
mas dificil de utilizar que el basado en la ecuacion de Schrodinger, y por ello
lo abandonamos aqui.

PROBLEMAS

P.10.1. Evaluar, en el formalismo de integral de caminos, el propagador D para un
oscilador arménico en una dimensién

P.10.2. Adaptar la aproximacién semicldsica al caso en que A) Hay més de una
trayectoria clasica que va de ro a r. En concreto, considérese el caso de dos rendijas de
Young, como en la primera figura; y B) Al caso en que hay un continuo de trayectorias
posibles, por ejemplo, un potencial central con rg y r alineadas una con otra y con
el centro de potencial, O, como en la segunda figura.
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N
1 r
/J_.__—"/ 1 7~"<”"{'
I‘,- =3 :~._>_ //’/—
et N
2 \
NN

Solucién. En el primer caso, ver P.8.1. En el segundo, consideremos los planos que
pasan por la linea roOr. Los podemos parametrizar por el dngulo ¢ que forman con
un plano fijo. Cada trayectoria clisica se realiza en uno de estos planos, y la existencia
de varias trayectoria posibles se debe a la simetria con respecto a rotaciones alrededor
de la linea roOr. Podemos entonces caacterizar la posicién de la particula no por las
componentes cartesianas, r = 7, j = 1, 2, 3 sino por las ¢, p donde p es un vector
de dos componentes en el plano de angulo ¢. Debido a la invariancia bajo rotaciones
alrededor de la linea rqOr, Dr(po,¢ — p,7) no puede depender de ¢ y basta con
repetir el andlisis como si tratdramos con el movimiento de una particula en un plano.




CAPITULO 11.

Teoria de perturbaciones
y aproximaciones

11.1. Perturbaciones de niveles no degenerados.
Oscilador anharménico

Hay muy pocos casos en los que la ecuacidén de Schrodinger puede resolverse
exactamente; pero hay, por otra parte, muchas situaciones en las que el hamil-
toniano puede descomponerse en dos trozos,

H=HO 4 \A,, (11.1.1)

tales que la ecuacién de Schrodinger puede resolverse exactamente para H(®
y la correccién (perturbacion) AH, es suficientemente pequeria para que tenga
sentido buscar soluciones desarrollando en potencias de \. Noétese que la
situacion es muy distinta de la del método WKB; ahora el problema, incluso a
orden cero, es completamente cudntico.

11.1.1. Espectro discreto y no-degenerado

Comenzaremos por el caso mds sencillo en el que H) (al que se llama
hamiltoniano no-perturbado) tiene espectro discreto no-degenerado; esto es,

la ecuacién .
HOppOy = g0 (11.1.2)

tiene solucién uUnica para cada E]Sm salvo, por supuesto, la inevitable cons-

tante arbitraria. Suponemos que el espectro de H es también discreto y no-

degenerado; de lo contrario, la serie perturbativa no tendria sentido.!
Buscamos soluciones de la ecuacion perturbada

i, (V) = i (N (V). (11.1.3)

Para ello, desarrollamos los estados |1;(A)) en la base formada por los estados

sin perturbar, |1b,io)), que suponemos ortonormalizados:
(0),.,(0
(0 ) = S
Escribimos pues,

}:c,k M), (11.1.4)

! La teoria de perturbaciones que presentamos aqui se debe a Rayleigh y Schrddinger.
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Sustituyendo en (11.1.3) y usando (11.1.2),
D e (B 4 A 1) = B D ealo”)
A.

Multiplicando escalarmente por (y); p0

.

E,(Neiy(3) = B¢ 5(A +AZ¢,A Wl | H 0y, (11.1.5a)

o, definiendo los elementos de matriz .,
{EL(A) —E }c” = /\Z wikea(N). i = @O D). (11.1.5b)

Las (11.1.5) forman un conjunto de ecuaciones lineales para las ¢;jx; un método
de solucién podria ser truncar las sumas ), , en general infinitas, y calcular con
un ordenador. Aqui vamos a utilizar un procedimiento distinto; consideramos
A pequeno y obtenemos la solucién desarollando en potencias de A:

B =B B £ B
(

Cin(N) =6 + Al N (11.1.6a)
0 7
(A =1l + [0 4+ (™) +
Estéd c¢laro que sz) = 8, ya que para A = 0 tenemos que recobrar la solucién

no-perturbada. Un punto sutil que hay que tener en cuenta es el de la normali-
zacidn; las ecuaciones (11.1.6a) no nos fijan la normalizacién de los estados
perturbados. Para hacerlo es conveniente, en primer lugar, requerir la condicién

Wiy =1 (11.1.6D)

v pedir que sea vdlida al orden en el que estemos trabajando. Es importante
darse cuenta que esto no produce una [¢;) normalizada a la unidad; para
obtener una solucidn normalizada, debemos todavia dividir por la norma de
este estado para obtener, a orden n,

i) + 1) + -+ [
2 4+ [y - ™y )

"Z/),,;>“ = n<7r//"i|1./)i>ﬂ =1 (11-1-6(')

Ademas, Gjamos la fase (que aun es arbitraria) de tal manera que las constantes
diagonales sean reales:
Imec,;(A) =0, para todo i. (11.1.6d)

Comencemos al primer orden no trivial. (11.2.6¢) junto con la condicién
de normalizacién nos dicen que

din = 1(¢’)¢7>1—5Lk+/\( (l)*>, i £k
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. . . 1 . -
para ¢ = k esto implica Re cgb) = 0 luego, como lo hemos escogido sin parte

imaginaria, resulta que se anula. Anadiendo también lo que se obtiene para
1 # k tenemos
=0 Y ==l k£ (11.1.7)

Pasemos ahora a (11.1.5), a orden A:

Cij
Por tanto,

EQ =ui, BEi=ED + B = EP + 0| Hiw”) + 000, (11.18)

3

y, para i # j, las ¢ que nos faltaban:

Uy . .
Mt (11.1.9a)
Por tanto,

i) = 16") HZ

En particular, estas ecuaciones nos dicen que la aproximacién tiene sentido si

|w§°>> +0(\2). (11.1.9b)

M| < [EQ = EP| ki (11.1.10a)

y, ademés,

M| < [EQ — EO ) ED, - EO) 11.1.10b
i+1 1

Los célculos a 6rdenes elevados los veremos mas adelante.

11.1.2. Espectro continuo no-degenerado

La extensién al caso continuo no presenta dificultades. Lo tnico que requiere
aclaracién es en qué se convierten sumas como ). Claramente, si hacemos
1— u, j — v con u, v indices continuos, entonces

i—1 e ) .
Z:Z—l— Z H}Lné{/ dI/+/ dl/}EP.P_/dy_
JF#1 j=1  j=I+1 /e

Por tanto con
AWy = EQ @), 0 ) = 6(u —v)

y N
PIIQLY(/) = EU|1/))= <7w/')/.t|7/)u> = 5(/“” - l/)

tenemos
E, = B + MoV Hy () + O(X?),
1 N
) = |$) + AP.P. / it S U VL) + 00,
(11.1.11)
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11.1.3. Espectro discreto no-degenerado: solucién a orden
arbitrario

Tomamos el caso de un espectro discreto para fijar ideas. El operador
|/z/),f_0))<'z/),§0)| proyecta sobre el vector |1/),fo))A En efecto, si 1) es un vector arbi-

trario con
) =5~ aulu!)
entonces ( )
(0 0 0
(1) 1) = al™).
Ademas,

)
(™ ®1)” = i) 1
Consideramos ahora el operador
No=1— @ N2=N, =N (11.1.12)

N, proyecta sobre el subespacio ortogonal al vector |'¢zfo)>. Ambos operadores,

['¢v,fo)) ('z/)l(o)| y N, conmutan con el hamiltoniano no perturbado H©® y por tanto
tenemos, en particular,

1 . .

- N=N—

EO _ F) EO _ Fwo

Utilizando esto podemos reescribir (11.1.9b) como
(0) 1 T\ (0) 2
N = + —_—m ,-/\ g 1w —|— O )\
|Q/)l> h/)L > EI(()) . F‘[(U) N‘ [[1|‘/)7. > ( )’

lo que sugiere la generalizacion del método perturbativo a un orden arbitrario.
En efecto, trabajando por iteracién no es dificil de comprobar que se tiene

n—1
0 =~ {AHM»E”‘”) - ST B ’)} (11.1.132)
9 - n'=1
y, ademas,
EM™ = (O [, (11.1.13b)
7(n)

Recordamos que las |1, ') no estdn normalizadas; vectores estado normalizados
se obtienen como en (11.1.6¢).
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11.1.4. Oscilador anharménico
Como una primera aplicacion consideramos el caso del oscilador anharmonico,
con potencial (en una dimensidn)

Vir) = %n'zwzéz + Q"

Para resolverlo, suponemos que || < 1; tomamos al hamiltoniano del oscilador
armoénico ordinario como el no-perturbado,
1

o 2 A2
— p? = %mw‘Q‘
2m

I:I((]) _
y al término
Ay = \Q*
como la perturbacién. Para resolver el problema es conveniente utilizar el

método algebraico. Escribinios

Q= z;;) <&‘+&T)‘

Utilizando las relaciones de conmutacién de creadores y aniquiladores podemos
escribir @1 con todos los creadores a la izquierda de los aniquiladores:

. Ao\
4 _
@ = <2mw>

x {a“ + () +6(a1)2a” + 4418 + 4(alya + 12aTa + 642 + 6(a1)? + 3}
(11.1.14)

Ejercicio: Comprobarlo, y comprobar que

. A a2 . 4 ‘ )
O = (277;0 ) {&'3 +(ah)® +3aTa® + 3(aT)%a + 3a + S&T} .

A esta manera de escribir productos de creadores y aniquiladores, con todos
los creadores a la izquierda, se la conoce como producto normal o producto
de Wick. En la forma (11.1.14) es sencillo evaluar diversas cantidades para la
perturbacién anharmonica. Por ejemplo, para el desplazamiento de energia del
nivel n a primer orden tenemos

—_ o2 ,
EY = Q) = A <—z> @1{s(ah)a + 1281 + 3} i),

2mw
En efecto, los términos con distinto nimero de creadores y aniquiladores dan
cero. Teniendo en cuenta ademds que
n'

@)™y, at@hres”) = —— @h =yl

i) = —= )

5l-
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obtenenos

e

2
11.1.15
2mw> (6n* + 6n +3) . (11.1.15)

La cotreccion crece como n?, luego la aproximacion falla para niveles elevados.
Esto se puede entender fisicamente porque, para n grande, (A Q) (0 €s gr ande,

luego la aproximacién de despreciar (Q*) frente a (Q2) tiene que fa,l

Erercicio: Demostrar que

(AQ) (0) = L (2n+1) °

2mw

11.2. Perturbaciones de un espectro degenerado

Vamos a considerar ahora el caso en el que el espectro de H(®) es degenerado;
0 . : .
esto es, para cada E/( ) tenemos J estados linealmente independientes,

HOWpOy = EQ1pOy  a=1,2,...,J (11.2.1)

1cx

Resolveremos tnicamente el caso de espectro discreto. Siempre podemos es-
coger las h/),a ) de manera que sean ortogonales,

(¥ ](%W,a ) = 65008 (11.2.2)

La situacion ahora es mas complicada que en el caso no-degenerado por el
siguiente motivo. Supongamos que las [th;())) son los autoestados del hamil-
toniano perturbado, 4 = H®) + AH;:

Hlhia () = Eia(\)|thia (V). (11.2.3)

(Nétese que no hay razén para que el espectro de H sea tan degenerado como
el de ) en general, al afadir la perturbacién, la degeneracién del espectro
desaparece total o parcialmente). Si ahora tomamos el limite A — 0, tenemos

Ein(\) — E; (9 ¢ 1as [1h; (V) tienden a soluciones de la ecuacién de Schrodinger
110 pexturbada.. Eh(,llbl]fllOb

i) = lim [1hia (). (11.2.4)

Como no conocemos la solucién del problema perturbado no podemos saber,
a priori, cudles son las |1/),./”)>. Si las desarrollamos en nuestra base, (11.2.1),

Via Z Siaplin), (11.2.5)

B=1



TEORIA DE PERTURBACIONES Y APROXIMACIONES 137

tenemos que tratar las s;,s también como incégnitas. Si escribimos
1/)2(1 Cik. (yﬁ LQ >, (1126&)

y desarrollamos en potencias de A, el primer término (que corresponde a A = 0)
tiene que ser una delta, debido a la condicién (11.2.4):

cik,aﬁ()‘) = (Sik:(soﬂ + )\Cgllc)(xﬁ()\) + (112613)

Esta condicién nos va a permitir encontrar simultdneamente las ¢ y las s.
Escribiendo

Eia(\) = B9 4 AED 4. (11.2.7)
y procediendo como en el caso no degenerado, esto es, sustituyendo (11.2.7),
(11.2.6) en (11.2.3) y tomando el producto escalar con (z/jj(-g)l, obtenemos una
ecuacién que, a orden AU se satisface trivialmente; y, a orden ), la condicién

0 0)y (1 =)y 77170 1
(B — BN = @O 0D = B850 (11.2.8)
De aqui, y para i = j, a =7,
EL) = (L)L) (11.2.9)
para i # j,
(0)
(1) |H1|¢ ),
e NG T 2 7& J (112103)
Jeoy Ef() _E](_O)

La condicién de normalizacion nos permite demostrar, como en el caso no-
degenerado que
1
D (11.2.10b)

AL,y

Sélo nos falta encontrar las s. Para ello es conveniente utilizar notacién matri-
cial. Definimos las matrices U;, U, con elementos @jyq, Uiva:

~ 0
U (uma) Uiy = < W)( )>>
U = (u'i“/a)x Uiva = <0)|H |7/) )y
y la matriz diagonal

EN = (1)) EDL =BV

Y [ie7a3 20x
La ecuacion (11.2.8) para i = j nos da
EY =0, (11.2.11)

en la base |1ZZ(0)> U, es diagonal. Finalmente, definimos la matriz S; = (Siya)-
Sustituyendo (11.2.5) en (11.2.11) nos queda

SJU,-,S,—, =0, =£". (11.2.12)
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: , (0
Teniendo en cunta que S; 110s pasa de una base ortonormal, la |'U,( )), a otra
también ortonormal, la |z/) '), tiene que ser unitaria:

sl — g1

K 7
Por tanto, (11.2.12) nos indica que las s,,, 1o son sino los elementos de la
matriz unitaria que diagonaliza a la matriz conocida, U;.
De (11.2.12) y (11.2.11) podemos dar una férmula que nos proporciona
directamente los desplazamientos de las GllBlgl&b Em) En efecto. estas canti-

dades son los valores propios de la matriz U,, que coinciden con los de la matriz
conocida U;. Por tanto son las soluciones de la ecuacion

det(U, — EVT) =0, (11.2.13)

donde I es la matriz unidad. Por razones histdricas se conoce a la ecuacion
(11.2.13) como ecuacion sccular.

11.3. Perturbaciones dependientes del tiempo

El caso que vamos a considerar ahora es el de perturbaciones que dependen
del tiempo: H, = ﬁl(t). Supondremos, sin embargo, que el hamiltoniano no
perturbado H") es independiente del tiempo. Puesto que en este caso el hamil-
toniano total ﬁ(f) depende del tiempo, no tendremos estados estacionarios.

Considerando que el espectro de H® es discreso v no degenerado podemos
escribir
Dp = Bl w0 (t) = e ), (11.3.1a)

y hemos definido w,, = E,/k. Suponemos las 7,/)“0 normalizadas,
< |If (0)> = 517A:- (11311’))

Buscamos ahora las soluciones de la ecuacion de Schrodinger dependiente del
tiempo,
oW (1) = {H@ + A (t)} w(t). (11.3.2)

Una manera de solucionar el problema es el llamado método de variacion de
las constantes, introducido para ecuaciones diferenciales por Lagrange y, en
nuestro caso, por Dirac. Escribimos

010 = St
!P,,O)( t) dado por (11.3.1a), con lo que (11.3.2) se convierte en

. daw t 3 :
me},O)(r:)% = A>on (O H (1), (11.3.3)
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0 o g )
Tomando el producto escalar con EPA( ) tenemos la ecuacién diferencial

deeg (
ih a(jt( ) = )\‘;uk.“(t)a"(t) (11.3.4a)

donde
wn () = (B (WL (OO (1)) = e GO Fy (). (11.3.4b)

Consideramos especialmente el caso en el que la perturbacion se introduce en

un instante de tiempo dado, que podemos tomar como el origen t = 0. Es decir,

suponemos que Hj(t) = 0 para t < 0. Si, en este instante de tiempo, el sistema
. . 0

estd en un estado con funcién de onda &I/J.), entonces, para A = 0 tendremos

a,,,(t)lA:O =4,,. Por tanto,

o (1) = 8,5 + Al (1) + O(A?)

v (11.3.4a) nos queda, a orden A, ihdaf{l)(t‘)/dr = uy;(t), con solucién

—
a,{,”(t) — —7/ dt ug; (8. (11.3.5)
; 3 :
Este método de “variacion de las constantes” estd intimamente relacionado
con la representacion de Dirac (sec. 9.5), reemplazando al operador que alli
llamabamos H)(t) por AH, (¢). Manteniendo Ia hipétesis H;(0) = 0 tenemos,
obviamente,
: (0
|7 (6))p = U (2,02 (0))p

y Up(t,0) viene dado por lo equivalente a (9.5.11).

. X/ —ia N tv—i . A
Up(t,0) = Z <T> / de, ... / dty Hip(ty) ... Hip(tw).
N=0 . 0 0

(11.3.6)
A orden .

—iA ! e 7 2
1 (1))p = ¥ (0))p + Tj / dt' Hip (1)@ (0))p + O(A?).  (11.3.7a)
LoJo

Recordando que

Hip(t) = e A"UR (1) B /0 (11.3.7b)
y tomando el producto escalar por D(&PA(,_O)(O)I podemos comprobar que las
ecuaciones (11.3.7) reproducen ¢l resultado ya obtenido en (11.3.5). El interés
del método dado en (11.3.6) es lo sencillo que es. al menos en principio, ir a
cualquier orden en A.
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11.4. Transiciones bajo la influencia de una perturbacién.
Desintegraciones. Relacién de incertidumbre
tiempo-energia

11.4.1. Transiciones debidas a una perturbacién

Consideremos un sistema cuantico gobernado por el hamiltoniano H©) | in-

dependiente del tiempo. En el instante de tiempo ¢ = —T/2 le aplicamos la
perturbacion AHy(t). En el instante ¢ = +7/2 dejamos de aplicar la pertur-
bacién. En el instante t = —7'/2 suponemos el sistema en un estado estacionario

del hamiltoniano no-perturbado (estado inicial), |£47,13(0)>,
HOWy = £, (11.4.1)

queremos calcular la probabilidad de que, cuando dejamos de aplicar la pertur-
bacion (esto es, para t = T/2) el sistema haya evolucionado a un estado final
0 y . .
lI/( )Y, también estacionario:
fon

A = B0, (11.4.2)

Denotamos por 7(i — f) a la amplitud de probabilidad de tal transicién.
Evidentemente, y suponiendo a los \LT/I:(‘(% normalizados a la unidad,

T(i— )= @ |0(T/2 -T/2)%") (11.4.32)
y la probabilidad es
Wi — f)=1|T6— f)* (11.4.3b)
A orden A, y para ¢ # f. podemos utilizar (11.3.7) para encontrar
iy T2 )
T(i— f) =~ dt (B |y (1))
—T/2 ’ .
Lo T | e o (11.4.4)
=— dt ! Er =B D H ()|, ).
S -

Como un ejemplo importante, consideramos el caso de un oscilador armo-
nico forzado. Aqui,

HY =hw(ala+1/2),

ML) = F0Q = (1) 5 (af +a).

f(t) =0 para t<-=T/2, yt>+4T/2.
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La amplitud de probabilidad de transicion del nivel n, al n; en el tiempo T es

5O 0)) RS ol
—1K( T)
= g o VI B, )
donde

+T/2 .
K(T):// dt et f (1),
—7/2

A primer orden sélo hay transiciones entre niveles consecutivos.

11.4.2. Desintegraciones. Relacién de incertidumbre
tiempo-energia

Consideramos ahora la importante aplicacién de teoria de perturbaciones al es-
tudio de desintegraciones. Aqui tenemos un sistema (por ejemplo, un oscilador
armdnico en un estado excitado) que se desintegra en dos o mads sistemas; en
el ejemplo, en el oscilador, en el estado fundamental mas un fotén. Denotamos
por |1) al estado inicial, y queremos evaluar la probabilidad de que se desintegre
produciendo el cstado final | f). Descomponemos el hamiltoniano del sistema
en dos piezas: H(® del que son estados propios 14y, |f), a los que suponemos
ortogonales entre si; y un trozo, H; que conecta |i) con |f), esto es, tal que el
elemento de matriz

(FIH i) = hy;

no se anula.? En el instante de tiempo t = —T/2 preparamos el sistema en
el estado |i). Como |7) no es un estado propio del hamiltoniano total, H =
HO + H,, al evolucionar con el tiempo habra una probabilidad de que acabe
en el estado | f), esto es, que se desintegre. La amplitud de probabilidad de que
el estado no se desintegre en el tiempo T es

Tr(i — i) = (lU(T/2, =T/2)|i),
y la de que se desintegre en el estado | /),
Tr(i = f) = (fIU(T/2,=T/2)]i).

El cdlculo de esta dltima es similar a los que ya hemos hecho. A primer orden
en Hy,
—i AHT/2 o R
Tli - f) = = / At Er-EN (P, (11.45)
h -T/2

2 Nétese que esto no es, propiamente hablando, un problema de perturbaciones de-
pendientes del tiempo, ya que H; no depende de t.
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Si. como estamos suponiendo, H; no depende de t, la integral es trivial y
obtenemos

. sen A(E‘f — BT
Tr(i — f) = —2i(f|H,]i) Eff?; : (11.4.6a)
la probabilidad es
. sen? w
Wrli = f) = 4|1 P (11.4.6b)

Después volveremos a interpretar esta tltima férmula; de momento acabare-
mos el calculo de la desintegracién. La probabilidad total de desintegracion
se obtendra integrando a todos los estados posibles. Si |f) estd univocamente
determinado por su energia, que varia continuamente, y esta normalizado a
(fIf) = 6(Ef — Ey), esto quiere decir integrar a todas las energias finales
posibles,” E:

r 56112 —L _ E’)T
Wor(i — todos los f) =4 [ dEs |(f|H;]i)|> 2h L (1147
(i = todos los f) = 4 [ B (IHN —p—e— . (1147)

para T muy grande, el integrando sélo es apreciablemente distinto de cero
cuando se cumple

|Ey — Eil < h/T. (11.4.8)

luego podemos tomar como limites de integracion en (11.4.7) —oo y 400, con
error despreciable para T — oc. Entonces,

Wi — todos los f) — 2xh™ [(f|H ) |*T

y hemos utilizado que

Por tanto, la probabilidad de desiutegracion por unidad de tiempo, w(1), tiene
el valor

Il

Wor(i — todos los f N .
wii) = DEUZ WA IS T) o (g1 1) (11.49)

* En sentido estricto, deberfamos excluir el estado |i) de la suma a estados finales,
pero el hacer esto no cambia el resultado, ya que equivale a eliminar un sélo punto
de un continuo.
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w(i) es independiente de T, para gran T. Esto quiere decir que el nimero de
estados |i), IV;, decrece exponencialmente en el tiempo con una ley?

%)

i) (esto es, el tiempo en el

N,(t)=e TN (0), T =hw(i) = 2x|(f|H|i)|*. (11.4.10)

Hemos obtenido que la vida media 7; del estado
que N;(7) = e~ N;(0)) es
7 =h/IT. (11.4.11)

A I se le llama anchura del estado |i); en efecto, la energia de dicho estado
estd indeterminada en una cantidad AE ~ I

Demostremos esta ultima afirmacién, conocida como relacion de incer-
tidumbre tiempo-energia, o relacion de incertidumbre de Bohr-Heisenberg.
Para ello volvamos a la ecuacién (11.4.6), que nos indica que, durante el tiempo
T, el sistema “oscila” entre los estados |i), |f) con energias E,, Ef. Segin
(11.4.8), la incertidumbre en energia es, pues,

AE ~|E; — E;)| ~h/T

lo que implica que, haciendo una medida que dure un tiempo T no se puede
saber la energia con mas precision que AFE. La relacién

TAE ~h (11.4.12)

es la expresion de la relacion de incertidumbre deseada.

i Qué ocurre con los estados estacionarios? Puesto que éstos son estables,
resulta que no podemos medir su energia directamente. Para conocer la di-
ferencia de energias entre dos estados, hay que excitar el sistema v dejarlo
desintegrarse, midiendo por ejemplo la frecuencia de la radiacién emitida en
esta desintegracion. En este caso es cuando se aplica (11.4.12): las energias de
los estados excitados no estan exactamente definidas; su indefinicion, I5,, es
inversamente proporcional a la vida media, 7.

Vamos ahora a generalizar la ecuacién (11.4.9) a los casos mas usuales en
los que el estado final |f) es degenerado, es decir, hay mds de un estado para
cada valor de la energia. Concretamente, consideramos que los estados finales
contienen F' particulas con momentos py, ..., pg:

lf) =1p1, -, PF)-

Si suponemos el estado inicial en reposo, por conservacién del momento total
ha de ser p1 + -+ pg = 0, de forma que sélo los momentos py, ..., Pr—|
son independientes.

* La ley de desintegracién no es exactamente exponencial sino para tiempos grandes,
pero no muy grandes; parat — 0 y t — oo hay correcciones que el lector interesdo
puede encontrar en el texto de Galindo y Pascual (1978).
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Volvemos ahora a (11.4.6b) que reescribimos, utilizando (11.4.5), como
2

Wr(i— f) =

3

. ‘ +7/2 it
— [(P1, .‘.,pp|[-.[1|’/l>|2 / dt exp — (Ej — E)
]‘:'r _CI"/‘Z h/

la probabilidad de transicién para tiempos grandes la podemos escribir, pues,
como

+T/2

it

— (Ef—FE;
o (s, )}
T

wli = ) =7 lim [(pr, ... prlHilo)P

h

+T/2 it
X / dt exp 7 (Ey—E)|.
. g

—-T/2

(cf. (11.4.9)). Si tomamos el limite T — oo en la segunda integral,

/2 it
/ dt exp — (E — E;) — 21ho(Ey — E;),
T B

con lo que en la primera podemos poner ya F; = E; y tenemos

+T/2 i
/—7"/2 dt exp 5 (Ey — L) £ =T
Finalmente,
w(i — f) =2xh " 6(Er = B)(p1, -, prlH|D)]. (11.4.13a)

La probabilidad total de desintegracion se obtiene sumando a todos los estados
finales posibles. Si los |p) los suponemos normalizados a (p’|p} = §(p — p’),
esta probabilidad total se obtiene integrando (11.4.13a) sobre las variables
d*py, ..., &*pp_1 o, més simétricamente, integrando a todos los d®p y multi-
plicando por una delta de conservacion de momento total. Podemos definir la
probabilidad diferencial por

n=1_

dw(i — f) =W — f)d (Z p,,) o Bpp (11.4.13b)

con w(t — f) dado por la ecuacién (11.4.13a). Entonces, la probabilidad total
de desintegracion y la anchura son

w(i) = / dw(i — f)

. F
=2rh~! /d"‘pl .. .(lxp;:'5 (Z p-n) ME; — E)pt, - s PF|ﬁ1'i>'2§

n=]1
[ =hw(i). ( |
11.4.14
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Para terminar esta seccion hacemos un comentario acerca de sumas sobre
estados finales. Si denotamos por |f) a un estado final genérico, la suma a todo
| f) tiene que producir la unidad. Por ejemplo, en (11.4.4) tenemos

1T (i — )P = [{FIUDI? = Uil fH{f1Ud)

y ha deser 3, |T(i — f)|> =1, lo que es cierto si
I =
f

Asi, si los | f) estdn normalizados a (f|f’) = 05 entonces la suma es la suma
ordinaria. Silos | f) estuvieran normalizados a ( f|f') = §(E;—E[/), tendriamos
S [ dE;. Finalmente, para F particulas con (p|p’) = §(p — p’), con
momentos constrenidos por > p, =0,

Z — /dgpl Epré(prt -+ pr).

11.5. Otros métodos de aproximacion:
propiedad de extremo del estado fundamental;
ecuacién de Schrodinger en un reticulo

En esta seccidén describimos brevemente dos métodos de aproximacién, uno
basado en la propiedad de extremo de los estados estacionarios y el otro en la
aproximacion reticular a la mecanica cuantica que introdujimos en la sec. 3.6.
11.5.1. Propiedad de extremo del estado fundamental

La energia del estado fundamental de un sistema goza de una importante
propiedad de minimo, a saber, la cantidad

WIHY), (@lp) =

es minima cuando ¥ = 1y, el vector estado fundamental. En efecto, si desarro-
llamos 1 en estados propios de H normalizados a la unidad,

o
7/) = Z Cnl/)na erz = Enwn.Q <7r/)n,|w'n’> = 511n’a
n=0
se tiene
(| H by = Z len 2B, Z len|2 =1, Ey< By < - E, < -
n=0 n=0

Utilizamos el método de multiplicadores de Lagange. Formamos la funcién

= ZEHCYZ + )\Z(al -
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con A un multiplicador y « = |¢,,|. Las ligaduras que hemos incluido son
2 = >0
G, = ]., Gy 2 UL
T,

Las condiciones de minimo son

OA)Be, =0, O*AJoat >0, n=0,1,...

)

. . .. ke
La primera nos dice que «,, (£, — A) = 0, cuya solucién son los valores (,vff,_ >,

A% con
a-f,k) - pénl\': /\(L> = EL,'-

El valor de p sale de la ligadura, p = 1. La condicién de la segunda derivada
nos dice que E,, — AR >0, esto es, E, > Ep, lo que sélo es posible st k = 0.
En definitiva, el minimo se encuentra para

leol =1, ¢n =0 (n#0)

esto es, ¥ = 1y.

De esta propiedad resulta que podemos aproximar ¢y, Eq, utilizando un
conjunto ¢ de funciones prueba que dependan de uno o varios parametros,
y minimizando (1| H 1)) con respecto a ellos. En secciones sucesivas veremos
ejemplos del método.

11.5.2. Ecuacién de Schrodinger en un reticulo

Podemos, como vimos en la seccidn 3.6, reemplazar la recta real por un
reticulo,”
T, =nu, n=-N,...,—1,01,2, ...N.

En este caso, la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo se nos con-
vierte en

_R2

2mau?

{d)E(I-n.+1)+'1/’15,'(357r—1)‘2¢E($w)}+(V(1’n) - E)tpp(z,) =0, (11.5.1)

esto es, en 2V + 1 ecuaciones lineales ordinarias, ficilmente resolubles con or-
denadores incluso para muy grandes valores de N. La eleccion del “granulado”
u y de N debe hacerse de manera que, en particular, la funcién de onda en
el continuo sea despreciable para > Nu. Por ejemplo, para el oscilador
armonico sabemos que

T

2
b () —mwzx*
YE(T) ~ XD —(
2h
® Trabajamos en una dimensién para simplificar la notacién. Para estados ligados, la
condicién de contorno P e(r4(y41y) = 0 es mas conveniente que las condiciones de
contorno periédicas.
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de forma que el error cometido por la truncacién es del orden de

—muwu?N?

P o8

que tenemos que pedir sea mucho menor que la unidad.

La ecuacién de Schrédinger dependiente del tiempo también puede resol-
verse por métodos similares; basta sustituir el tiempo también por un reticulo,
t,=n7,n=0,=%1, £2, ..., Ny y reemplazar

lp(tn—f»l - tn—l)
_

0¥ (t) o

Nétese que siempre hacemos una sustitucién simétrica, por ejemplo

(ITI+1) - w(l"n—l)
2u

dy(z)/dz — 4

pero no di(z)/dz — [¢(zny1) — ¥(z,)]/u. La razén es que la sustitucion
simétrica es necesaria para preservar el cardcter autoadjunto de operadores
como P.

PROBLEMAS

P.11.1. Dado el potencial V(r) = —f2e~"/*(b/r) pararT > 0y V(r) = oo parar < 0,
con b= 1.5 fm (1 fm= 107" cm), hallar el valor aproximado de f? que da para el
estado ligado de una particula, de masa reducida igual a 940 veces la del electrén, el
valor £op = —2.3 MeV.

T

Indicacion. Utilicense las condiciones de contorno 1(0) = 0y ¢(r) ~ e *",
7 — 00 para escoger las funciones prueba

/2 )
vs(r) =" r> 0 gs(r) =0, r<0.

Minimicese con respecto a [ y pidase que el minimo de la energia coincida con Ey.
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Particulas idénticas

12.1. El principio de indistinguibilidad. El principio
de exclusion de Pauli

Supongamos que tenemos un sistema formado por dos particulas cuyas propie-
dades (masa, carga eléctrica, etc.) son idénticas; las denotamos por el subindice
a, a = 1, 2. Clasicamente, el estado del sistema viene determinado dando
Pala(t), rao(t) para a = 1, 2. Como en mecdnica clasica las particulas tienen
trayectorias bien definidas, podemos seguir su movimiento y, aunque tengan
propiedades idénticas, sabemos en todo instante cudl es la particula 1 y cuél
es la particula 2.

Cuanticamente esto no es posible. Si, en el instante ¢, sabemos que la
particula a la que llamamos 1 estd en r; y la que llamamos 2 estd en ra,
sus momentos estan completamente indeterminados y no podemos saber si la
particula que llegé en el tiempo t' > t ar’ fue la 1 o la 2. Tenemos por tanto una
peculiaridad en mecanica cudntica sin analogo cldsico: las particulas idénticas
son indistinguibles.

{Coémo se traduce esto matemdticamente? Comencemos por el caso de
dos particulas. Si la funcién de onda es W(ry,ry;t) y las particulas son indistin-
guibles, un cambio de r; por ry no debe alterar el estado del sistema. Definimos
el operador transposicién U(1 « 2) por

U(l & 2)¥(ry,ra;t) = ¥U(rg,ry;t). (12.1.1)

Para que ¥ y Uw representen el mismo estado hace falta que sean propor-
cionales: X

U(l & 2)¥(ry,ro;t) = A(ry, ro;t).
Pero esta claro que U2 = 1; por tanto, A> = 1 y tiene que tenerse A = +1.
Hemos encontrado que, para particulas idénticas,

U(ry,ro;t) = £¥(rq, ro;t). (12.1.2)

Es un hecho empirico (que puede, sin embargo, demostrarse en teoria rela-
tivista) que el signo de (12.1.2) es una propiedad intrinseca de cada particula.
Podemos, pues, clasificar las particulas en dos grupos. Si el signo en (12.1.2) es
(+), decimos que las particulas obedecen la estadistica de Bose-Einstein, o que
son bosones; como ejemplo tenemos los fotones, las particulas alfa, los dtomos
de hidrégeno, etc. Si el signo en (12.1.2) es (—), decimos que las particulas
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obedecen la estadistica de Fermi-Dirac, o que son fermiones. De este tipo son
los electrones, neutrinos, quarks o el protdn.

La generalizacidn a sistemas de varias particulas es como sigue. Sea IT una
permutacion de los indices 1,...,n, es decir,

O: (1,...,n) = (i1, ..., in). (12.1.3)

Es sabido que una permutacién se puede descomponer en producto de trans-
posiciones, T', que cambian sélo dos indices, digamos r; ,r;, — r;,,r, . Esta
descomposicién no es unica; pero si 47 es el nimero de transposiciones, d7 es
siempre par o siempre impar (para una IT dada). A 67 se le llama paridad de
IT. Para cualquier descomposicion escribimos,

n=1T---T;,,

donde las T son transposiciones. Entonces definimos, omitiendo en adelante el
tiempo por comodidad,

U(H)g](rl) s »rn) = ![/(I‘,;l y o 'yr'i..,L) = U(Tl) Ce U(T&n)ﬂp(l‘l, . ,I‘n)‘
(12.1.4)
Pero cada transposicién sélo involucra a dos particulas, a las que no afecta la
presencia de las demds; por tanto, podemos aplicar (12.1.2) que nos dice que,
por cada transposicién, la funcién de onda no cambia (si las particulas son
bosones) o adquiere un signo (—) (si son fermiones). Segun esto, tenemos un
signo (+) 07 veces, o (—) también §;7 veces, en cada caso respectivo. Es decir,
U(IN®(ry,...,v0) = P(riy,...,r) = ¥(ry,..., 1) (12.1.5)
si las particulas eran bosones y

U(INW(ry,...,r,) =¥(r;,,...,r;, ) = (=10 (ry,..., 1) (12.1.6)

si eran fermiones. Resumiendo: la funcién de onda de varias particulas idénticas
debe ser completamente simétrica (bosones) o completamente antisimétrica

(fermiones).
Por supuesto, lo andlogo es vélido en representacién de momentos:
Jl(p’hv"',pi,,) = w(pla '>p7l.) (bOSOneS); (1217)
U(pi,,. o pi) = (1) (py,...,p,)  (fermiones). (12.1.8)

En el formalismo de Dirac si, por ejemplo, especificamos un sistema por los
momentos, entonces

|Pis-- - Pi) =|P1,-..,Pn) (bosones) (12.1.9)

1Pi,, - pi) = (=1)"|p1,...,p,) (fermiones). (12.1.10)
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EJeRCICIO: Demostrar las ecuaciones (12.1.7) a (12.1.10) e

Cuando consideramos asambleas de bosones idénticos, las consideraciones de
mecanica estadistica han de modificarse debido a la indistinguibilidad, lo que
produce efectos observables importantes; pero mas espectacular es lo que ocurre
con fermiones. En efecto, si dos fermiones estdn en el mismo estado, per-
mutandolos las ecuaciones (12.1.6) nos dicen que la funcién de ondas & cambia
a —¥. Pero, por estar los fermiones que hemos permutado en el mismo estado,
la funcién de ondas permutada es idéntica a la antigua, luego obtenemos que
ha de ser ¥ = —¥, lo que implica que ¥ es idénticamente nula. Es decir, dos
fermiones no pueden estar nunca en el mismo estado. Este es el llamado prin-
cipio de exclusion de Pauli, del que en la seccion 12.3 veremos una primera
aplicacion.

12.2. Funciones de onda de n particulas idénticas

Consideramos ahora una asamblea de n particulas libres. Suponemos, por
simplificar, que cada una de ellas esta en un estado bien definido caracterizado
por una funcién de onda, ¥,(r,), de manera que las funciones de onda de las
particulas de esta asamblea son Wi(ry),...,¥,(r,) (continuamos omitiendo el
tiempo). Si las particulas son distinguibles, la funcién de onda del sistema serd,
simplemente,

U(ry, ..., r,) =¥ (ry).. . ¥, (r,). (12.2.1)

Si las particulas son indistinguibles, (12.12.1) no tiene las propiedades de
simetria apropiadas, luego no puede ser la funcién de onda del del sistema.
Para obtener una funcién de onda aceptable tenemos que simetrizar (bosones)
o antisimetrizar (fermiones). Suponiendo todas las ¥,(r) distintas tenemos,
para bosones,

1
Up(ry,....r,) = = S owi(ry,) . W(rs), (12.2.2)
oI

y la suma 3, recorre las n! permutaciones
oO: (1,...,n)— (i1, ..., iy).
Si hubiese ny, 74 .. ., funciones de onda iguales el factor de normalizacién 1/vn!

hay que sustituirlo por
\/Tll!ng! N

nl
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Ejercicio: Comprobar que si las W, estan normalizadas a la unidad, es decir,
fd"iv‘|kl/n(r)|2 =1, entonces la U5 dada por (12.2.2) también lo esté:

/d:jrl ...d37‘-,l'!I/B(rl,---,rnﬁ =1 b

Para fermiones,

‘ .

Up(ry, ... .r,) = S (=10 (ri) - (r), (12.2.3)

7

n!
y la suma sigue extendiendose a todas las permutaciones; ;7 es la paridad de
IT.
E1ercic1o: Demostrar que, también ahora, ||[@.]| = 1 implica ||r|| =1 o

La férmula (12.2.3) también puede escribirse como un determinante (determi-
nante de Slater):

Uy (ry) ... ¥(r,)
det : o . (12.2.4)
W, (ry) ... ,(ry)

1
SpF(rlo“')r‘n):\/TT

El principio de exclusién es evidente en esta formulacion: si dos funciones de
onda son iguales, el determinante de Slater tiene dos filas iguales luego se
anula. Mas generaliente, las n funciones de onda tienen que ser linealmente
independientes.
Para dos particulas, por ejemplo, la formulacién general nos dice que
1
V(e r2) = 2 (A Pa(r) + T () Pa(r) .

!Z;F(I'l,r'z) = {W-l(rl)LUQ(rg) —Spl(rg)kpz(l‘l)}.

1
V2
En general la funcién de onda no es simplemente el producto de las de cada
una de las particulas individuales, porque no siempre cada particula esta en un
estado bien determinado; en general, las funciones de onda son combinaciones
lineales de funciones como las de (12.2.2), (12.2.3): por ejemplo, para bosones
y en general tendremos

1 . )
Up(ry, ....or))=—— > alit, . in) Y Wi(ry) ... Wy(r),
1

n!
LY aeiidy

y por las propiedades de simetria debemos suponer que los a(iy, ..., 4,) son
completamente simétricos en sus argmentos.
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12.3. Electrones en un conductor. Nivel de Fermi

Consideremos un conductor filiforme de longitud L en el que hay NV electrones
que se pueden mover libremente. Si suponemos que los electrones no pueden
salir del conductor, un modelo razonable es el de N particulas independientes
moviéndose en una dimensién, en un pozo de potencial infinito de anchura L.

Busquemos la energia minima posible del sistema. Recordando los resul-
tados de la sec. 6.3 sabemos que las energias posibles de cada electrén son las
E, = 71‘27_12%2/277’],0[,, con m,. la masa del electrén y n = 1, 2, .... Pero los
electrones son fermiones, luego sélo puede haber uno para cada energia F,. La
minima energia posible del sistema se alcanzard, por tanto, cuando un electrén
tenga energia Fy, otro Fy, ..., y el dltimo Fy. A la energia Ey se la llama
nivel de Fermi, y se la suele denotar por Er. Tenemos pues,

N2p2p2

Fp= —-w—.
F 2., L2

(12.3.1)
El estado de minima energia del sistenia es aquel en que estan ocupados todos
los niveles de energia hasta el nivel de Fermi.

Para el caso maés realista de un sélido tridimensional con volumen V' se

obtiene .
6m2N \ " K2
Ep = —, 12.3.2
v ( 2V ) 2me ( )

y el factor 1/ dentro del paréntesis se debe a que los electrones tienen un grado
de libertad interno (el espin, que estudiaremos en el capitulo 14) luego hay dos
estados posibles para cada energia.

Calculemos el nivel de Fermi en un caso especifico: V =1 em?. NV serd del
orden del nimero de los electrones de valencia, digamos N ~ 10%2. Entonces,
de (12.3.2),

Ep~22x10""erg~14eV.

Es interesante comparar esto con las energias tipicas de electrones en meta-
les en equilibrio térmico. Para ello expresamos Er en grados Kelvin utilizando
la expresion E = kpT', con T la temperatura v kg la constante de Boltzmann.
Obtenemos la temperatura de Fermi,

TF ~ 150000K

La temperatura de Fermi es mucho mas alta que las habituales y, por tanto, el
nivel de Fermi es poco afectado por la temperatura a la que esté el metal.



154 CAPITULO 12

12.4. Formalismo de operadores de creacién-aniquilacién
para estados de varias particulas. Espacio de Fock

Consideremos un sistema de n particulas idénticas que, para fijar ideas,
suponemos hosones; el caso fermiénico lo veremos al final. Si las particulas
son libres, podemos especificar su estado dando sus momentos, v simetrizando;
en el formalismo de Dirac,

1
Pl Pu) = —= Pits -y Piy)- (12.4.1)
RS

Inspirado por el formalismo de operadores de creacién-aniquilaciéon para os-
ciladores armdnicos, podemos definir operadores que crean/aniquilan no excita-
clones energéticas, sino particulas. Consideramos por tanto al operador &T(p)
(respectivamente, a(p)) como aquel que crea (resp., aniquila) una particula con
momento p. Postulamos las relaciones de conmutacién

[a(p),a(p")] =0, fa(p),al(p")]=d(p—P"). (12.4.2)
extension natural de las (7.4.4). Definimos el estado [§2) como el estado sin
particulas, esto es, el vacio.! Un estado de una particula de momento p vendra
dado por

Ip) =4l (p)|2)
y uno de n particulas, que suponermos con momentos distintos, por
D1, -y o) = al (p1) . dl (pa)]92). (12.4.3)

Debido a las relaciones de conmutacién (12.4.2), la simetria es automadtica.
Postulemos, ademas, que

(2192) =1, a(p)|2) = (12.4.4)
La normalizacién resulta ser la usual, (p|p’) = ( p’). En efecto,
(plp') = (@l (p)2la’ (p)92) = (2la(p T(p')\m

)a
= (2l{[a(p), ' (p)] + a1 (p")a(p) }12) = (212)3(p — P').

Para fermiones definimos los operadores b (p) (resp., b(p)) como creadores
(resp., aniquiladores) de una particula con momento p. Postulamos las rela-
ciones de anticonmutacion

(b(p)-b(p)} =0, {b(p), 61 (P)} = 3(p— P, (12.4.5)
donde, para dos operadores arbitrarios A, B se define el anticonmutador por
(A,BY = AB + BA.

Los estados se construyen por
[P, Pu) e =BT (p1) - BT(p1)[92). (12.4.6)
y estdn automaticamente antisimetrizados.

' La notacién |0) se utiliza también para el vacio.
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Ejercicio: Comprobar la normalizacion, para fermiones,

@iyl (p)2) = s(p—p)

Los estados que hemos construido forman una base, y son libres. Estados ar-
bitrarios vienen dados por

IL[/,,,)B = /dgpl d;;pn Lpn(pia R p‘FI) dT(pl) &T(pw)‘ﬂ);
(12.4.7)

|%»=/@%~~&mm@hUWWWUm»HHmum»

El formalismo de operadores de creacion y aniquilacién es particularmente
util en casos en que el nimero de particulas de un sistema no es constante
en el tiempo, como ocurre en teorfa de la radiacién, o en teorfa relativista a
suficiente energia. En este caso, un estado tendra proyeccién no nula sobre los
(@) de (12.4.7):

¥)p = Z/d"‘m A (P, pa)al (p1) L aT (p)]92):
=0 (12.4.8)

w»=2/“mM&m%mpme@w~Wmm»

n=0

Al espacio generado por estos vectores se le llama espacio de Fock.

PROBLEMAS

P.12.1. (Gas de Bose). Consideremos un conjunto de bosones, cuyas interacciones
despreciamos (gas perfecto). Los suponemos confinados en una regién de tamano
finito, de forma que las energias pueden tomar un conjunto discreto de valores, E,.
Si el nimero de particulas con energia E, es N,, la energia total del sistema es
E =73 Nn.E, Elpotencial termodindmico es 2= (2, con

—FE. M
N,

donde u es una constante (conocida como el potencial quimico), T es la temperatura
y kg la constante de Boltzmann. Hallar los nimeros medios de ocupacién, N;.

Solucién. La suma en N, se extiende de 0 al numero total de particulas, N. Por
tanto,

2; = —kpT log {1 — exp /Lk;,fi } ;

los nimeros medios de ocupacion son

— o2 1
Ni= 5, = dE—mmer 1
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P.12.2. (Gas de Fermi). Hallar £2,, N; para un gas perfecto de fermiones.
Solucién. La tnica diferencia con el problema anterior es que ahora los valores posi-

bles de N, son s6lo 0 y 1, debido al principio de exclusién de Pauli. Entonces,

o= —kpTlog exp LB 1
Q:L‘F‘ = ABT I()g {1 + exXp /{,‘BI’ } s N»L'F = m

Como es légico, N, r < 1.

P.12.3. Si la temperatura de los electrones de un conductor es tan elevada, miles
de grados, jpor qué no se quema uno al tocarlo?

Solucién. No basta que el electrén de mds alta energia esté caliente, tiene que poder
ceder calor, cayéndose a un estado de energia inferior. Pero no puede, porque los
estados con menor energia estan ocupados.



CAPITULO 13.

Rotaciones. Momento angular

13.1. Rotaciones en mecanica cuantica. Parametros
normales. Operadores del momento angular

Podemos describir una rotacién, R(8), en el espacio de tres dimensiones por
medio del vector 8, de tal manera que el eje de la rotacién sea la linea a lo largo
del vector 8, el dngulo de la rotacién sea § = |8], y la direccién de la rotacién
sea la de giro de un sacacorchos que avanza a. lo largo de 8; ver la figura 13.1.1.
Si denotamos por r’ = R(@)r al girado de un vector arbitrario, r, por dicha
rotacion, entonces

(7] sen 6
r — 1’ = R(@)r = (cosf)r + (1 — cos@)G%B + %—0 X T (13.1.1)
Para @ infinitesimal,
R(@)r =r+0 xr+ 0(6?). (13.1.2)
c,
/// ‘\\\\ = e Oxr
// /////

FIGURA 13.1.1. Representacién grafica de la rotacién R(6), para 6
infinitesimal.
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En lugar de la caracterizacién que hemos presentado, podriamos utilizar
también la dada por los dngulos de Euler. Si denotamos a estos angulos por
o, By 7y, escribimos R,g, para la correspondiente rotacién. En términos de la
definicién anterior de rotaciones, R,g, se puede descomponer como sigue: sea
R;(#) una rotacién alrededor del eje Oj por el dngulo ¢, en la direccidén dada
por un sacacorchos que avanza a lo largo del eje Oj, en la direccién positiva.
Entonces,

Ropy = Rz() Ry (B)R. (7).

Pocas veces utilizaremos los dngulos de Euler. La ventaja de la parametrizacion
R(0) es que los pardmetros @ son pardmetros normales.’
Nétese que la inversa de R(8) es R(—6) = R—-1(8) y que si 8;, 83 son
paralelos
R(0,)R(62) = R(6, + 02).
Definimos la acciéon de una rotacién R sobre un sistema cudntico con

funcién de onda ¥ haciendo que los ejes de coordenadas giren por R. Por
tanto, los radios vectores giraran por la inversa, r — R~ 'r y, sobre ¥,

R: U(ry, ...,rn;t) =Wg(ry, ..., tyyt) = P(R™'rqy, ..., R e,y t).
(13.1.3a)
Claramente, esta correspondencia es lineal, y podemos definir el operador lineal
U(R) que corresponde a la rotacién R por

UR)(ry, ..., tuit) =Wr(ry, ..., tn;t) =¥(R 'ry, ..., R e, t).
(13.1.3b)
Con esta definicién se tiene, para cualquier par de rotaciones R, R/,

URU(R) =URR);, UR™Y =0"R) =0mR"

! En general, dado un grupo de transformaciones con elementos g(au, . . . , &n), especi-
ficados por los pardametros «q, ..., &n, decimos que estos pardmetros son normales
si, siempre que los vectores a, B sean paralelos se tiene

g(al?"'van)g(ﬁl»“'wﬁﬂ-) :g(al +Bl>~~~saﬂ-+/3ﬂ)-

Este es ciertamente el caso para los @ en R(8), pero no para los angulos de Euler
La utilidad de los parametros normales, en especial en mecdnica cudntica, es que
permiten reducir transformaciones finitas a transformaciones infinitesimales. En
efecto, si escribimos, para transformaciones lineales,

gle) =1+ €T+ O(e”),
entonces podemos escribir una transformacién finita como

g(@) = [gla/m)]" = [L+aT/n+ Ofa/n’)" = 7.
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EJERCICIO: Comprobar estas relaciones. Utilicese que la diferencial de volumen
no cambia bajo rotaciones (el jacobiano de una rotacién es la unidad) e

Si € es infinitesimal podemos desarrollar en potencias de € y quedarnos al
primer orden. Suprimiendo la variable tiempo para aligerar la notacidn,

U(R(€)¥(ry, ..., xtn) =¥(r; —€Xry, ..., Tp —€XTIy)

=¥(ry, ..., ry) — Z(f X1a)Ve¥(ry, ..., 1) + 0(62)'

a=1

Escribiendo (€ x r,)V, = €(r, x V,,) y expresando V, en funcién del operador
momento para la particula a-ésima, P,, nos queda

UR(€)¥(ry, ..., 1) = (1 - 562% X Pa) Y(ry, o) (13.1.4)

a=1

+O().

Podemos utilzar el principio de correspondencia para identificar el operador
r, x P, como el momento angular de la particula a-ésima, L,, y a la suma
>, La como el momento angular total del sistema:

f‘a =TIq XP(u ﬁzzf‘a (1315)
a

La ecuacién (13.1.4) nos dice, pues, que

U(R(e)) = 1 %et +O().. (13.1.6)

EJERCICIO: En general, podemos escribir L. = Q. x P.. Hallar la férmula
explicita para L, en representacién de momentos e

Consideremos ahora una rotacién finita, R(9). Escribimos

P N
ro= {2 ()}
cuando N — oo, 8/N es infinitesimal; (13.1.6) se aplica y encontramos que
- i "
U(R(9)) = {1 -5 NL} + O(1/N)

que, en el limite N — oo nos da

U(R(6)) = exp % oL. (13.1.7)

En lo que queda de esta seccién trabajaremos con una sola particula; la gene-
ralizaciéon a un nimero arbitrario de éstas no presenta dificultades.
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Las relaciones de conmutacién de las componentes de L, Lj, con las com-

ponentes Qk, B de los operadores posicién y momento se pueden obtener
ficilmente de las de Heisenberg y de la férmula explicita (13.1.5) que escribi-
mos también en componentes como

3
L;= Z eimQr D
k=1

Aqui, €4 es el tensor completamente antisimétrico de Levi-Civita. Después de
un sencillo calculo encontramos

[f’j:Qk] :ihzfjks@s;
o ° . , (13.1.8)
[Lj,Pk] :ihZijsPS

y, ademds, se tiene
(L, L] lhzejk, (13.1.9)

EJERCICIO: Demostrar que las L; son autoadjuntas: [:j =L; e

Finalmente, damos la expresién de los U(R) en el formalismo de Dirac:

U(R)|r) =|Rr),

. (13.1.10)
U(R)|p) =|Rp).

EjERCICIO: Demostrar (13.1.10).

Indicacién. Para cualquier |¥), ¥(r) = (r|¥). Pero, ¥r(r) = (r|U(R)|¥) =
W(R™'r), y hemos utilizado (13.1.3). Basta ahora tener en cuenta que U es
unitario para hacerle actuar sobre (r| e

El cuadrado del momento angular se define como
3
P2 =1, 792
LP=L=>) 12
i=1

y es facil comprobar que conmuta con todas las componentes:

(L%, L;] =o.
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13.2. Sistemas invariantes bajo rotaciones

Sea H el hamiltoniano de un sistema de particulas, H= Ho + V, donde IEIO

es la parte libre,
n

o=y P

n=1

Utilizando las relaciones de conmutacién (13.1.8) es facil ver que Hy y los L;
conmutan,? y lo mismo ocurre para una rotacién finita:

[H(), LJ] = 0; [Ho, U(R)] =0.
Consideremos ahora que el sistema es invariante bajo rotaciones. Esto
quiere decir que si ¥ es solucién de la ecuacién de Schrodinger,

iho,w = HY,

también lo es, para cualquier 8, la funcién de onda W, con ¥p = U(R(0))P.
Por tanto, .

1hOWr = HVg.
Pero U no depende explicitamente del tiempo, luego

HUW = HUp = ihd, U = ihd,U(R(0))¥ = UihoW = UHW.

Como esto vale para cualquier ¥, hemos obtenido que U(R(#)) y H conmutan
y, diferenciando con respecto a las componentes 6;, vemos que también los f,j
y H conmutan: R .

(H,U(R(®)))=[H,L,]=0: (13.2.1)
en un sistema invariante bajo rotaciones el momento angular total es conser-
vado.

Veamos qué restricciones impone (13.2.1) sobre H. Ya sabemos que f]o y
U(R) conmutan; por tanto ha de ser

[U(R),V]=0.

Consideremos el caso de una particula. Aplicando el conmutador de arriba a
una ¥(r,t) arbitraria,

V(0)U(R)¥(x,t) = U(R)(r)¥(x,t),
y por tanto
V(r)@(R r,t) = V(R 'r)¥ (R 'r,t).

Como esto ha de ser cierto para todo ¥, nos resulta que V (r) = V(R™'r), para
cualquier rotacién R. Por tanto, V' sélo puede depender del médulo del vector
r: '

V =V(|r|). (13.2.2)
Para el caso de varias particulas aisladas, y aplicando también invariancia bajo
traslaciones (sec. 4.2) nos resulta que el potencial s6lo puede depender de las
distancias relativas entre las particulas:

Vir, ..., o) = V(jra — 1s)). (13.2.3)

2 Aqui L representa el operador momento angular total del sistema
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13.3. Momento angular: expresion de los L
en coordenadas polares. Espectro de L,

13.3.1. Operadores momento angular en polares;
relacién con la energia cinética

La expresién de los L en coordenadas polares es 1util. Después de un cédlculo
sencillo, pero latoso, encontramos que

: _hf s/ 0 i d 0
Ll—g{e (ae—l-l(cot@)ad))—ke ( T (C0t9)8¢>}

iy = 2hl {e“” (% 4 1(cot9)%> — eI <~% +1(cot9)a¢>}; (13.3.1)

> 0
LZ = lha—¢

Ademas,

. G 1 9 0
L= -n*{ ——— — 4+ — = 3.
! {sengﬂ 0o T end 86 <Sen€89>} (13:32)

Existe una importante relacién entre L? y la parte cinética del hamilto-
niano para una particula, P?/2m. Si escribimos ésta en polares, tenemos

1 oo R o K218 (,08
Tmp_‘%A_~2m{r_ZE<75;

(13.3.3a)
PRI I S S N
r2 |sen®6 8¢ sen& a6 \°*"" 50 '
Comparando con (13.3.2) vemos que
L op2_ p ! = L? (13.3.3b)
o2m rad + r2 7’ e
donde hemos definido la componente radial de 15, Prod, por
Pog m 0 (13.3.3¢)
rad - =T O
or

Noétese la analogia con la correspondiente expresion cldsica:

1 /
2 2 2 2 Lo . 2
NI = Pci = Pelyrad + r2 l(;l, Petyrad = MTgl; Tel = + ro.
cl
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13.3.2. Valores propios de las componentes del momento
angular

Como una primera aplicacion, vamos a considerar las funciones y valores
propios de un L;. Siempre podemos escoger el sistema de coordenadas de forma
que el eje OZ coincida con la direccién j, es decir, para encontrar el espectro
basta estudiar el caso 7 = 3 = z. La ecuacién de valores propios que queremos

resolver es pues, i
LWy = hMWy,, (13.3.4)

y hemos separado explicitamente /i del valor propio para que M no tenga
dimensiones. En polares, (13.3.4) es

—mﬁ% (1,6, ;1) = RMBy (1, 6, 6 t)

cuya solucién general es
Uy (7,0, 6;t) = C(r,6,)e™?. (13.3.5a)

Ahora bien: un cambio de 7 en ¢ + 2n7m para cualquier n entero dejando fijos
7y 0 nos deja en el mismo punto del espacio; por tanto,® para cualquier ¥ (en
particular ¥y),

U(r,0,¢+2nm;t) = ¥(r,0,p;t).

Dada la forma de Wy, ec. (13.3.5a), esto implica expiM¢ = expiM (¢ + 2nmw)
para todo n, luego tiene que ser

M = entero =0, £1, £2,...: (13.3.5b)

los valores posibles de L. (v, por tanto, de cualquier f,j) estan cuantizados en
unidades de f.

A M se le llama a veces miimero cuantico magnético porque, si la particula
tiene carga eléctrica g, el momento angular induce un momento magnético de
valor ghM.

* Este argumento no es muy convincente. La demostracién rigurosa de que M =entero
puede verse en el problema P.14.4.
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13.4. Componentes de Cartan; valores y vectores propios
del momento angular

Dado un vector arbitrario, v, lo podemos describir por sus componentes carte-
sianas, v;, o por las llamadas componentes esféricas o componentes de Cartan,
Vg, U4 CON

vg = U3, Vi = {vg £ ivs).

1
V2
La matriz que pasa de componentes cartesianas a componentes de Cartan es

(% V4 1/\/5 l/\/i 0
Clol|=|v |, C=|1/V2 -i/V2 0
U3 Vo 0 0 1

y es una matriz unitaria. Podemos, por tanto, considerar las componentes de
Cartan como proyecciones a lo largo de tres ejes ortogonales, pero complejos.
Para el momento angular definimos las componentes de Cartan como

- A - 1 A ~
L() = L;;, L:t = —= L] + 1L2 - 1341)
5 (b xid) (
Puesto que las componentes cartesianas son autoadjuntas, las de Cartan satis-
facen
i =ty Ll =i. (13.4.2)

La utilidad de las componentes de Cartan radica en que sus relaciones de

conmutacion, o . o X
[Lo, Lj:] = :i:hLi; [L+, L_} = IL?/L(), (1343)

son particularmente cémodas de utilizar. También es util la expresién de L2
en términos de esta base:

P2 —2b, b +12—hi

AN N . (13.4.4)
=2L_L, + L%+ hLy.
Buscamos ahora estados que diagonalicen a la vez a L? y Ly: utilizaremos
el formalismo de Dirac:

L2\, M) = RZA\, M),

. (13.4.5)
Lo\, M) =RM|A, M)

y recordamos que M es entero. Tomamos A fijo, y vamos a determinar sus
posibles valores, y los de M. En primer lugar, como L? - L(Q) = L% + L3 es
definido positivo, tenemos que A > M2. Denotemos por [ al maximo de |M|;
tenemos por tanto que A > [2. Supondremos que este méximo de |M| ocure

4 A veces se definen las componentes de Cartan como v+ = 412_1/2('01 tiv2), vo = v3,
esto es, con un signo (—) extra en la componente v4+. A esta convencidn se la conoce
como convencién de Condon y Shortley.
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para M positivo; si fuese negativo, basta con cambiar el eje OZ en —OZ; el
resultado final es el mismo.

Lo siguiente que vamos a demostrar es que los operadores Ly actian
como operadores escalera para la tercera componente del momento angular,
analogamente a como los a, al de la sec. 7.3 lo hacian para la energia. En
efecto; considerando por ejemplo ﬁ+ y utilizando las reglas de conmutacion
(13.4.3),

Lo (f,+|A, M)) - (mi+ + 13+f;o) I\, M) = R(M + 1)Ly |, M).

Por tanto, L4\, M) corresponde al valor propio i(M + 1) de L. Si aplicamos
ahora L, al estado con mayor M nos encontramos con que

Lo\ D) =h(l+1) (ﬁm,z))

lo que contradice la hipdtesis de que [ era el valor maximo de M. Por tanto,

ha de tenerse que X
Lo\ =0. (13.4.6)

Apliquemos ahora L? a este estado; utilizando (13.4.4) obtenemos que
RAAN, 1) = L2\, 1) = (QL_£+ Iy nﬁo) I\ ) = RA(L+ DA,

Hemos encontrado que el valor de A es precisamente A = [(/ + 1). Esto sugiere
cambiar la notacién y utilizar { en vez de A como etiqueta:
X\, M) — |1, M)
con lo que (13.4.5) se escribe como
L2, M) =R’ + 1)1, M),
2L =R+ DI M) e
Lo|ll, M) =hM|l, M).

A [ se le llama momento angular total, aunque esta nomenclatura no es muy
exacta. En efecto, tenemos aqui una peculiaridad cuantica. Clasicamente, el
maximo de lo, es |l]. Cudnticamente acabamos de ver que, sin embargo, y

salvo cuando [ = 0,
I = max|M| < /Il +1).

Esto se debe a que, al no conmutar L, y ﬁy con L, siempre hay un “residuo”
de momento angular en las direcciones OX y OZ. En el limite clasico, [ > 1,

\/l(lTl):l(lJr%)

y el residuo es despreciable, como era de esperar.
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Procedemos ahora como en la seccién 7.3, y construimos los estados
N =M
M) = (L_) 1,0, (13.4.8)

y es facil de comprobar que L. |I, M) == hM|l, M).

Los estados |[, M) son diferentes de cero para M = [,/ —1,...,~M. En
efecto: si para un My + 1 dado se tuviera |I, Mg + 1) = 0 serfa EJWS) =0.
Utilizando (13.4.4) vemos que

L2|1My) = h(—My)(—My + D], My);
comparando con (13.4.7) resulta que se deberia tener
—ﬂ/[o(—lV[U + 1) = l(l + 1) :

es decir, My = —(. Por tanto, Z)_|l, My) sélo puede ser cero si My = —{. Hemos
construido todos los vectores propios; son los de (13.4.8), y acabamos de ver
que M puede tomar los valores

M=11-1,..., -l

Hay un total de 2l + 1 valores posibles de M (para [ fijo).
Normalicemos ahora la base. Escribimos

I, M) = Ciyl, M) (13.4.92)
con |l, M) ortonormal:
(', ML MY = 619 8pgag - (13.4.9b)
Seguimos tomando [ fijo, y suponemos que

(010 = 1.

Para encontrar las Cjy; utilizamos que th = Lx. Se tiene,

1 1 i
= (I, M|l, M) = Gl (I, M|I, M) = o CEM 0B M )

1 e e

ST (LMY 0 B Do) B M=)

_ [Cuprni® LM+ 1L L ||, M+ 1

- ‘C[/\/1|2 < + | + | + >

_|([M+1| Tgl(l+1) M(M+1)
|Cias|? 2

y en el ltimo paso hemos utilizado (13.4.4) para reemplazar L, L_ en términos
de L L()
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Las fases de las Cjps son arbitrarias. Si las fijamos de manera que sean
positivas obtenemos la relacién de recurrencia

(l+1) —M(M+1 N
C[M:ﬁ\/( ) 5 ( )C[’M+1, (l3.4.9b)

que, juto con Cy; = 1 nos da todas las C. Hemos encontrado de paso que, en
esta base ortonormal,

By, ) :h.-\/l(l ) _;W(M =Y -1y

(13.4.10)
) +1) —M(M+1
L+|l,M):h\/( ) . MHY vty

13.5. Funciones propias de L?, L,. Arménicos esféricos

Buscamos ahora las funciones de onda que corresponden a sistemas de una sola
particula en los estados |I, M). Puesto que las L no involucran 7 o el tiempo,
estas funciones seran de la forma

v (r, 0, ¢5t) = f(r,t)Y1(6, ), (13.5.1)
donde las Y}, satisfacen las ecuaciones diferenciales
L.Y}(0,¢) = — m% Vi (8,4) =hMY}E(6,9),

. 19 1 8 d
2yl — 2l 2 = [ senf=- '
L¥1(6,9) ! {sen’ze o6 " send 90 be“%e)}y“(e’qs)
= R2U(L+ 1), (6, ).

Como sabemos, la primera nos dice que Yl, 9, = YIM 0 eiM con lo que la
’ I M E 3
segunda se nos convierte en

, ) )
(M? — (I + 1)sen*0) yin (8) = senﬁ% (sen6%> yim (8).

~ s ‘. 5 s .
Esta es una ecuacién estdndar® cuya solucién regular es proporcional a las
funciones de Legendre asociadas, PM: por tanto,

1 2+1 (I M)
Yi(0,8) = _\/2:61”4’}3,‘\/[@056)\/——2— %m : (13.5.2)

Y

% Ver, por ejemplo, Wigner (1959); Courant y Hilbert (1953); Oberhettinger, Magnus
y Soni (1966), y el Apéndice IV en este texto donde, en particular, se pueden
encontrar férmulas explicitas para las P
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Las fases las hemos escogido de acuerdo con la convencién® de Condon y Short-
ley (1951), y los factores estdn ajustados para que las funciones Y}, que se
conocen por motivos historicos como armdnicos esféricos, estén normalizadas:

27 +1
/dQ Yii(6,¢)" YAI (0, ¢) = oudnraas /dQ / dep / dcos®,

(13.5.3)
lo que se sigue efectivamente de las pxoplodades de normalizacién de las fun-
ciones de Legendre,

dz PM (2) P (2) =

+1 2 (l+ M) )
/, 1 (=M (135.4)

Consideremos ahora las propiedades de transformacién de una funcién de

onda con valores bien definidos de L2, L,, #(-M); por ejemplo, &-M) puede ser
el arménico esférico Y},. Para este cdlculo es conveniente utilizar la notacién

Y/fl(a) ¢) = Y/f/J(I")a

donde 6 y ¢ son las coordenadas polares del vector r, cuya longitud es irrele-
vante. Dada una rotacién R, denotamos a los elementos de matriz del corres-
pondiente operador por Db,

D (R) = (I, MIU(R)|L, M. (13.5.5)

Las D', ,, (R) pueden obtenerse exponenciando (13.4.10); su forma explicita
la veremos en la sec. 13.8.
La ecuacién (13.1.3) nos dice que

U(RWEM (r) = M) (R 1y (13.5.6a)

y, por otra parte (salvo una funcién de r, ¢, que no juegan ningin papel) tene-
mos
A (p) = (p|1, M), (13.5.6b)

Para [ fijo las |I, M) forman una base:

+l

> MYL M| =1

M=-I

5 Hay una cierta confusién al respecto en ciertos textos; por ejemplo, Gottfried (1966)
escoge ¢ variando entre —n y 7, debido a lo que el miembro de la derecha en (13.5.2)
aparece, en su texto, multiplicado por el factor (—1)*.
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De (13.5.6) obtenemos

+1
MRy = ([ U(R)|L MY = > (xll, M) (I, M'|U(R)|L, M)
M'=—1
Z A DM m(R),

M=

y por tanto las propiedades de transformacién buscadas:

P (R Z oM (0) Dl (R). (13.5.7)

M'=—|
EJercicio: Demostrar que la matriz con elementos D',/ es unitaria e

Existe una relacién sencilla, pero muy til, entre el arménico esférico Yy, (6, ®)
y el vector r de coordenadas polares 8 y ¢:

4m

T =Ty Yy, (0, ¢), (13.5.8a)

donde las rp; son las componentes de Cartan de r, con la eleccion de signos de
Condon y Shortley:

71 1

V2

To =73, T+x=

13.6. Composicién de momentos angulares.
Coeficientes de Clebsch—Gordan

Consideremos un sistema de dos particulas con funcién de onda ¥(r’,r"");
omitimos el tiempo. Repitiendo el desarrollo de la seccién 13.1 encontramos
que los operadores momento angular son los L con

I/ ]i//;
x (—ihV (', 1", (13.6.1)
x (—iRV"Y(x' ")

L'w(r,
L"(r r'

| [

L
)
)

y hemos utilizado la notacién VW (r',x") = (9/0r;)¥(x', x"), etc. Vemos que L'
actda sobre las variables de la primera particula, y L" sobre las de la segunda.
Una situacion muy comun es una en la que tenemos un sistema formado
por dos particulas, las cuales estdn en estados propios del momento angular
total y de su tercera componente; es decir, los estados de los subsistemas estén
caracterizados por I', M’ y I, M". Son, pues, los estados |I', M') y |I", M"). El
estado de todo el sistema lo podemos escribir, con notacién evidente, como

W MU MY = (U MO M (13.6.2)



170 CAPITULO 13

y L/ actuia sobre |/, M'), L" sobre |I", M").

El espacio de los estados del sistema total puede describirse por la base
(16.6.2); pero también podriamos haber dlagonall/ado el momento angular
suma, L? = (L’ + L”)? y su tercera componente, L, = L’ L. Tendriamos
entonces una base |/, M) con

L2, M) = B2+ 1)|L, M);  L,|l, M) = hM]|l, M). (13.6.3)

En mecénica clésica, [I| = [I'+1”| y {, = I +1”; en mecdnica cuantica, si fijamos
'y l”, My M" como en (13.6.2), | no estd univocamente determinado. Esto
se debe a que, como los operadores de momento angular no conmutan, los
valores de las deméds componentes (z, y) estdn indeterminados. El encontrar
los posibles valores de L? en la base (13.6.3) no es inmediato.

Algunas relaciones si son obvias; claramente,

M=M +M" (13.6.4)
y con poco mas trabajo se obtiene también

72
2

UL = {z(z YU+ 1) =+ 1)}

(13.6.5)

2
LI/ = % {1(1 O+ 1) =+ 1)}.

Pasamos ahora a calcular los valores posibles de [, y el paso de la base (13.6.2)
a la (13.6.3). Puesto que ambas son ortogonales, la matriz C' que efectiia este
cambio debera ser unitaria. Después veremos que, ademds, se la puede escoger
real, luego resulta que podemos suponer C ortogonal: en particular, su inversa
coincidird con su transpuesta, C~! = C7. A los elementos de la matriz C
se les conoce como coeficientes de Clebsch—Gordan (o simplemente C-G, por
abreviar) y se les denota por (I', M’;1"”, M"|l). No es necesario especificar M
ya que M = M’ + M"| pero puede incluirse escribiendo también

(MU ML = (1 MY ML M.

Nosotros utilizaremos ambas notaciones indistintamente.
Por su definicién tenemos

LMYy = > (ML M) (UM (1, MY, (13.6.6)
M
MM =01
Procedemos ahora como sigue. Consideramos el estado con maximo valor de
ambas terceras componentes del momento angular, M’ =1', M =1". Puesto
que el valor del momento angular total del sistema coincide con el méximo de
su tercera componente, resulta que tiene que ser Ly, = ' +1":

Uy =

Uy L, (13.6.72)
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Apliquemos ahora L_ = L + L" a este estado. Por una parte,
Lo+ 00 +1"y = iU+ 10+ 171 + 1" = 1),
¥, por otra,
Lo+ 000"y =L [0 0y (170 + 0,0y L 1y
=V = DY + BV - 1)
y hemos utilizado (13.4.10). Igualando,

I I
= UV =000 +
U1 | H : > I

11— 1),
(13.6.7b)

[+ 10+ 1= 1)

Iterando el procedimiento obtendriamos todos los estados
[+ 1" My, M=U+U1"+1"-1,...,-('+1"),

y sus expresiones en la base (13.6.2).

Volvamos a (13.6.7b). El vector [I/+1",1"+1" —1) no es el tinico con tercera
componente M ="+ 1" — 1. En efecto, este valor puede obtenerse sumando
I"y 1" —1, 0osumando I’ — 1 y [”. Por tanto, ademds de la combinacién de la
derecha de (13.6.7b) tenemos la ortogonal que podemos escribir

l” , , I
= U= -
14 +l” | ’ H ’ > 4 +l//

|Z/+ll/‘l/+l//_1>—L |ll,ll>‘l”)l”—1>.
Hemos escogido las fases arbitrarias de forma que los coeficientes sean reales.
Esto no las determina completamente; tenemos un factor 1 global arbitrario.
Lo hemos fijado de acuerdo con las convenciones usuales (Condon y Shortley,
1951).

Si aplicamos ahora Ly a | +1",I' +1” — 1), obtenemos cero:

Lyl +1"0'+1"-1), =0

lo que indica, por un argumento como el utilizado con (13.4.6), que para este
estado el momento angular total coincide con la tercera componente. Hemos
obtenido que ! puede tomar un nuevo valor, I = ' +{” —1 y podemos por tanto
identificar el estado |I' + 1", 1" + 1" — 1) conel |I' +1”" = 1,I' +1" = 1):

l” / ! 1 " ll 7 7 17 1
e Y = DI = g IO = 1),
(13.6.7¢)

Aplicando reiteradamente L_ a este estado encontrariamos la nueva serie

Wl =Ll 1) =

|+1" =1, M), M=U'+1"-1,...,=('"+1"-1).

Pasamos al siguiente valor de M, M = 1" +1" — 2. Lo podemos obtener de tres
maneras: componiendo I’, I —2; componiendo I’ —1, 1" —1; 0 con I'—2, I"". Dos
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de estos estados los hemos obtenido ya; nos queda la combinaciéon ortogonal a
ambos.

Podemos continuar el proceso, y preguntarnos, cuando acabard. El nimero
de estados, en la base (13.6.2) es (20’ 4+ 1)(2!” + 1). En la nueva base tenemos
200+ + 1,20 +1" = 1)+ 1, 2( +1” —2) + 1, ...En total, si el proceso
acaba en | = A,

U1

> o (I+1).

=X

Para que esto sea igual a (21" + 1)(2!” + 1) hace falta que (ver fig. 13.6.1)
A =|l'"=1"|. En efecto,

1+1"
> @+1) =2 + 12" +1).

l=|I/_I//|
Los valores posibles del momento angular total son, por tanto,
L=|"=1",...,U' +1". (13.6.8)

Otra conclusién que podemos sacar del andlisis anterior es que se pueden
escoger todos los C-G reales, como ya habiamos anunciado. Las ecuaciones
(13.6.7) nos dan los primeros valores de los C-G:

I
/,,,l/:l“,l// i =1, l/,l/—l;l”,l” ey = *—’
(W10 1) =1, U+ =\ 5

lll
7o B " _ ,
(l,l—l}l,l ‘l‘{-l —l)— m7 etc.
Iterando el procedimiento obtendriamos tantos como fuese necesario; en el
Apéndice III hemos recogido algunas férmulas tiles.
El cambio inverso al (13.6.6) es muy sencillo; puesto que la inversa de la
matriz de los C-G es su transpuesta tenemos, simplemente,

V4
MY My = S T M M) M = M+ M), (13.6.9)

[:ll/_lrll

Utilizando los valores de los C-G podemos deducir algunas férmulas de
composicién de funciones correspondientes a valores dados del momento angu-
lar total y su tercera componente; por ejemplo, la férmula de composicién de
armonicos esféricos

Ul

Z (2 + 1) (212 +1)
ki dm(20+1) (13.6.10)

X (L, My; g, AJQU) (11,051, 0|1)Y1(«11+1\12 (97 ¢))

Yz\ll(e ) 1\[
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M=l"+ 1"
+5
M=l"+1""-1
+4 e - o -
M=l' 417 —2= 1" - ']

+3 $------= *"'*"*W
+2 - 4
A e b '*l

o PP S

I IR FR T

-2 - po o w2y

S Y P R 4

4 b

-5

FIGURA 13.6.1. Composicién de momentos angulares: I’ =4, 1" = 1.
Eigrcicro: Demostrarlo.
Indicacién. Por propiedades generales sabemos que
YL Yar, = Al b D) (b, My b, Ma|))Yig, ar, -
]
Para hallar las constantes A, escojase My = M = 0 y utilicense propiedades

de los polinomios de Legendre. Si no sale, véase por ejemplo Gottfried (1966)
o Wigner (1959) e
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13.7. Propiedades de transformacién de operadores
vectoriales. Teorema de Wigner—Eckart

Se dice que el conjunto de operadores [}, j = 1,2,3 forman un vector F
o que es un F operador vectorial si se satisfacen las siguientes relaciones de
conmutacién entre las componentes de F y las del momento angular:

(L, Bk = 1R €gpa b (13.7.1)

Ejemplos de operadores vectoriales son los Q, P, los propios L y los opera-
dores de espin (que estudiaremos en el préximo capitulo). Vamos ahora a ver
que (13.7.1) implica que, bajo una rotacién finita R(#), se tienen las leyes de
transformacién

U(R(0))F;U (R(0)) =Y  R™(8),;/ F;. (13.7.2)

En efecto; comencemos por considerar el caso infinitesimal, |a| < 1. Utilizando
(13.1.2) obtenemos facilmente

R“l(a)]-_,,-z = 5]'_7'/ + Z(XSESM/ + O(CYQ)
Ademas, )
U(R(@)) =1 — r%"t +0(a?).

Por tanto,

G(R@)FU (R@) = (1- 4ok ) £ (1- tak )+ 0

. i .
=F -+ > Lo, Byl +0(e?)

y, utilizando (13.7.1),

U(R(@)E; U™ (R(@)) = Fj + Y o5 Fje + O(a)
A . (13.7.3)
= Z R_l (a)j]‘/Fj' + O(Oc“).
J'/
para @ finito escribimos
R(0) = (RO/n))" . U(R(©®) = [U(RO/n))] ;
para gran n, el dngulo @/n es infinitesimal. Aplicando reiteradamente (13.7.3),

U(RO)F,0" (R(0)) = 3 R™'(0),0Fyr +n0O((6/n)")

que, en el limite n — 0o, nos produce (13.7.2), como queriamos demostrar.
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EJERCICIO: Demuéstrese el reciproco, esto es, que (13.7.2) implica (13.7.1).

Indicacién. Considérense rotaciones infinitesimales e

Eigrcicio: Demostrar que

[Z/Q,Fj] ZQiFLZE/;JSngk +2h2Fj [

Podemos sustituir las coordenadas cartesianas de F, £} por las esféricas, F);
con la convencién de fases de Condon y Shortley,”

. . . 1 /- |
Fy=F, Fo=3— (A+if).
0 3 + ?\/5 1 2
Entonces, (13.7.1) nos dice que

(L., F\] = hAE). (13.7.4)

Si|I, M)y, |I', M’) son estados con valores bien definidos del momento an-
gular total y de su tercera componente, consideremos el elemento de matriz

(I, M| Fy|L, M).
Usando (13.7.4) se sigue que
L.Ey|l, MY = h(M + N Ex|L, M)

luego los vectores Fy|l, M) corresponden a tercera componente del momento
angular igual a h(M + \). Tampoco es complicado, utilizando las relaciones
de conmutacién de las ' con el momento angular total, comprobar que, si
=M =0,

L?F,]0,0) = 2n%F4]0,0)

es decir, el estado 13’,\|0,0> corresponde a momento angular total 1 y tercera
componente A, luego sera proporcional a |1, \). Podemos por tanto escribir

F\]0,0) = C|1, A)

y tenemos i
(', M| B[l MY = C', M1, M) |1, M).

Finalmente, utilizando los coeficientes de Clebsch~Gordan hemos demostrado
la férmula

(U M) B[ MY = (1,00 M) Sapr ag g2 C (L1 F). (13.7.5)

" Utilizamos esta convencién por consistencia ya que es la que tomamos para los
estados |1, M).
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La constante C puede depender de !, I y, ciertamente, de ﬁ‘; perono de M, M’ o
A. Este es el teorema de Wigner—Eckart. A las C(1,I', ¥) se les llama elementos
de matriz reducidos, y se les denota a veces por

CUEY = (U F|D.

La generalizacién a operadores tensoriales puede verse en los textos de
Wigner (1959) o Galindo y Pascual (1978), por ejemplo.

PROBLEMAS

P 13.1. Hallar el conmutador de las proyecciones del momento angular a lo largo

de dos direcciones arbitrarias u, v, que definimos por L, = uL, L, = vL.
Solucién. [Lu, L] = ih(u x v)L.
P.13.2. Demostrar la férmula

+ M
4

4 «
2 I 1 Z Yar (01, 61) Y1 (02, ¢2)

- M

Pi(cos8) =

donde @ es el dngulo entre los dos vectores de componentes angulares (01,¢1) y
(62, P2).

Solucién. Denotemos por r, a los vectores de componentes angulares (0q, ¢o), @ =
1, 2. El d4ngulo 8 = Z(r1,r2) es invariante bajo rotaciones simultineas de los dos ra.
La suma de arménicos esféricos también lo es; cf. (13.5.7). Podemos pues escoger el
sistema de referencia que queramos; y lo hacemos de forma que 0, = ¢1 = ¢p2 = 0,
6, = 6. Utilizando entonces (13.5.2,4) tenemos

20+1 [20+1
Y,{/ (0,0) = an OM(), Y(f(0,0) = 4—7r P[(COS 9)

y el resto es trivial.

P.13.3. Calcular D%,,(R) sin trabajar en exceso.

Solucién. Sea z un vector unitario a lo largo del eje OZ y sea rr = R™'z. De
(13.5.7),
Y}%'I(rR) = ZD%'IM’(R)Y;I’(Z)'

A

Por el problema anterior sabemos que Y}, (z) = Sar0+/ (20 + 1)/47, luego

[ 4 _
Di\/o(R):' myl\ll(}?‘ 1Z)-

P.13.4. Calcular explicitamente los operadores del momento angular para [ = 1.

Solucion. Representamos los estados como matrices:

1 0 0
[1,41) (0>, 11,0) & (1> 1,-1) < (0)
0 0 1



ROTACIONES. MOMENTO ANGULAR
Lo es diagonal y tenemos inmediaamente

A 1 0 O
Lo=h|0 0 0 |.
0 0 -1

Aplicando las relaciones (13.6.7) obtenemos

) 00 0 ) 0
I_=n{1 0 0], Ly=n|o0
010 0

0, para las componentes cartesianas,

) h<010) A
Lj: lOl,LQ
V20 1 o

Il

S||
Nl St
N
O = O

177






CAPITULO 14.

El espin

14.1. Funciones de onda y operadores de espin

Fs un hecho experimental que existen sistemas de una particula que no estén
completamente determinados por el valor de una funcién de onda ¥(r;t). El
ejemplo mas conocido es el del fotdn, para el que hay que dar, ademads, su
polarizacién. En la seccién 12.3 vimos que también hay que admitir que los
electrones tienen un grado de libertad interno, que toma dos valores, para
poner en acuerdo el valor tedrico y el experimental para la energfa de Fermi
de un gas de electrones. Aunque no vamos a comenzar por el fotén, lo que si
vamos a tomar de su grado de libertad extra, la polarizacion, es la propiedad
de que cambia al hacer rotaciones en el espacio.

Inspirados por esto, postulamos la existencia, para algunas particulas, de
un grado interno de libertad (al que llamaremos espin'). Al estado de una
de estas particulas lo tenemos que especificar, por tanto, por una funcién con
varias componentes, ¥y (r;t) donde X describe, precisamente, el grado de liber-
tad de espin. Puesto que sabemos empiricamente que, para todas las particulas
conocidas, el nimero de estados de espin es finito, postulamos que la variable
A es una variable discreta.

Investiguemos ahora cémo se transforman las funciones de onda de una
particula con espin al realizar rotaciones; debido a nuestra hipdtesis de que las
rotaciones afectan al espin, no sélo el radio vector r girara, sino que las A se
mezclaran entre si. Escribimos pues, omitiendo la variable tiempo,

O(RO)A(r) = S Dan (R(6))Ty (R (0)r). (14.1.1)
.

Los numeros Dy (R(8)) pueden considerarse como los elementos de una
matriz cuadrada,? D. Igualmente podemos representar a la funcién de ondas
por una matriz vertical de componentes las ¥y, de manera que (14.1.1) puede
reescribirse como

U(R(0))¥(r) = D(R(0))¥(R™(8)r). (14.1.2a)

' La palabra espin es la castellanizacién del inglés spin, que quiere decir giro; en
efecto, una imagen cldsica (pero equivocada) del espin lo atribuirfa a una rotacion
intrinseca de las particulas. El espin fue introducido para electrones por Uhlenbeck
y Goudswmit, y su teoria desarrollada por Pauli.

2 Por facilidad de identificacién etiquetamos a las matrices en espacio de espin con
una tilde por debajo.
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El producto escalar lo definimos por
Z /d% &% (r)y (r /d rol( (14.1.2b)

La unitariedad de U implica que las matrices D son unitarias. En efecto:

Cambiando de variable de integracién por r — R~!(@)r, y llamando de nuevo
r a la variable después del cambio, obtenemos que

Z/ APy (r) = > / dr &y (x {Z DW(R)DM,,(R)} Wy (1)
A/IA/

Puesto que esto ha de ser cierto para cualquier @, ¥ se sigue que
ZPAA ) Daxer (R) = 6xiar

o, lo que es 1o mismo, D1 D =1, como queriamos demostrar. De manera similar
demostrarlamob que las D satlsfacen las leyes de grupo:

D(R)D(R') = D(RR'), D(R')=[D(R)] "
Consideremos ahora rotaciones infinitesimales, ov < 1. Definimos S por®
D(R(a)) = L - 3 a8 + O(a?)
i

y utilizando (13.1.4), la ecuacién (14.1.2a) nos dice que

U(R(a))¥(r) = <1 - fzaL - —aS) ¥ (r) + Oa?) (14.1.32)

donde L es el operador momento angular,

L=rx(-ihV).

3 . . - T
® S es un operador, pero no le colocamos un circunflejo porque la tilde ya indica este
caracter
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(Cuando es necesario precisar, a L se le llama momento angular orbital; como
veremos, la presencia del espin implica un momento angular intrinseco, ademés
del orbital). En componentes,

U(R(6))¥x(r) = Wx(r )—;aL&P,\ ——aZsM,% )+ O(a?). (14.1.3b)

Las relaciones de conmutacién de L; y § son muy sencillas: puesto que
actian en variables distintas conmutan,

(L, Skl = 0; (14.1.4)

pero las reglas de conmutacién de las Sy entre si no son triviales de hallar.
Para encontrarlas comenzamos por considerar rotaciones finitas. Definimos el
momento angular total, J por

J=L+8 (14.1.5)

y escriblimos, para é finito,

o~ g o (n(2))]

vemos que (14.1.3a) nos implica que

N— 00

U(R(0)) = lim {J — % %j+ O(l/n'z)} = 0/ (14.1.6a)
T

Puesto que L y S conmutan podemos escribir esto también como
U(R(0)) = e~ 10L/he=10S/h (14.1.6b)

A segundo orden,
2

U(R6)) =1 - 50J+ T (0J) +0(6°). (14.1.7)

Si consideramos las rotaciones R, (a), R, () alrededor de los ejes OX, OY
respectivamente, un cdlculo sencillo (utilizando, por ejemplo, las férmulas del
Apéndice IIT) nos dice que

R,(e)R,(B)R; ()R, (B) = R.(aB) + O((a)?),

donde R.(af}) es la correspondiente rotacién alrededor del eje OZ. Por tanto,
también para los U,

U(R.(a))U (R, (8)UH(R. () U~ (Ry(8)) = U(R.(af)) + O((a)?).
Desarrollando como en (14.1.7) y reagrupando, esto nos da

U<RJ:(Q’))U(R:U(/3))U~J (R:T(Q))Q_l(Rﬂﬂ)) =1- (];_/23 Ljrv jx/] + O(asa/ji)
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(de hecho, la primera correccién no nula resulta ser de orden mis alto,
0(028%).

Por otra parte, desarrollando directamente,

U(R,(aB) =1 — %a,ﬁjl + O((af)?);

igualando resulta que se tiene

v, permutando ciclicamente,

(75, ] =1 ejwids (14.1.8)
!
Pero J; = L; + S;; las L; satisfacen relaciones de conmutacién como las
(14.1.8), y las L, conmutan con las S: luego (14.1.8) implica que

[S), Skl = 17> €S, (14.1.9)

L

es decir, las S satisfacen relaciones de conmutacién idénticas a las del momento
angular. Esto acaba por identificar a las S como operadores correspondientes
a un momento angular intrinseco a las particulas (espin).

14.2. Valores propios del espin. Momento angular total

A diferencia del momento angular orbital, donde la representacién L, =
—ih0/0¢ nos permitia concluir que los valores propios de L. tenfan que ser
multiplos enteros de fi, no hay razén para que ocurra lo mismo para los va-
lores propios de las S;. Sin embargo, como las relaciones de conmutacién de
las ij y S son las mismas, podemos repetir buena parte de la discusién del
capitulo 13. Si denotanios por fisg a los valores propios de S, y diagonalizamos
simultaneamente S% y S, encontramos que

SQW(.s‘\sg) — hQS(S + 1)5?(&\5)

donde s = max |s3]. Ademads, los valores posibles de s3 son
83 = —8§, V8+11 Caey S,

en total 25+ 1 valores. Desde luego, este nimero 2s 4+ 1 ha de ser un entero, lo
que sélo es posible si

entero
>
2
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los valores de s, al que llaimaremos espin fotal (o, simplemente, espin) son los
enteros o semienteros? positivos. 1/2, 1, 3/2, ..., o cero, si la particula no tiene
espin. Los valores posibles de s3 son también enteros o semienteros, positivos v
negativos. Dos propiedades que, al nivel que estamos trabajando, son empiricas
(aunque pueden demostrarse en una teoria completamente relativista) son que
el espin total es una propiedad intrinseca de la particula, y que todos los bosones
tienen espin entero, y todos los fermiones semientero.

Nétese que el espin es un efecto puramente cudntico: al ser proporcional a
h. con una constante de proporcionalidad menor o ignal en médulo que s, su
efecto desaparece en el limite cldsico. Por otra parte, particulas sin dimensiones
y elementales, como electrones, neutrinos o quarks, tienen espi, algo que no
tiene andlogo clasico.

Una consecuencia interesante de que sy no tenga que ser entero es que,
cudnticamente, una rotacion por 27 no siempre es la unidad. En efecto: en la
base ¢**%) con

S2g(s.hu) — FLZS'(S + 1)@/(-\'4-\’:5% 5.y (s:83) _ ﬁs;gL;U(s"“) (14.2.1)

la. matriz S, es diagonal:

s—1

luego
1. sl 8 = entero
—1, sl s = semientero.

D(R.(2m) = e = {

Por tanto, una rotacién por 27 cambia el signo de la funcién de onda de
particulas con espin semientero. Este cambio de signo puede observarse por
nmedio de experimentos de interferencia y, de hecho, ha sido observado.

Consideramos ahora un estado con tercera compoueute de espin bien
definida, ec. (14.2.1), y, ademds. momento angular total y tercera componente
bien definidos.

]i"lq/(.s'.s-d;/./\[) — hl(l + 1)@(.&'.5}:[.1\/) L-‘:l{/(,\.\'y/.f\/) — TLA[!?(.Q,,u;g:I.I\/\.

El operador momento angular total es J = L+S. Para hallar sus valores propios
tenemos que componer L y S como momentos angulares que son. La discusion

de la seccion 13.6 puede repetirse sin cambios: si denotamos por Bij(j + 1) a

) N
los valores propios de J vy por fijz a los de J, tenemos que
J=l+sl4+s=1 ... |/l =s): jy=s3+ M. (14.2.3)

T Utilizamos la nomenclatura usual de lamar “semienteros” a los nimeros de la forma
(impar)/2.
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Puesto que S conmuta con todas las variables espaciales (y el tiempo) se sigue
que una base de las funciones de onda la forman aquellas en las que el espin y
las variables espacio-temporales se factorizan, esto es, de la forma

U(r;t) = x\*%) @ (r; ) (14.2.4)

y x| conocida como la funcién de onda de espin, no depende® de r, ¢. Una
funcién general serd combinacion lineal de las (14.2.4).

Un tipo de expresiones muy comunes, en especial al tratar interacciones
dependientes del espin, son sumas sobre espines como

\ L2
ST [ty e

]
53‘53

donde A es una matriz en el espacio de espin. Si normalizamos las funciones
de onda de espin a
{ 7
8,8: 5,54)
2(( s)TZC( W =4,

"
38%

entornices es imediato comprobar que se tiene

. 12
T ’zc(s"’”TMz((““ — Tr Mt

i
.53..33

Una ultima observacién: recordamos que, puesto que las .J y S satisfacen
las mismas relaciones de conmutacién que las L, resulta que todas las relaciones
algebraicas obtenidas para el momento angular orbital son vélidas para las .j y
S con los cambios obvios: [ por j o por s, M por j; o por s3. En particular, esto
es clerto para las ecuaciones (13.4.10), (13.6.9), (13.6.10), (13.7.5) y (13.8.2).

° Esto no es cierto eu teorfa relativista; un ejemplo lo veremos en el caso del fotén,
suya funcion de onda de espin depende del momento.
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14.3. Particulas de espin 1/2. Matrices de Pauli

Un caso particularmente importante de particulas con espin son las de espin
La, que incluye a electrones, protones, neutrones y quarks. Vamos a determinar
en este caso la forma explicita de los S y D.

Puesto que, para s = 1/2, los valores posibles de s3 son £1/2, Sy D seran
representados por matrices 2 x 2. Escogemos la base y+ con

1 0
X+ = (0> , X- = <1> ) Sax+ = £hixs. (14.3.1)

A Jos x+ se les conoce como espinores de Pauli. En esta base, obviamente,

hiil 0
51_5(0 —1)'

Para encontrar los demas operadores de espin, consideramos las combinaciones
1
V2

y aplicamos lo equivalente a las ecuaciones (13.4.8), (13.4.10), con los cambios
apropiados. Después de un calculo elemental obtenemos (escribiendo las tres
componentes a la vez)

St = (S1£i51)

h
2

donde las ¢ son las llamadas matrices de Pauli,

0 1 0 —i /10

Estas matrices pueden considerarse como las componentes de un vector matri-
cial, ¢. Algnas propiedades itiles de las matrices de Pauli, que se obtienen por
calculo directo, son las siguientes:

‘Sj = Ty, (14328)

Q

JT =0, loj,06) =2 eumor, {oj, 06} =26
1 (14.3.3a)

020,02 =—0;, Tro; =0, Trojon =205

El conjunto de las ¢; y la matriz unidad es completo en el conjunto de todas
las matrices 2 x 2, es decir, cualquier matriz 2 x 2, A, se puede escribir como
combinacién de ellas:

3
A=ag+ Zalygj; ap=35Tr4, aj =3 TrAo;. (14.3.3b)
J=1

Una rotacion finita por el dngulo @ viene dada por

D(R(0)) = e™92/2 = cos = — i (Bo)sen = . (14.3.4)
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Para demostrarlo, basta darse cuenta de que, gracias las relaciones (14.3.3), se
tiene

(vo)* = v?

para cualquier vector v. Si v es paralelo a OZ, (14.3.4) se simplifica a

6—19/2 0
-D = < 0 plt/2 | -

Los coeficientes de Clebsch—Gordan para composicién de espin 1/2 y
cualquier momento angular se pueden encontrar en el Apéndice [II.

14 4. Funcién de onda del fotén. Espin del fotén

En esta seccidén vamos a estudiar la funcién de onda de un fotén libre; las
interacciones de fotones requieren un formalismo que no desarrollaremos hasta
el capitulo 20. Comenzamos por recordar las ecuaciones de Maxwell para el
campo electromagnético en el vacio,

- 1
VE-VB=0, VxE= Tlat& VxB=-0E. (14.4.1)
‘ C

& es el campo eléctrico, B el magnético y ¢ la velocidad de la luz. Podemos
expresar £. B en términos del potencial vector A(r,t) vy el escalar ¢(r,t), de
forma que

-
E=—0A-Vp, B=VxA. (14.4.2)
C

Las ecuaciones de Maxwell nos dan, para A y ¢ las condiciones

-1
i.z DA —AA =— Ve — V(divA),
“ ¢ (14.4.3)
— Oy(div A) = Ag.

C

Dados A y ¢, tanto £ como B vienen fijados univocamente por (14.4.2);
pero ni A ni ¢ estdn univocamente definidos. En efecto, una transformacion
de gauge

A(r,t) = Ap(r,t) = A(r,?) + Vf(r,1),

Pr1) = dy(e,1) = Blr.8) = = 0, f(x,1)

cambia A v ¢ dejando invariantes a £ v B (que son las cantidades medibles).
Para eliminar esta arbitrariedad tenemos que imponer condiciones suplemen-
tarias (fijar el gauge). Nosotros vamos a requerir la condicidén de que, en ausen-
cla de cargas eléctricas, el potencial escalar se anule;

(14.4.4)

p(r.t) =0. (14.4.5a)
BEsto no fija totalmente el gauge, ya que aiin podemos hacer transformaciones

A(r.1) = A (r) = A(r,0) + Vo(r)
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con fo(r) independiente del tiempo. Debido a la segunda ecuacion de Maxwell
(14.4.3) resulta que, para ¢(r,t) = 0, div A es independiente del tiempo; por
tanto, podemos ajustar fy de manera que

divA(r,t) = 0. (14.4.5b)

Dados A, ¢, la funcién que nos elimina ¢ es

f(r. 1) = c/ dt’ ¢(r,t")

Jto

y la que elimina div A es
: 1
: _ 3 .
Jolr) = /d v drfr 1| div A (r'.0)

El gauge en que se satisfacen las condiciones (14.4.5) es conocido como gauge
de Coulomb, o de la radiacién. En él las ecuaciones de Maxwell se escriben

1
= OFA(r,t) — AA = ,
C2 t (I‘) ) (I‘,t) 0) (]446)

VA(r,t) =0

Bstas ecuaciones describen el desarrollo en el tiempo de una onda transversa;
debido a la dualidad onda-particula vamos a interpretar a A(r,t) como la
funcién de onda de un fotén libre.%
Las ecuaciones (14.4.6) nos proporcionan la base para escribir una ecuacién
de tipo Schrédinger. Para ello definimos el hamiltoniano libre de un fotén, H,
por
H =hev=A; (14.4.72)

cambiando la notacién de A a ¥ postulamos la ecuacion
iho,®(r;t) = HP®(r;t) (14.4.7b)
y la condicién suplementaria
div ¥ (r;t) = 0. (14.4.7¢)

® En realidad, el formalismo de funcién de ondas no es apropiado para fotones; la
cantidad |A(r.t)]? sélo puede considerarse de una forma aproximada como la pro-
babilidad de encontrar un fotén en el punto r. Debido a esto algunos autores (por
ejemplo, Akhiezer y Berestetskii, 1963) consideran como méds apropiado represen-
tar la funcién de onda por el par £. B ya que la cantidad |E(r,t)|”> + |B(r, t)]?
corresponde a la densidad de energia en el punto r. Sin embargo, esta solucién
tampoco es satisfactoria, ya que puede demostrarse que no es posible localizar un
fotén. De hecho, una descripcién satisfactoria de estados de fotones sdlo es posible
con el formalisimo de campos cudnticos que veremos en el capitulo 20. Nosotros, sin
embargo, continuamos con la descripcién en términos de A ya que proporciona una
buena introduccién al formalismo correcto.
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efectivamente, reiterando (14.4.7a) obtenemos que W satisface una ecuacién
como (14.4.6),
02 (r,t) = CAW(r,1).

El operador (—A)~"/? tiene que definirse como un operador integral,

—1/2 ¢ . 3.7 / ! _ 1 3 ipp
(-8) ) = [ K@ =16, K0) = g [ dplele
(14.4.8)
a través de la transformada de Fourier de la ecuacién (14.4.7a), que pasamos
a considerar.
En espacio de momentos, (14.4.7a,b) se convierten en

(14.4.9)
p¥(p,t) = 0.
(ecuacién de Schrodinger en espacio de momentos).
Busquemos ahora estados con momento bien definido,
- 0
P (r t) = —1587 Wy (r,t) =p;Pp(r,t). (14.4.10)
Esto implica _
@, (r,t) = C(p,t)e'P/" (14.4.11)
y, pidiendo ademads que se satisfagan las ecuaciones (14.4.7),
) " e—iE(p)t/ﬁ,eipr/ﬁ“
p(r;1) =<(p) ! (14.4.12)

pe(p) =0, E(p) = clp|

Reconocemos la conexién entre momento y energia para una particula de masa
cero, y tenemos también las relaciones de Einstein y de de Broglie £ = Aw,
p=v/c,w="2mv.

Veamos ahora el momento angular y el espin del fotén, lo que hacemos
en espacio de momentos. Puesto que W(p,t) es un vector, la accién de una
rotacion sobre ¥ vendrd dada por

R: ¥(p,t) — U¥(p,t) = ZRJ]Q’/ R7'p,t).

Para un dngulo infinitesimal, e,

O(R(@)5(p, 0
= J/j(p> t) - Z Ejlj'lpj'(P» L) - (a X p)Vprj (p7 t) + O(QQ)

gt

Zazzeﬂyﬂp p.t Zang/J/ (p. 1)+ 0(c?)

(14.4.13a)
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donde R
L, = (ihV,) x p (14.4.13b)

es el operador momento angular en representaciéon de momentos. Comparando
con (14.1.3) obtenemos que el operador de espin para el fotén es S con

S, = ZSJ'J"%’ (14.4.14a)

J
y las componentes de S;;:, (S,);; vienen dadas por
(Sa)jj = —iheqs, a=1,23. (14.4.14b)

Busquemos ahora los valores y vectores propios de una de las componentes
de S, digamos S, = Sj:
5,9 = e (14.4.15)

Utilizando (14.4.14), tenemos las condiciones
—in@{" = hg@(? | iR = el (14.4.16a)

Combinandolas resulta que 2@ = ¥ i = 1,2, lo que sélo es posible si
7 = £1. La tercera componente no viene dada por (14.4.16a), pero estd fijada
por la condicién de transversalidad en términos de las otras dos:

pT™ = p @ 4 p, " 4 papl™ = 0, (14.4.16b)

El valor 7 = 0 no es posible para la tercera componente del espin ya que
“Yequerirfa ¥, = ¥, = 0y, de (14.4.16b), también’ ¥3 = 0 es decir, ¥ seria
idénticamente cero. Esta propiedad de que sélo los valores s (£1, para el
fotén) de la tercera componente del espin sean posibles es cardcteristica de
particulas sin masa, y se debe a la relacidn entre espin y variables espaciotem-
porales caracteristica ce este tipo de particulas.

El analisis que hemos hecho es poco riguroso. Un estudio completo de
estados de particulas sin masa se debe a Wigner y puede encontrarse, por
ejemplo, en el libro del autor (Yndurdin, 1966).

Construyamos, para terminar, la funcién de onda de un fotén con mo-
mento y una componente del espin bien definidos. Para ello consideramos la
componente del espin a lo largo del momento, a lo que se llama helicidad. El
correspondiente operador es

1
S, = — pS. 14.4.17
Poopl T ( )

" Suponemos p3 # 0; el caso p3 = 0 hay que tomarlo como un limite de p3 # 0,
p3 — 0.
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Requerimos pues
Pywin(r,t) =p, i (x ¢),

o ) (14.4.18)
Sy WL (r, 1) =WV (r.t).
Como sabemos, la primera condicién nos dice que (cf. (14.4.2))
(1) ; i(pr—c|p|t)/h. )
Lol (x t) = e(p,n)ePrT AR, (14.4.19a)

la segunda nos permite encontrar los €, llamados vectores de polarizacién que
son, obviamente, la parte de espin de la funcién de onda del fotén. Para hallarlos
comenzamnios por escoger el eje OZ a lo largo de p de manera que S, coincide
cou S,. (14.4.106) nos dice que en este sistema de coordenadas (que denotamos
por el superindice 0),

e p.n) = e (p, n); 6;(;0)(13-.77) =0

Podemos tomar como solucién los siguientes valores de los €(0:

1 i
eﬁo)(p.n) = 7 ego)(p,n) = A e,(;))(p,n) =0. (14.4.19b)

Las € satisfacen la normalizacion

(0)(

ep,m) e (p.n) =8,

Para un sistema de coordenadas arbitrario obtenemos las € correspondien-
tes realizando un giro R(z — p/p) alrededor del eje z x p, que nos lleva el
eje OZ sobre p (z es un vector unitario a lo largo de OZ). Este giro podemos
caracterizarlo por el vector «,

a = (z xp), cosa=py/p.

P Sen. (v

Al realizar el giro, pasamos de €® a € = Re("). Un sencillo célculo, utilizando
(13.1.1), nos da

1 —cosa 0 0
€(p,7n) = (‘fOSCY)C(O)(Pﬂ?) + = [plefz )(p,?y) —pgf-(l )(p,n)] (z x p)
p?sen? o
(0) ,
_ze7(p,7)
'Y
19 1Py — po Dy — 1P
___L€<0>(p_‘n)+ M zxp)— pr—inps
p V2p(p + p3) V2p
(14.4.19¢)
P3 1 —cosa 1
CoS (v = ~= | =

P p2sen? plp+ps)

Puesto que R es ortogonal seguiremos teniendo

pe(p,n) =0, e(p.n)"e(p, 7)) = dnuy; (14.4.19d)
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e & s
e .
,~"/ -~
,// - ~
:\/\/ \\\~\
~ e(p,-1) .
. . ) \)
\\ // ///.
\‘\\ )/ g(p,+1)
\\\ P A
\ P / g

FIGURA 14.4.1. El plano subtendido por €(p,+1) y €(p, —1) es or-
togonal a la direccién de avance del fotén.

las € son dos vectores ortogonales entre si, y situados en el plano perpendicular
ap (fig. 14.4.1).

Las fases de los €(p.n) no son las que se siguen de las convenciones de
Condon y Shortley; unos vectores polarizacién con fases de Condon y Shortley
son los x con

x(p,n) = —ne(p.n). (14.4.19)

La normalizacién de las ¥ es, con cualquier eleccién (€ o x)
/d% W0 (r,8) B0 (1,8) = (208)8,6(p — D). (14.4.19)

En lugar de los € se utilizan a veces los vectores de polarizacion cartesianos
e; cuando OZ es paralelo a p,
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Los e vienen dados en funcién de los () por una férmula idéntica a la que pasa
de €® a €, (14.4.19¢c) Nétese que los e 1o son vectores propios del operador
de espin, pero corresponden, en electromagnetismo clasico, a una orientacién
paralela a e del campo eléctrico, £.
EJjercicio: Escribir los €, B que corresponden al ¥ de (14.4.19). Comparar
con las ondas electromagnéticas en la teorfa de Maxwell e

EJercicio: Comprobar que se tiene

> elp.n)e; (pom) = 6i; — p;i)j e (14.4.20)
n=d41

PROBLEMAS
P.14.1. Calcular los estados propios de nS para una particula de espin U, n®=1

Solucién. Con C una constante arbitraria,

n - C le:tl n +h n
S G RV e

P.14.2. Dado un §,, componente i del operador de espin para una particula de
espin s, encontrar las potencias independientes de S,.

Solucién. Puesto que los valores propios de §; son —fis, ..., +hs, se tiene
(2 = A(=$))(S: — Al=s+ 1)) (S, — hs) = 0

(para verlo, basta diagonalizar S,). Por tanto, 5225“ se puede expresar en términos
de potencias inferiores, S, n < 2s + 1.

P.14.3. A) Utilizar la expresién explicita de S, para un fotén para demostrar que

SP":@PXV

para cualquier vector v.
B) De aqui, comprobar que

in
Spe(p,n) = 5P e(p,n) = hne(p,n).

C) Comprobar la expresién explicita

ps + p3/(p + ps) — inpipa/(p + ps)
e(p,n) = 7 —pip2/(p +p3) +in(ps +pi/(p+p3)) |,
b —p1 — inp2

5*(13: U)C(Pa 77’) = 577\77’-
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P.14.4. Demostrar rigurosamente que un valor semientero de J, implica que la
funcién de onda tiene que tener mas de una componente.

Solucion. En la seccién 13.3 argliimos que sl LZW(Z’M)(G‘qb) = hME[/“"M)(@,(ZJ)‘ y
por tanto, WM (0 ¢) = e MP(0), M debia ser entero para que se tenga

M (9 gy = WM (9. 6 + 2nr).

Pero esto no es cierto: solo podemos requerir que WM (9 ¢ + 2nm) y w04, 6)
difieran en una fase, como ocurre para las funciones de espin semientero. La de-
mostracion rigurosa de que M =entero es algo més complicada. Consideremos que
M pudiese ser semientero, digamos, M = 1/2 para fijar ideas; la extension al caso
general serd evidente. Podemos escribir, atn,

WM (g, p) = &9, 10 (0)

v 1 2(0) satisface la ecuacion diferencial
(M?* — %sel‘lQH)wl/g(G) = sen@(% (senﬁae ) 1y 2(0),

con solucién proporcional a v/send. La solucién global es, pues
/220 ) = Ce'®’*Vsen .

Aplicando L, L_w/23/2 (0 ¢), las relaciones de conmutacién de los operadores
del momento angular nos dicen que LﬁLP“/Q’l/Q)(G,QS) deberia ser proporcional a
g/2=1/2) (9 4). Pero esto no es cierto ya que

Ce—io/? cos b

Veenf

Las funciones correspondientes a [ = 1/2 no son compatibles con las relaciones de
conmutacion de las L;. Las funciones de onda para valores semienteros del momento
angular tienen que tener varias componentes.

i gt/ 1/2)(9 ) =

P.14.5. Comprobar que los vectores de polarizacién lineal, en unos ejes arbitrarios,

sOn

5 — 1o . (0)
P3 o0 () TR Wl LR/ SV L ()Z

e(p.m) p(p +ps) p

donde
(1) =1, e’ (1) =€l (1) =0,
e(-1) =1, -1 =e(-1) =0

P.14.6. Sixi(}), x2(A) son las funciones de onda de espin, normalizadas a la unidad,
de las particulas 1, dmbas con espin 1/ y con A el valor de la tercera componente del
espin, comprobar que las X1 (u) con espin total s, s = 0,1, con tercera componente
L, v también normalizadas a la unidad, son

K0 = —= [ e -0 (-Dud)



CAPITULO 15.

Slmetrlas discretas: paridad
e inversién temporal. .
Fases y reglas de superseleccion

15.1. Paridad
La operacién de inversion espacial,
Ilir=—r

dejando el sentido del tiempo fijo es una simetria de la mecdnica clésica.
Cudanticamente a esta transformacién le hacemos corresponder un operador,
el operador paridad P definido por

PU(ry, ..., ro3t) =np¥(—r1, ..., =T, 1) (15.1.1)
Puesto que I;(I;r) = r, pedimos que
Pi=1 (15.1.2)

lo que implica
np = +t1. (15.1.3)
Al nimero np se le lama paridad del sistema.
La transformacién de operadores bajo paridad se halla facilmente de su
forma explicita y (15.1.1); tenemos

PQP = - Q
PPP = _P (15.1.4a)
PLP ! =L.

La ley de transformacién de S no puede obtenerse de esta manera, pero recor-
dando que S y L son aditivos podemos definir

PSP~ =8, (15.1.4b)

Si el hamiltoniano tiene la forma

24> V(re -1yl

ab

uso de (15.1a) demuestra inmediatamente que

PHP ' =H (15.1.5)
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esto es, H y P conmutan y. por tanto, la paridad del sistema es conservada en
el tiempo.!

Consideramos ahora la transformacidon bajo paridad de los armoénicos
esféricos. La transformacién r — I,r = —r es tal que, bajo ella, las coor-
denadas polares cambian como sigue:

Lo:r—r, 6—>5m1—0;, ¢— 1+ 0.

Utilizando la forma explicita de los arménicos esféricos, ec. (13.5.2) y siguien-
tes, tenemos

PY}(0,6) = Vi, (m = 6,7+ ¢) = (=1)'Vi(6, ). (15.1.6)

Para una funcién de onda arbitraria, con

%) -+
(r,t) = Z Z C/M(Tat)yx/i(@a@
I=0 Af=—1
tenemaos
) oS 4+
PU(r,t) =np Z Z Con (r,)(=1)'Y3,(6, ) -
(=0 M =—1

las paridades relativas de estados con momento angular total par/impar son
opuestas y, por tanto, una funcién de onda con paridad bien definida sélo puede
contener valores de [ pares o impares.

15.2. Inversién temporal

Clasicamente, si una trayectoria p., r¢ es posible, la misma trayectoria re-
corrida en sentido inverso también lo es. Formalmente, podemos obtener esta
trayectoria cambiando t — —t pero dejando r sin cambiar (inversién temporal,
o inversion del movimiento). Bajo esta tansformacion,

) - dI‘C] dI‘C]

L DX Po =Mogs = M &

En mecénica cuantica no podemos definir un operador lineal que corres-
ponda a esta transformacién ya que es incompatible con la ecuacidén de
Schrodinger. En efecto, al cambiar t — —t, H = (1/2m)P? 4+ V(r) no cambia,
pero ih0, se convierte en —ihd,. Para definir una transformacién cudntica que
corresponda a la simetria clasica (15.2.1), tenemos que considerar un operador
T que cambie t — —t v, ademds, cambie a los nimeros complejos en sus conju-
gados. Si pedimos que deje los médulos de los productos escalares invariantes

= —pu. (15.2.1)

! Sin embargo, existen en la naturaleza interacciones que violan la conservacién de la
paridad (interacciones débiles). Necesariamente involucran acoplamiento del espin
v las variables espacio-temporales.
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tenemos lo que se llama una transformacion antiunitaria.> De esta manera, y
considerando de momento particulas sin espin, definimos

7&[/(1‘1, e T t) =Pt (ry, o, Ty —1); T2 =1. (15.2.2)
Aplicando 7 a los dos miembros de la ecuacién de Schrodinger tenemos
T (1RO (r,t)) = —ihT (¥ (r,t)) = nrihd¥* (r, —t) = THP (r, —t),

donde por r representamos al conjunto de los ry,.
Ahora bien: bajo 7, el operador Q no cambia, pero, debido a que P =
—1hd/0r, tenemos que admitir que P cambia de signo:

TQT'=Q, TPT '=-P.
Sin embargo, como en el hamiltoniano P sélo aparece cuadraticamente, resulta
que o R
THT *=H

y por tanto o o )
THY = HTW = np HY* (v, —t).

Hemos obtenido la transformada de la ecuacién de Schrodinger bajo inversion

temporal: i
ThoW™(ry, ..., Ty; —t) = HO*(ry, ..., 1, —t). (15.2.3)

Si?(ry, ..., ry;t)essolucidn de la ecuacién de Schrodinger, ¥* (ry, ..., ry; —t)
también lo es: la definicién (15.2.1) de inversién temporal (que, repetimos, no
es lineal) si es compatible con la ecuacién de Schrodinger.®
Las propiedades de transformacion del momento angular y espin bajo T
son
TLT t'=-L; 787 '=-8. (15.2.4)

Para estados con momento y tercera componente de espin bien definidos, |p, A},
escribimos

Tlp, A) =n(N)] = p, =) (15.2.5a)
y, por coherencia con nuestra eleccién de fases para estados de espin hay que

tomar -
n(A) = (—1)#e' (15.2.5b)

y ahora d es independiente de .

> Wigner (1959). La invariancia bajo 7  de las relaciones de conmutacién [@Q, P]
también obliga a que 7 sea antiunitaria.

3 Algunas aplicaciones de la invariancia bajo inversién temporal pueden encontrarse
en Wigner (1959), Galindo y Pascual (1978); nosotros veremos una en la sec. 22.5.
Existen interacciones en la naturaleza que violan invariancia bajo inversion tempo-
ral, aunque son muy débiles.
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Ejercicio: Comprobarlo e

Un dltimo punto. Para operadores antilineales, esto es, tales que 7 (a¥) =
a* TV hay que definir el adjunto, por consistencia, como

(B|Tw) = (TTo\w) = (@|TTd)".
EiJercicto: Teniendo en cuenta esta definicién, demostrar que FT=7"' o

15.3. Simetrias y fases. Reglas de superseleccidn

En repetidas ocasiones hemos utilizado el argumento de que, si una transfor-
macién I es equivalente a la identidad, el operador que la representa I debe ser
la unidad. Sin embargo, este argumento no es muy riguroso; en realidad, sdlo
podemos pedir que U(I) equivalga a multiplicar las funciones de onda por una
fase global (esto es, la misma para todas). En principio, por tanto, tenemos que
generalizar muchas de nuestras relaciones. Por ejemplo, si R, R’ son rotaciones,
la condicidn )

U(RR") = U(R)U(R) (15.3.1)
se debe generalizar a
U(RR') = * I 0(R)U(R); (15.3.2)
para la paridad hay que admitir que P2 = 1 ha de sustituirse por P2 = ¢(P)
y para la inversién temporal tendremos, en principio, 72 = (7). Finalmente,
hay que admitir que una rotacién por 2, R(27), puede ser tal que U(R(27)) =
e?(2™) (todas las @ reales).

Dada una operacién (digamos de simetria para fijar ideas), T, si U(T) es
el operador que la representa, el operador U(T)ei“’(T) es también una repre-
sentacién aceptable. En la mayoria de los casos, podemos ajustar estas fases
arbitrarias de manera que se tenga U(I) = 1 para una transformacién equi-
valente a la identidad; asi, en el texto hemos presentado formas explicitas de
U(R) para las que (15.3.1) vale, y de P para la que P? = 1. Pero existen
situaciones en las que esto no es posible. En la seccién 14.2 vimos que, para
una particula de espin s,

U(R(2m)) = (-1)*. (15.3.3)
Para la inversién temporal, la definicién (15.2.5) nos muestra que

T% = (-1)%, (15.3.4)

como se comprueba facilmente. Si cambiamos 7 en una fase, 7/ = Te'®, el
caracter antilineal de 7 implica

,j—/2 _ /feir.zrj-e'm — j—»j—eicxe—ia _ j-Q

luego el resultado (15.3.4) tiene validez general.
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Cuando [7(]) # 1 tenemos lo que se llama una regla de superseleccion;* el
operador U([) tiene que conmutar con todos los observables ya que, de lo con-
trario, I no podria ser equivalente a la identidad. Todos los estados fisicos tienen
que ser estados propios de (7([), y no puede haber estados fisicos superposicién
de estados correspondientes a valores propios de U(I) distintos. El espacio de
los estados se descompone, de hecho, en espacios disconexos correspondientes
a los distintos autovalores de U(I) Acabamos de ver un ejemplo: debido a
(15.3.3), (15.3.4), el valor del nimero (-1)2* (mas generalmente, (—1)% con j
el momento angular total) nos proporciona una regla de superseleccion: no se
pueden superponer estados con momento angular total entero y semientero.

Otro ejemplo es el de invariancia gauge que, como veremos en la sec. 18.1,
implica que la carga eléctrica conmuta con todos los operadores y proporciona,
por tanto, una nueva regla de superseleccion.

PROBLEMAS

P.15.1 Utilizar la invariancia bajo paridad para simplificar la solucién del pozo
finito que vimos en la sec. 6.5. (Escdjase el origen de coordenadas de forma que el
potencial sea

— cx <
Viz) = 0, L/2<x<LJ/2
a, z<—-LJ/2, z>L/2,
por tanto invariante bajo paridad).

Solucién.  Como el hamiltoniano conmuta ahora con P, podemos buscar soluciones
simultédneas de
I—[U"’nz; = E'(/”'n s 7:)'(./"11:) = 771/)717/,

n = +1. Debido a la simetria sélo tenemos que ocuparnos de la zona x > 0. Tenemos

Wn41 =Ctrcoskz, |z|] < L/2,
Yn,—1 =C_senkx, |z| < L/2;

IA

para x > L/2, iy = Cpe™ "% Aqui, k= i V2mE, ko = A7 /2m(a — E).
Las condiciones de empalme nos dan

CrceoskL/2 =C, cf'”'"L/Q, kCysenkL/2 = Iﬁlaé+e~MLL/2, n =41
CosenkL/2=Cre ™ 2 kC_coskL/2 = —koC_e "% n=—1
De aqui obtenemnios las soluciones y las condiciones de consistencia (cuantizacion)
tankL/2 = ko /k, 1= +1,
tankL/2 = —ka/k, n=—1
La primera siempre tiene al menos una solucién.

4 Discutidas por primera vez de forma general por Wick, Wightman y Wigner. Més
detalles sobre esta cuestiéon pueden encontrarse en el libro de Galindo y Pascual
(1978).
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P.15.2. Hallar la paridad de los estados %, en un pozo simétrico infinito.

P.15.3. Hallar las propiedades de trasformacion bajo paridad de operadores y fun-
ciones de onda del oscilador arménico, en una y tres dimensiones.

Solucién.  Consideramos el formalismo de operadores de creacién y aniquilacion.
Dadas (15.1.4a) es claro que o
PaP~! = —a.

Escogemos la fase global arbitraria de P de forma que Plwho) = [4o). En una di-
mensién, dado que [¢,) ~ (ELT)”|/1,Z;0),

Pln) = (=1)"[tbn).
En tres dimensiones, Pa, P! = —a;. j =1,2,3 y
1, ma2,ma) ~ (a1)™ (@])™2 (&))" |000)
con notacién obvia. Por tanto,

Plny,no, ng) = (—1)™ T2t

‘TLl,ng,‘rLg).

P 15.4. Hallar las propiedades de transformacién bajo inversién temporal de los
operadores de creacion-aniquilacion en el oscilador arménico.
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El problema de dos particulas.
Potencial central

16.1. Sistema de dos cuerpos aislados

Consideremos un sistema aislado compuesto de dos particulas, que denotare-
mos con los {ndices 1, 2. Suponemos que son distinguibles; si fuesen idénticas
bastaria con simetrizar o antisimetrizar su funcién de onda. Tampoco ten-
dremos en cuenta el espin, de momento. Escribimos el hamiltoniano del sistema
como
[ )

—VS+V(|I‘1 —r2|)’ va:_’ a,:l’Q (1611)

H=- -
2my L 2ma or,

v hemos utilizado invariancia bajo traslaciones y rotaciones para considerar
que V sélo depende de |r; — rol.

Al igual que se hace en mecédnica cldsica, puede separarse el movimiento
relativo del del centro de masa. Para ello, introducimos el radio vector relativo,
r =r; — rog, la coordenada del centro de masas,

miry + mo¥ro

e, =
my + me

! v la masa reducida, m,
TNy

my + mg

En términos de momentos, tenemos el momento total

P=P,+Py,, P=—ihV, = —ih(V;+Vy)
y el momento relativo,
. i —ih
P, =—-ihV,= —— (maV; —mVa).

mp + Mo
Fl operador momento angular también se separa:
fA:iJ] +]i)2 =TYemm. ><]f:’+r><f’,..
En términos de estas cantidades el hamiltoniano se puede reescribir como

. B2 o2

h2
)& S S— - V4V 16.1.2
2(my +mg) ™ 2m Ve + VIrl), ( )
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esto es, como la suma de dos términos independientes: el hamiltoniano del
centro de masas,

2
Hew = —m v (16.1.3a)
y el que describe el movimiento relativo,
Hyo = s V2 + V(|r]). (16.1.3b)
2m
Se tiene . X )
H=H.\w + Ha. (16.1.3¢)

Podemos buscar, por tanto, soluciones de la ecuacién de Schrodinger del sistema

de la forma
'l/)(rl ) r‘Z) =P m. (r('.m.)/l/)re.l (l‘),
H{‘.m.w(:.m. (rc.ln.) = E(:.m'(/)c'.m. (rc.m.): (1614(1')
‘F‘Ir(‘lwre\l(r) = Er(-‘.l’(/)rcl(r>

de manera que .
H'z/)(r] R I‘g) = (E(-“m, + El-(.\]) 'z/)(rl s I‘g). (1614b)

Es decir: las variables del c.m. y relativas se separan; el problema se descom-
pone en el de una “particula” con masa igual a la masa total del sistema,
my + me, cuya funcién de onda evoluciona libremente; y el del movimiento
relativo, descrito por lﬁlm, (1), que es idéntico al de una vinica particula en
el potencial V(|r|) pero con masa igual a la masa reducida del sistema, m.
Pasamos en este capitulo a estudiar este problema; para aligerar la no-
tacidn, suprimimos los subindices “rel” y escribimos, simplemente, la ecuacién
del movimiento relativo como
2
Hip(r) = ( 277‘

m

AR V(|r|)> Ye(r) = Eye(r). (16.1.5)



EL PROBLEMA DE DOS PARTICULAS. POTENCIAL CENTRAL 203

16.2. Potencial central. Ecuacién radial. Comportamiento
en el origen

16.2.1. Ecuacién radial; funcién de onda radial

Nuestro punto de partida es la ecuacién (16.1.5). Comenzamos por introducir
coordenadas polares, r — (7,60, ¢). En términos de ellas

0,
s 10 (50
V—7_27<7 or

P

LA L9 (el L2

72 |send 06 \>"700 ) T sen?6 04
i

(cf. sec. 13.2). Por tanto, (16.1.5) se convierte en
1 (h* 0 (4,0 R
_ _ [ L— _ — L2 ' V )1 = E oo 1621
om {7‘-2 or <7 or > 2 } be + Vi ve ( )

las variables angulares y la radial se separan. Podemos continuar simplificando
el problema buscando soluciones de (16.2.1) que sean a la vez funciones propias
del momento angular y de su tercera componente, ya que H, L2 y L. conmutan
entre si:

z/2,w(/.A1)<7_’01¢) :Fl,z[(/—i-l) l/\[)( 2 ¢)

N 16.2.2
Loy ™ (r,0,6) =hAL "M (1,6, ). e

Como sabemos, estas funciones de onda son de la forma ") (r 6, ¢) =
Vi (8,0)Rpi(r). A Rei(r) se la conoce como funcion de onda radial. Nétese
que puede depender de I, pero no de A, como se sigue de la ecuacién que
satisface. En efecto, sustituyendo 4 (1 6, ¢) = Y (8,¢)Re(r) en (16.2.1),
y utilizando (16.2.2), obtenemos la ecuacién (conocida como ecuacion radial)

1 d 5 d I(l+1) 2m

= — (7P ) Rel) - S5 Rlr) + 25 {E = V() }Rea(r) = 0.

2 dr <7 d’r) eu(r) 0 gi(r) + 2 (r) t Rei(r)
(16.2.3)

La condicién de normalizacion viene dada por el producto escalar en polares:

<,z/)(1.1\1)|,4/)(l'.f\l')>
2T -1 , o)
:/ dd)/ dcos@Y,(,((),q&)*Y,f,,(&,(/))/ dr r? R, (r)Rp (r) (16.2.4a)
0] -1 J ()

= Abubniar e,
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con A = 1 si las funciones estan normalizadas a la unidad. Por tanto, el pro-
ducto escalar de funciones radiales debe tomarse como!
o0
(R|R") = dr r*R*(r)R'(v). (16.2.4b)
Jo

Nétese también que los niveles energéticos son degenerados: como (16.2.3) no
depende de M, resulta que las 2] + 1 funciones de onda

ReYy, M= -1, —1+1,...,1

corresponden todas al mismo valor de la energfa.
La ecuacién radial puede hacerse atin mds parecida a la de una particula
en una dimensién si definimos fg; por

fei(r) =rRgi(r). (16.2.5)
En términos de fg, el producto escalar es, simplemente,
elfew) = [ dr Fatr) fe () (16.26)
y la ecuacién (16.2.3) se convierte en
i+ {5 (B-ve) -5 iy =0, a2

Esta ecuacion es idéntica a la que obedece una particula en una dimension
con dos salvedades. En primer lugar, 7 es necesariamente > 0; en segundo
lugar tenemos, incluso en ausencia de interaccidn, un término tipo potencial,
el l(1+1)/r?. Ambos efectos podemos tenerlos en cuenta utilizando un potencial
efectivo, V., con

RE 1L+ 1)
W(T) _ V(T) + % T , >0, (1628)
o0, r < 0.

Al término (h?/2m)l(l + 1)/r* se le conoce como barrera centrifuga, porque
tiende a apartar la particula del origen. La condicién fg(r) = 0 parar < 0
viene impuesta por ser Vj(r) = oo para r < 0. En particular, de la condicidn
fei(0) = 0 se sigue (cf. sec. 6.1, final) que, salvo una fase global, fz(7) (y, por
tanto, Rpy) es real y, ademds, tnica para cada F, [.

El que [fg; satisfaga una ecuacién y normalizacion idénticas a las de una
funcién de ondas en una dimensién no nos tiene que hacer olvidar que esto es
un artificio matematico; la funcién de onda fisica es Rg. Asi, por ejemplo, la
probabilidad de encontrar la particula a distancia r del origen es |Rg(7)]?.

Tradicionalmente, los distintos valores de { tienen unas ciertas denomina-
ciones. Asi, a los estados con I = 0 se los conoce como estados en onda S, a los
de !l =1onda P,alosdel =2 onda D,ladel =3 F y a partir de aqul en
orden alfabético.

! Escribimos este producto escalar con paréntesis redondos para recordar que es dis-
tinto del ordinario.
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16.2.2. Comportamiento de las funciones de onda en el origen

Consideramos ahora el comportamiento de la funcion de onda en el origen.
Suponemos (lo que es cierto en todos los casos de interés) que

. 2

lim 7V (r) = 0.

r—0
Entonces, en el limite » — 0 el término de la barrera centrifuga domina y
(16.2.7) se convierte en

" I(!
ri(T) = (—T—ZQ feu(r),

con solucion
failr) = Crttl ot
P —

La condicién de contorno fg;(0) = 0 sélo se cumple si €' = 0, luego hemos
obtenido el comportamiento en el origen de la funcién de onda radial:
feilr) = Cr'*th Rp(r) ~ Crt. (16.2.9)
r— r—
Clasicamente, una particula con [ # 0 pasa a una distancia finita del origen.
En efecto, se puede escribir
Lt = poro

donde rq es el radio vector en el punto de méxima aproximacion al origen, y po
el momento en este mismo punto (ver fig. 16.2.1). Cudnticamente, (16.2.9) nos
dice que, si l # 0, la probabilidad de encontrar la particula en el origen es cero,
ya que entonces Rg;(0) = 0; aunque hay probabilidad no nula de encontrarla
tan cerca como queramos de él.

FIGURA 16.2.1. Trayectoria cldsica.
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16.3. Particula libre. Comportamiento en el infinito
de funciones de onda; desfases

16.3.1. Particula libre; cambio de base

Para estudiar los estados de una particula libre podemos diagonalizar si-
multaneamente Hy y P,

H(JWED(I"? t) = EWgp(r;1),

X (16.3.1)
PWgp(r;t) = p¥ep(r;t)
ecuaciones cuya solucion son las ondas planas,
Wpp(r;t) = Pr=E0/M 0 p = p2 /om, (16.3.2)
(WppWep) = (270)°3(p — p'). |
Alternativamente, podemos buscar soluciones comunes a Hy, L2y L.:
Hopg"") =B (16.3.3)
D R (RS VA N A ACL LIS Vi S -
Como vimos en la seccién anterior, esto implica
w0 — Byl (6 )R (r) (16.3.4)

) . C, . . S
doncle R(E,) es solucién de la ecuacion libre, (16.2.3) con V = 0, que escribimos
como

2 oy (e L+1 V2mE
Ril + R + (k% - %) RY =0 k= }’_)” . (16.3.5)

. 0 . o
El comportamiento para v — 0 de R(E,)(r) nos sugiere escribir

(0) _ 0
RE[_ (r) =7r"gei(r)
con lo que esta ultima satisface la ecuacion

2(l+1 .
95+ ﬁi) 9+ K ge = 0.

De ella es facil deducir la relacidon de recurrencia

1 7/
gei+1(r) = T gei(T).
Para | = 0, (16.3.5) tiene como solucién?
(0) ,sen kr
Ripy(r)=0C .

2 La otra solucién posible, C(cos kr)/r, no es aceptable porque es singular en el
origen.
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y, utilizando la relacién de recurrencia, obtenemos la solucién general

(16.3.62)

Rg( ) = Cy(kr), gi(kr) = (=1) (_) (1 d > sen kr

r dr kr

Las funciones j;(kr) se conocen como funciones esféricas de Bessel; estan rela-
cionadas con las funciones de Bessel de primera especie, J,,, por

. [ T 1pan
j[(kﬁ'f') = % JH_l/g(/CT), (J.636b)

y estan normalizadas por®

/' dr 25 (k) (k') = 5 8(k — k). (16.3.6¢)
En el infinito,
. sen(kr — wl/2
Ji(kr) = LT/) .

LA
Ambas bases, ¥ v son com letas; vamos ahora a encontrar los
) Ep Yy E P

coeficientes que nos pasan de una a la otra. Comenzamos escogiendo el eje OZ
a lo largo de p. Entonces, y definiendo k = Ap,

(16.3.64)

elkr — elk;'r cos 9.

Desarrollando en polinomios de Legendre (problema P.16.3), obtenemos

pikr cos @ =\/72 (2L + 1) Pi(cos 8)Jy 41 o (kr)

- (16.3.7a)
Zl’ 20+ 1) Py (cosB) g, (kr).
1=0

A gran 7 tenemos

o
eik'rc.os@ ~ Z 2[ =+ ])])l COb 9) sen(/\xr — 7!'[/2) (1657b)

En el caso en que p estd orientado arbitrariamente, sean Oy, ¢di y -, ¢y
los angulos polares de k, r, respectivamente. Utilizamos la férmula

Pi(cos )

(O, i)™ A[( ¢r). 0= Lkr)

A=—1

* Esta normalizacién se sigue de la formula de Hénkel,

CO(k— k).

| =

/’X dzxJ, (kx)J, (k'z) =

/0

para mas detalles sobre funciones de Bessel, ver el Apéndice IV.
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(ver Problema P.13.2) para concluir que

oG +1
e = dm > i YOk, da) Vi (60,6, )i (k). (16.3.7¢)

=0 Al=-]

16.3.2. Particula en interaccién: comportamiento en el infinito;
desfases

Pasemos ahora al caso general, en que el potencial es distinto de cero.
Suponemos, sin embargo, que el potencial es de corto alcance; es decir, que
se satisface

rV(r) — o.
T 00
(Esta condicidon no se verifica en el importante caso del potencial coulombiano,
que estudiaremos especificamente en el proximo capitulo). Podemos tomar en-
tonces la particula como libre. a grandes distancias. En este limite, (16.2.7) se
convierte en
() + k2 fe(r) =~ 0

1 —

con solucion fgy(r) ~ (constante) sen(kr -+ 4,), o sea

Re(r) ~ C sen(kr + Ay) .
r—oc kr
Puesto que las Rg;(r) se anulan para r = 0, el argumento del final de la sec. 6.1
vale y A, tiene que ser real.

En la subseccion anterior hemos visto que, incluso para V = 0, la presencia
de la barrera centrifuga implica un valor no nulo para las A;: (16.3.6d) nos dice
que

Ay =—7l/2, siV =0

Es, por tanto, conveniente separar A; en dos trozos escribiendo Ay = §, — 7l/2,
con lo que tenemos, escogiendo la constante C' de mdédulo unidad,
o, Sen(kr + 6, — /2 )
REl(T) ~ e'™ ( d / ) . (1638)

i Jer

La cantidad ¢;, conocida como desfase, es la que incorpora la dindmica ya
que, si V =0, §; se anula. La fase o depende de las condiciones de contorno;
para estados de dispersién veremos en la sec. 21.5 que coincide con el desfase,
vy = (5[.

En el analisis precedente hemos supuesto implicitamente que la energia es
positiva; de lo contrario, el movimiento a 7 — 0o no es posible clasicamente, &
se convierte ¢n imaginario y la solucién

fer ~ sen(ilk|r + 4))
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no es aceptable fisicamente; hay que tomar

v —2mFE

- .
En este caso, el andlisis es totalmente analogo al realizado en la seccidén 6.5 y
no insistimos en él.

De (16.3.8) podemos encontrar la generalizacion de (16.3.7¢) al caso en el
que hay interaccién. Si ¥ (r) es una funcién de onda que, a gran r, se comporta
como una onda plana,

fei(r) ~ Ce™™" Kk=+
r—00

Pi(r) ~ eikr, (16.3.9a)

—0C

y Rgi(r) lo hace como (16.3.8), entonces

oc +1
d'/k(r):éhrZi’ Z Vi (61, 61 Yis (00, ¢ ) Riza (7)

=0 M=-

o0 +!
~ dm Y i T YO, 1) Yag (61, 6, )€ sen(kr + 6 — 71/2).

T— 0O

1=0  AM=-I
(16.3.10a)
En particular, si OZ es paralelo a k,
o
Ui (r) =) i*Pi(cos6) Re (7). (16.3.10b)
1=0

16.4. Pozo esférico tridimensional

En el préximo capitulo vamos a estudiar una serie de sistemas de dos particulas
con interacciones realistas (atomo de hidrégeno, quarkonio y el deuterén); en
ésta vamos a mostrar una primera aplicacién de las técnicas desarrolladas para
calcular estados ligados y estados del continuo para dos particulas interaccio-
nando por medio de un potencial correspondiente a un pozo esférico constante.
Aunque este potencial es, claramente, irreal, el modelo produce una buena
primera aproximacién para muchos sistemas, en especial en fisica nuclear.

Separando el centro de masa, y por tanto reduciendo el movimiento al
relativo, tenemos ¢l problema de una particula en el potencial

Vi) = Vr) = {5“ |r]r>\§L_L? . (16.4.1)

Tomamos el potencial atractivo a > 0 en vista a aplicaciones en fisica nuclear.
Distinguimnios las regiones

Ii e <Ly IL: |r| > L.
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Vamos a diagonalizar simultdneamente la energia, el momento angular to-
tal y su tercera componente. La funcién de onda serd pues

U(ryt) = e EYIYL(0,6)Rei(r), Rpi(r) =r"" fau(r) (16.4.2)

y fei(r) satisface las ecuaciones

() + {Zm (E—f—a) B l(l:; 1) }fEl(?")ZO

7_172
"o 2m Ww+1 ., .. )
felr) + {? (E) R } fea(r)y =0 (ID).

Ambas son idénticas a la de una particula libre reemplazando, en la primera,
FE por E + a.

—_
—

(16.4.3)

16.4.1. Estados ligados

Consideramos para comenzar el caso —a < E < 0 (estados ligados). En la
regién I, definimos k, = A~ \/2m(E + a) y tenemos como tnica solucién que
se anula en el origen la dada por

Fou(r) = Crrji(kar). (16.4.4a)

En la regién 11, la solucién con el comportamiento asintdtico apropiado viene
dada por la funcién de Bessel esférica de segunda clase (Apéndice IV),

V2m|E|. (16.4.4Db)

Las igualdades de las funciones y sus derivadas en » = L nos dan el valor de
Chi en funcién de Ciy,

L(r) = Curki(sr), &~

_ jl<kuL)
]C[(K,L)

y la condicién (implicita) de cuantizacion:

k(<L) _ ji(kaL)
ki(kL)  gi(kaL)

C]] C[, (16.4.58-)

(16.4.5b)

Estas ecuaciones no siempre tienen solucién; en el caso mads favorable (I = 0)
tenemos una situacién idéntica a la estudiada en la subseccion 6.5.2, y las
mismas conclusiones valen.
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16.4.2. Estados del continuo. Desfases
Para E > 0, tenemos la misma solucion, en la regién I:

Rip(r) = Cuji(kar); (16.4.6a)

en la region II, hay que admitir una combinacién de las dos soluciones de la
ecuacion diferencial, j; y v, ya que esta regién no contiene el origen:

RY.(r) = Cyji(kr) + Coy(kr), k=h"'V2mE. (16.4.6a)

Empalmando en » = L los valores de las funciones y sus derivadas, y utilizando
el comportamiento asintético de las j;, v, obtenemos los desfases,
erj[—l (kuL>yl (‘ICL) - A’?I (k(LL)yl-—l (kL)

knj/-—] (knL)jl(kL) - k'jl(k;u‘L)j[—l (k’L) ’

cot (k) = (16.4.7)

La expresidn explicita de la funcién de Bessel esférica y, puede verse en el
Apéndice 1V.

PROBLEMAS

P.16.1. Considérese el sistema formado por dos particulas idénticas. Encontrar los
valores posibles de [, y el espin total, cuando son bosones de espin cero y cuando son
fermiones de espin /s

Solucién. A) Bosones. La funcién de onda ha de ser simétrica bajo el intercambio
de las dos particulas. El c.m. no viene afectado por este intercambio; basta considerar
el movimiento relativo. Para éste, intercainbiar las particulas es equivalente a hacer
r — —r. Pero entonces (recuérdese sec. 15.1),

Yi (6, ¢) — Yij(m — 8,7+ ¢) = (=1)'Yi, (6, ¢).
Si escribimos la funcidén de onda relativa como
U(r, t) = Z Riar(rot)Yn, (6, ¢)
LM

la condicion de simetria implica Ria;(r,t) = 0 para todo ! impar: la funcién de onda
sélo contiene momentos angulares pares.

B) Fermiones. Sean A, a = 1, 2 las terceras componentes del espin y ¥y, x,(r,t) la
funcién de onda del movimiento relativo. Se ha de tener

i (r,t) = 2 (—r,t).

Componiendo los espines,

1

Uaie = Y (1/2,051/2,20]s) &1, .

s=0
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Utilizando los valores explicitos de los Clebsch—Gordan (ver P.14.5) resulta que la
parte de espin es simétrica, para s = 1, y antisimétrica para s = 0, bajo el intercambio
de espines. Por tanto, si escribimos

Yo (r,t) =D R (rBYi (0, 9),

1A

nos resulta

P.16.2. (Oscilador arménico en tres dimensiones). Hallar ¢l espectro de energias y
autofunciones del oscilador arménico en tres dimensiones, con valor bien definido de
Ly M.

Solucién. La ecuacién radial para las fi(r) es en este caso

Fr) + {2’” (E = tmwr?) - 2D }fm) ~0

=

Cambiando de variable, £ = 7\/mw/h, y con € = 2F /hw, esto se convierte en

I+ 1)

2 Q) + eful) = 0.

F€) =€ fil€) -
Escribiendo N
ful€) =€ e™2L(e?)
resulta que L satisface la ecuacion
yL'(y) + (1+3/2-y)L'(y) + NL(y) =0, y=¢

con N = (ng —1)/2 y neg = (e — 3)/2. Esta es la ecuacién que define los polinomios
de Laguerre. El nimero ng = n ha de ser entero y

L) = LIS ,(€%), n—1= par >0.

Las energias son Ey = hw(n + 3/2); como es ldgico, lo mismo que se habria obtenido
diagonalizando los tres H, en vez de H, L'y L,.

P.16.3. Demostrar (16.3.7a).
Solucién. La férmula a demostrar es

1 ! l
1 ) ikre by LT 11) sen kr
2/_ dz Blz)e =D (/c) (7- dr kr

1

o, definiendo & = kr,

. /+1d];PL(w)ei€I _ it(—l)lél <
2 -

1
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Utilizando la férmula de Rodrigues,

dl

1 2 A
o a7

PL(I) =

e integrando [ veces por partes, la férmula a demostrar se reduce a

1 i 2 ! e 1d tsen.f

Para [ = 0 la formula es trivial; para [ arbitrario, lo hacemos por recurrencia: si es
cierto para [, aplicando (1/£)d/d¢ a ambos miembros,

I+1 .t
L d sen € 1 i / 2 l ifx
- = = — dx (z° — 1)'e™".
(é d€> 3 e

Utilizando entonces que z(z?> — 1) = L+ 1)(d/dx)(2* —1)""* e integrando por partes
de nuevo obtenemos la relaciéon buscada para [ + 1.

P 16.4. Comprobar que las normalizaciones de (16.3.9) son congruentes, esto es

/d‘% T (1) (r) = (210)6(k — k)

/ drr Ry (r)Rei(r) = 55 6k — k)

0

se siguen una de otra, utilizando (16.3.9).

Solucién.  Utilicese que

oo +A
Z Z w1 (20) YAy () = 8(2 — £2)

¥ que
1. :
5820 = )75 (K — k) = 5(' — k).



CAPITULO 17.

Particula en un potencial
coulombiano.

El Atomo de hidrégeno.

Potencial lineal: quarkonio.
Potenciales dependientes del espin:
el sistema protén-neutrén.

El deuterén

17.1. Estados ligados electrén-protén: el &tomo de hidrégeno

Consideramos el sistema compuesto por un protén y un electrén;t denotanos
por e, m, y —e, m, a las cargas eléctricas y masas respectivas. Segtn el for-
malismo general, podemos descomponer el problema en la evolucién del centro
de masas, que lo hace como una particula libre, y el movimiento relativo, que
es equivalente a una particula de masa reducida

memy
m=———-
me + my
en un potencial coulombiano, V(r) = —e?/r. Si buscamos estados con energia,

momento angular y tercera componente del mismo bien definidas, la funcién
de onda serd

A (r) = Y, (0, ) Ry (r)

y la funcién radial obedece la ecuacion

, 2 ({l+1 2m e?
E(r) + - Rig (1) — ( p ) Rpi(r) + rel <E+ 7) Rei(r)=0. (17.1.1)

Puesto que m, /m,, >~ 1/2000 podemos, al 0.5 %o de error, identificar m, y m.

Las unidades ordinarias (gramos, ergios, centimetros, etc.) no son muy
apropiadas para un objeto tan pequernio como un atomo de hidrégeno. Debido
a ello, a veces es conveniente utilzar un sitema de unidades més apropiado, las
llamadas unidades atomicas. En este sistema se toma como unidad de longitud
el llamado radio de Bohr, ag,

2
h
mee?

ag = ~ 0.529 x 107% cm.,

L Todos los cdlculos que hagamos se generalizan ficilmente a los sistemas conocidos

como hidrogenoides, compuesto de dos particulas de cargas opuestas, interaccio- -

nando a través del potencial coulombiano.

U
§

!
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y como unidad de energia el Rydberg (Ry),

mee’

Ry = ——— ~13.6 eV ~2.18 erg. x 1071
y ‘Zh,z € rg

También es cémodo utilizar, en vez de e?, la llamada constante de estructura
fina, «,
" he  137.036°
c es la velocidad de la luz en el vacio. En términos de ella,
h 2 2

ap = , Ry= %mc o
mea

17.1.1. Espacio de posicién

Si definimos ahora las variables sin dimensiones

. [ Ry 2
E = — = r,
£ -F P anng

la ecuacion (17.1.1) se escribe como

2 ng l(l—i— ) .
Rii(p) + = Ry (p) + <—% +—= —=—— | Ru(p) =0. (17.1.2)
p p p
Para p — 00, (17.1.2) se convierte en RY;, = 4+ R, . La solucién de esta ecnacion
fisicamente aceptable es
Rei(p) ~ e ?/%.
=00

Podemos tener en cuenta esto y el comportamiento en p — 0, Rgi(p) ~ p',
para definir

Rei(p) = ple Py (p), (17.1.3a)

y Py (p) satisface la ecuacion

2(0+1) _1> ,/\,(p)—l—nE_l_l

Py(p) = 0. 17.1.3b
. 5 v () ( )

n
N (p) + (
Vamos a suponer que Py es un polinomio? de grado N. Por tanto, escribimos

1\7
Punip) = A;r, (17.1.4a)
=0

2 Utilizando propiedades de funciones hipergeométricas puede comprobarse que la
solucién no-polindmica de (17.2.3b) estropea el comportamiento en el infinito.
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y (17.1.3b) se convierte en

{—N-FTI,E—Z—].}ANION
N—1 .
3 LG+ DU+ 242 Ajps = JA; + (e — L= 1)4; } o =

j=0

lo que implica las relaciones de recurrencia

j—np+i+1
Ajp1 = — . ; 17.1.4b
MGG r2A+2) ( )
v la condicién de consistencia
N=ng—1[-1. (17.1.4¢)

Puesto que N es obviamente un entero positivo o nulo, vemos que ng tiene
que ser de la forma
ng = entero > [+ 1.

La energia esta cuantizada. A n = ng se le llama mimero cudntico principal
5 E
y a N nimero cudntico radial. En términos de n las energias posibles de los
estados ligados son las E,, con
ok
me _Ry ] 9 9

E,,,:—‘F = 7)‘) = 2T,)77),C’ &I, 'fl:l+1,l+2, (1715)
1 ne - [

(serie de Balmer). Ademds de esto, por supuesto, tenemos un continuo de
energias para £ > 0, que estudiaremos mas adelante. El espectro de energlas
es como el de la figura 17.1.1

El sistema es degenerado. Dado F,, fijo, o, lo que es lo mismo, dado
n, tenemos los valores posibles [ = 0,1,....,n — 1 (a esta degeneracion se
la llama degeneracidn accidental) y, para cada [, podemos tener los valores
M = —[,...,+/. En total,

n—1

> o(2i+1)=n’

1=0
estados con la misina energia. Ademads, hay dos valores posibles de la tercera
componente del espin del protén, y otros dos de la del espin del electron.

El polinomio definido por las condiciones (17.1.4) puede relacionarse con
funciones conocidas; son las funciones hipergeométricas confluyentes, o fun-
ciones de Kuminer, que, para n entero degeneran en los polinomios de Laguerre.
En términos de las primeras

PN([)) = ]_Fl(—]\r., 21 +2,[))

y en términos de estos polinomios tenemos, escribiendo ya la solucion completa,

n—1{—1)! 2r . 27
(n ' ) 7 emr/oon g2t [ " (17.1.6a)
(n+1)! nap nag
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Continuo
0 E,= -Ry/16
E,= -Ry/9
E,= -Ry/4
E,= -Ry

FIGURA 17.1.1. Niveles energéticos en el atomo de hidrégeno.

Esta expresion es real, y estd normalizada a la unidad:
oo
/ dr 2 Ry (r) Ry (1) = S (17.1.6b)
0

La demostracién de esta normalizacién no es trivial, ya que no se sigue direc-
tamente de las férmulas de ortogonalidad de los polinomios de Laguerre. Para
n # n' la teoria general nos garantiza que la integral en (17.1.6b) se anula.
Para n’ = n, sustituimos (17.1.6a) en el miembro de la izquierda de (17.1.6b)
y obtenemos, después de cambiar variables,
o 1 (n—1-1)!

dr Tan[ (r)R,. (r)

_ 20+2,—p LQH—l 2‘
0 " 2n  (n+1)! / dep [ 1(0)]
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Es necesario utilizar ahora la férmula de recurrencia
zL(z) = (2N +v + 1)L (z) — (N + 1) L5 (2) = (N +v) L (@)

para obtener una forma reducible a la relacién de normalizacidn de los polino-
mios de Laguerre (Apéndice IV).
Para los primeros estados tenemos,

2 - 1 r - a
RlO(T):T/Ze /o8 Rzo(T):—;/Q <1—a—>e /2 B,
s V2ay : (17.1.7)
1 4 o
Ry ()" 7 —7/2ap
2v6a ag

17.1.2. Espacio de momentos

El dtomo de hidrégeno puede resolverse exactamente, en términos de funciones
conocidas, también en espacio de momentos; esto puede hacerse transformando
Fourier las soluciones que hemos encontrado, o directamente resolviendo la
ecuacién de Schrodinger en espacio de momentos. No presentaremos los detalles
que pueden verse, junto con referencias, en el texto de Bethe y Salpeter (1957);
unicamente daremos la solucion.

Si escribimos

H]ﬂ/)nll\fl (p) = E717,[)nl/W(p)a (1718)
con F, las energias de la serie de Balmer, se tiene
w'nvll\/[(p) = Y&(97)3¢P)F7L’(p)> (1719)

v las funciones radiales son

2(n —1~1)! 241 ”l[(P/PO)l

F.lp) =
W=\ " (pp0)? + 1752 —_—
X 2 -1
« Cl+l (7’7 (p/po)[ ) : — ﬁ an.
"R (p/po)? + 1 P /as
Las F},; estan normalizadas a
/ dpp?®| Fun(p)|” = 1, (17.1.10b)
0

y los C¥; son los polinomios de Gegenbauer; para los primeros valores de NV,
C¥(z)=1, CY¥(z)=2vzx, CY(z)=2w({+1)2?—v

En general, ver Magnus, Oberhettinger y Soni (1966).
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17.2. Propiedades elementales del atomo de hidrégeno

El radio medio, y por tanto el tamano de un atomo de hidrégeno en el estado
caracterizado por los nimeros cuanticos n, [ es?

(1Y = /0 dro? [R.,,,[(T)]Q = [3n% — Il + 1)](17B

Para el estado fundamental, (r)1g = ;aB ~ 0. 7 X 10 8§ centimetros.

La velocidad media del electrén, v, = Ynts puede también calcularse
facilmente: expresandolo en términos de «,

712

i = 2 {(B-V)) =2 (Bt -

De nuevo en el estado fundamental, esto nos dice que 9%,/c* = a® = 0.5x 1077,
lo que nos proporciona el orden de magnitud de las correcciones relativistas.

Todos los niveles de energia, salvo el méas bajo (estado fundamental) son
inestables; un electrén puede pasar de un nivel E, ., al E,, (o, aunque con
menos probabilidad, a uno inferior) emitiendo uno o mas fotones. Aunque el
caleulo detallado requiere que desarrollemos la teoria cudntica de la radiacion,
lo que haremos en el capitulo 20, podemos ya concluir que la ley de conservacién
de la energla implica que la energia del fotén emitido serd

By =FEpo— B, = ;;% Ry,
con lo que la cuantizacion de la radiacidén emitida por dtomos queda explicada.
En particular, el electrén no puede “caer” al nucleo porque hay una energia
minima, £ = —772,64/277,2 = — Ry. Esta es la energfa que hay que proporcionar
al electron para desligarlo del nicleo, que se llama energia de ionizacién, y es
de unos 13.6 eV.

Consideremos ahora un atomo cuyo nucleo tenga Z protones y, por tanto,
carga Ze. Si despreciamos en una primera aproximacién las interacciones entre
electrones frente a la interaccion de éstos con el nicleo, el problema es andlogo
al que hemos resuelto reemplazando €2 — Ze?. En particular, a cada energia
E, = —Z%Ry /n? corresponden 2n? estados independientes de los electrones;
el 2 viene del espin del electrén. Puesto que, segin el principio de Pauli, sélo
puede haber un electrén en cada estado, resulta que en el nivel n = 1 puede
haber 2 electrones, en el n = 2 habrd un méaximo de 2 x 22 =8, eneln =3
habrd, a lo sumo, 18, etc. Los electrones mas “visibles” seran los externos.
Esta estructura permite explicar en particular lag propiedades de los enlaces
quimicos; nosotros dejaremos aqui el tema.

3 Este y el siguiente calculo pueden realizarse utilizando las férmulas del Apéndice IV
de integrales de potencias con polinomios de Laguerre.
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17.3. Particula en un campo coulombiano:
estados del continuo

En esta seccion consideraremnos los estados de una particula en un campo
coulombiano, con energia positiva. Trataremos simultianeamente los casos de
potencial atractivo, para £/ > 0, y repulsivo (donde no hay estados ligados y por
fuerza E > 0). Si e, ey son las cargas de las particulas que interaccionan y. por
tanto, el potencial coulombiano es eyes /7, definimos o = 1 si ejes es negativo
(potencial atractivo) v o = —1 si ejes fuese positivo (potencial repulsivo).

Denotamos por m a la masa reducida del sistema y escribimos, ademsés,

h? . V2mE

mle e’ - I

apg =

Si las particulas en interaccidn fuesen electrén y protén, tendriamos o = +1y
ag coincidiria con el radio de Bohr, ap.
La ecuacion radial se escribe ahora como

” 2 (l+1 20
Rk,, (7) + 7— 2:1(7') - (TQ) Rk;l(’l“) + kJZRu (T‘) + (l(_T Rk-/('f') = 0. (1731)
)

Podemos tener en cuenta el comportamiento a gran 7 y a pequeno r definiendo
Ry (r) = e ¥ (2kr)td(r). (17.3.2)
Igual podfamos haber escrito
R (r) = et (2kr) & (r); (17.3.2)
luego veremos lo que esto implica. Cambiando de variable,

1

7"=§kz

(en el caso de haber escogido (17.3.3) tendriamos que haber tomado r =
—z/2ik), y definiendo Fj;(z) = ®(z/2ik), la ecuacidn (17.3.1) se convierte en

20+ 2

Z

—i k—1-1
. io/ag

z

formalmente idéntica a la (17.1.3) para Py. La diferencia es que ahora el papel
de ng lo juega —io/apk que, evidenteninente, no puede ser un nimero entero.
Por tanto, si desarrollamos Fj,;(z) en potencias de z, la serie serd infinita:

&)
F;,;l(z) = Z Aj[Z['.
=0
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Los Aj, satisfaran una relacién de recurrencia idéntica a la (17.1.4b) con la
sustitucién de np por —ig/agk. Iterandola, obtenemos la expresion explicita

para Fy,

Fu(?) :Am]\/f(l F14 a‘oik 2042, z)

) il“1+1+1a/a0k +g) , 4739
YU+ 1 Fio/agk) o e+ 2+ ) ‘

A la funcién M (a, b, z) se la conoce en la literatura como funcién de Kummer, y
es un caso especial de funcién hipergeométrica (ver Apéndice IV). Deshaciendo
los cambios de variable tenemos pues,

Riu(r) = AO[e'ik7'(2kr)‘1W<l 1+ fg 20+ 2, 2ik:>. (17.3.62)
0
Si hubiésemos utilizado (17.3.3) habriamos llegado a

Ry (r) = Koze‘““"'(%r)lzvf(z y1-22

20+ 2, —2113). (17.3.6b)
ao

Puesto que ambas expresiones son iguales, y, manifiestamente, los miembros
de la derecha son el uno el complejo conjugado del otro (para Ag;, Ag; reales),
se sigue que Ry (r) es real (salvo la constante arbitraria Ag;) como requiere la
teorfa general (sec. 6.1, final) aunque la expresidn explicita de M, (17.3.5), no
lo parezca (ver el problema P.17.9).

Para gran z,

M(a,b,z) = I'(b) {e™*27*/T'(b—a) + ezz“_”/[’(a,)} , —7m/2 < Argz < 31/2,
de donde deducimos

o lm
(2 + 2)e—77 200k sen (kr + ok log 2kr — 5 T 6l(l<,)>
[Tl +1—io/apk)] kr

Ry (r) L= Ao

(17.3.72)

con
(k) =Arg (I + 1 —i0/apk). (17.3.7b)

Nétese la diferencia con (16.3.8), a saber, el término (o/agk) log 2kr en el seno
en (17.3.7). Esto se debe a que el potencial de Coulomb no satisface la condicién
rV(r) — 0 para r — 0o, lo que da lugar a efectos persistentes; las particulas
nunca estan completamente libres.

La normalizacién de las Ry, se puede encontrar con los métodos que dis-
cutimos en la seccidn 6.7; el resultado es que, si escogemos

e‘fro/?ﬂgk

AOI = eiﬂl|r<l 41— ia/a()]ﬁi)‘m

(17.3.8)
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entonces se tiene
“ m
/dr 2R (r) Ry (1) = 22 §(k— K. (17.3.9a)

La expresion completa de estas Ry, es, pues,

Ri(r) =& |l + 1~ io/aok)|

e‘/ra/?aol.;

X —
L2+ 2)

e~ (2her) M (z + 14 22+ 2,2k
G,olf

> _ (17.3.9b)

Una cantidad importante en algunas aplicaciones es el cociente de los
cuadrados de los médulos de las funciones de onda en 7 = 0 para una particula
en un campo coulombiano, y la de la misma particula libre. Esto es, la can-
tidad |1 (r = 0)[2/]®) (xr = 0)|?, conocida como factor de Fermi. Debido al
comportamiento en el origen, sélo Ry contribuye a 9 (r = 0), y s6lo R,(C%) a
O (r = 0). De (17.3.9b) y utilizando la férmula’

) 2my
2 _
PO+ iy = o
nos resulta ()2
(0 2mo 1
—_—— = ——————. (17.3.10)
[ (0)]2 aok ] — exp —2mo

aok

Ademés de las funciones con valores bien definidos de L2 y iz, wa M) _

Y,(‘/[RM, en algunas aplicaciones se necesitan funciones i (r) con valor bien
definido de la energia, E + hzk2/2m vy que, a gran 7, coincidan con funciones
con momento p = hk bien definido. La solucién general es

e =Cotl +Cds W = [,
Cy arbitrarias, y

w:(r) :ﬁf(l - iU/aolﬁ>

7ra/2a(,k 1kr1\/[ <_ 1 l(kT _ kr)> , (17311)
aok

/dsr Y yd () = 6(k — k).

Este resultado puede obtenerse muy trabajosamente desarrollando las ¥ (r) en

(LM ) : . .
las 1/ ) = = Y}, Ry como en la sec. 16.3 o, mas sencillamente, resolviendo direc-

1!
tamente la ecuacién de Schrodinger coulombiana en coordenadas parabdlicas;

ver p. ¢j., Landau y Lifshitz (1958) y el problema P.17.8 aqui.

* Esta férmula se deduce ficilmente de la estdndar I'(2)I'(1 — z) = n/senwz y la
propiedad I'(z")" = I'(2).
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17.4. Potencial lineal. Quarkonio

17.3.1. Potencial lineal

Consideramos ahora dos problemas que tienen interés por si mismos y que,
ademads, nos van a servir para estudiar estados ligados de quarks. En el primero
tenemos una particula sujeta a una fuerza constante, F', como es el caso para
una particula en un campo eléctrico constante. El potencial es, pues,

trabajamos en una dimensién ya que la fuerza no afecta a las dimensiones
ortogonales a su direccién (que hemos tomado como eje OX ). La ecuacién de
Schrodinger es particularmente sencilla en espacio de momentos donde tenemos

2
- d
o VB (P) T IAF o n(p) = Bb(p), (17.4.1)
con solucién
be(p) = Cexp —— »” g (17.4.2a)
be(p) = Cexp s ( oo — Ep ), 4.
o, pasando a espacio de posicién,
= [ r— F+p3/6mF
Ye(z) = C/ dp cos pr = Ep/ h+p /6m . (17.4.2b)
0

Esta funcién ests relacionada con la de Airy:®

(2hmF)1/3

Ye(z) = Cr(2mF)Y/? Ai ( .

(z — E/F)) ) (17.4.2¢)
Por supuesto, no hay estados ligados y el espectro de energias es continuo.

FEn el segundo caso, importante para el estudio de estados ligados de quarks,
suponemos que, ademds de estar sujeta a la fuerza I, la particula esta obligada
a moverse s6lo en las = positivas, esto es, que hay una barrera infinita en x = 0
(fig. 17.4.1). Suponemos F = A? positivo y el potencial es, por tanto,

, A%z, x>0
Viz) = ’ =

(z) { oo, ,x<0.
La solucién viene dada todavia por (17.4.2), para x > 0, y cero para z < 0; la
escribimos

2\1/3 /. _ 2
i) = O AL ((2mh/1) ]SL:I: En//l)),x20
0, z<0

(17.4.3a)

® Ver Apéndice IV. El libro de Abramowicz y Stegun (1965) tiene tablas de la funcién
de Airy, que se define por Ai (z) = 7! fooo dt cos(t*/3 + zt).
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FIGURA 17.4.1.
Potencial lineal con barrera
0 infinita en = 0.

y la condicién de continuidad, %, (0) = 0, nos da la condicién (implicita) de
cuantizacién: 3
_ (2mhA) VP E,
Ai (——h/l—z—— =0 (17.4.3b)

o, con la forma explicita de la funcién de Airy,

(o] 3
p’/6m — pE,
d S —0——m—MMM— — .
/0 D COos e 0

Para facilidad de referencia damos los primeros ceros y coeficientes de la funcién
de Airy, Al (£) ~ v, (£ — &,.):

& ~ —2.34, vy ~0.701; & ~ —4.09, vo ~ —0.803;

(17.4.4)
gg ~ *5.52, Y3 =~ 0865, €4 ~ *6.79, Y4 = —0.911.
Los primeros niveles energéticos son, por tanto,
B o_ A%h  —bn
T _p'n (hm/l)l/3 ) pn - 21/3 ) (1745)

p1 =1.86, pp = 3.25, p3 =~ 4.38, pg =~ 5.39.

En lugar de utilizar los valores de los ceros de la funcién de Airy hubiéramos
podido hallar la energia y funcién de onda aproximadas con el método de
minimizacién de la sec. 11.5. Escogemos la funcidn test maés sencilla consistente
con la condicién de contorno (0) = 0, a saber

Ya(z) = 233/2e= P, /00 dz $2|wg(a:)|2 =1.

0

El valor esperado del hamiltoniano es

) R%p% 342
E(B) = (ol Hlnpy) = %( e 7)'
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La condicién de minimo E(8)/88 = 0 se cumple para 8y = (34%m/2k*)!/2.
Obtenemos pues

2/1\/‘

Vg, (7) = zexp{ — 3/12m/2h2)1/31'},
5/1 4/3%2/3 4/3%2/3 (1746)
E(B) — 3 AR A4/3F,

Este valor E(f8p) s6lo difiere en un 6% del valor exacto (17.4.5), lo que difiere
(3/2)7/3 ~1.97 de p; ~ 1.86.

17.4.2. Quarkonio

Se conoce como quarkonio al estado ligado de un quark y un antiquark;
nosotros aqui sélo consideraremos el caso de momento angular | = 0 (onda
S). Ambas particulas tienen la misma masa y, por tanto, si M, es la masa de

. . 1 , .
un quark de tipo g, la masa reducida es m, = 5 M,. La teoria de las interac-

ciones fuertes (que son las que ligan el quarkonio) sugiere que el potencial es
de la forma

V,(r) = —%as(é]) + K?r, (17.4.7)
ooy
despreciando efectos relativistas y fuerzas dependientes del espin. La cantidad
«s(g) tiene los valores aproximados a(c) =~ (0.24)fic, as(b) =~ (0.18)hc para los
dos tipos de quark (¢ y b) que consideraremos. Ademds, K =~ (hc)~1400 MeV.
Las masas de estos quarks ¢, b, son tales que

M.c? ~1.30 GeV, Myc® ~4.6 GeV.

La ecuacién radial para la funcién f, (), definida como en (16.2.5), para ! = 0,
es

Fr )+ {2% (E - Vq(r)) - Z(H D) }fn( ) =0, (17.4.8)

) 72

y debemos satisfacer ademds la condicién de contorno f,,(0) = 0.

Cosideramos primero el caso del quark & y comenzamos por despreciar
el término —%as/r de (17.4.7); entonces estamos en la situacién exacta de
la subseccién 17.4.1. Las energias vendran dadas por (17.4.5) con A = K;
afiadiendo los valores experimentales (entre paréntesis) tenemos

Ei(b) =0.42 GeV  (exp.: 0.26 GeV)
Es(b) =0.73 GeV  (exp.: 0.83 GeV)
E4(b) =0.98 GeV  (exp.: 1.16 GeV)
E4(b) =1.20 GeV  (exp.: 1.38 GeV).

(17.4.9)

La velocidad media puede calcularse utilizando la funcién de onda aproximada
(cf. (17.4.6)) obteniéndose (v?)/c* ~ 0.16, para el estado fundamental. Las
velocidades son pequerias en comparacion con ¢ lo que justifica despreciar, en
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wna primera aproximacion, los efectos relativistas. El acuerdo del cédlculo con
los resultados experimentales es aceptable, excepto para el primer nivel. Esto es
comprensible: las funciones de onda f,, con n = 2, 3, 4 son bastante extendidas,
de forma que la perturbacién causada por el término despreciado (—%(xs/r) es
pequeiia. Esto no es asi para el primer nivel; en su determinacién hay que
utilizar el potencial completo. Si consideramos, como en la subsec. 17.4.1, las
funciones prueba

fa(r) =282
y minimizamos (f/;[f{]f/j), donde H incluye el potencial completo, encontramos
Ey(b) ~0.20 GeV,

en acuerdo con el valor experimental, dentro de los errores esperados.

Aunque para el quark ¢ el anilisis no tiene mucho sentido, ya que en este
caso la velocidad media es ~ 0.7 la de la luz, si lo repetimos se encuentra un
acuerdo sorprendentemente bueno con el experimento:

Ei(c) =046 GeV (exp.: 0.50 GeV)
Es(c) =111 GeV  (exp.: 1.08 GeV) (17.4.10)
E3(c) =1.49 GeV  (exp.: 1.17 GeV)

17.5. Potenciales dependientes del espin

Hasta hora hemos supuesto que las particulas no tienen espin o, si lo tienen, que
éste no estd acoplado con las variables espacio-temporales. Vamos a extender
ahora el analisis a interacciones de dos particulas, admitiendo interacciones que
involucren el espin. Consideramos el caso importante de dos particulas, ambas
con espin total 1.

La separacién del movimiento del centro de masas es, por supuesto, todavia
posible y podemos escribir la funcién de onda como el producto de una funcién
que depende de la coordenada del centro de masas, que evoluciona como una
particula libre, y la funcién de ondas que describe el movimiento relativo,

wl'kl(x'z(r)v r=r1r) —7ra, (1751)

y los indices «,, a = 1, 2 son los correspondientes a las componentes de los
espines de las particulas ¢ = 1, 2. Una base de estas ¥ estd formada por
funciones de onda de la forma

P = x1x2(r) (17.5.2)

pero, si las interacciones involucran al espin, los estados estacionarios no seran
factorizables, en general.

Pasemos ahora al potencial. Este, en principio, puede depender de las va-
riables de espin; por tanto, sera una matriz 2 x 2 en cada uno de los dos espacios
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de espin. Si denotamos por o(*) a las matrices de Pauli en cada uno de estos
espacios de espin® entonces el potencial mds general se puede escribir como

Vi) =VO@) + 3 v el + 3 VP e + 3 vV )@ x @),

La invariancia bajo rotaciones de V/,
U(RV (U (R) = V(r)

implica que V() es un escalar, que los \/_L(a)7 a = 1,2,3 se transforman

como vectores y que KST) se transforma como un tensor. Por tanto, tenemos
VO (r) = Vy(r),

V() = V), a=1,2, VO (x) = Vy(r)r,

‘/751 )(I‘) = Vp(r) (1_2 TiT — 51']‘) + Vg(r)é,,_j.

Para escribir la dltima hemos tenido en cuenta que los tnicos tensores de rango
2, constantes o dependientes de una sola variable (r;), son é,; y 7;7;. Hemos
separado dos combinaciones de éstos de forma que sean irreducibles.

Los términos en V(%) se anulan, si la interaccién es invariante bajo paridad,
ya que ésta cambia r — —r pero no afecta al espin y, por tanto, a las matrices
de Pauli. Suponiendo esta invariancia, nos queda pues la forma més general
del potencial:

V(r) = Vo(r) + Vs(r) Ve + Vi (r) S, (17.5.3a)

donde el llamado operador (o potencial) tensorial es
Si2 = (re®)(re®) ~ Mg (17.5.3b)
Este operador no conmuta por separado con L y S.
El espin total del sistema es
S=h [%gm n %g@)} _

Componiendo los espines vemos que el espin total puede ser 0, 1. Si lo denota-
mos por s, SQ = h?s(s + 1). Desarrollando la expresién para S en términos de
las matrices de Pauli y utilizando propiedades de éstas obtenemos que

T 2{5(3 F1) - g} : (17.5.4)

el término Vs(r)oNa® sélo depende del espin total del sistema, s.

6 Esto es, g(l) actia en la componente o y g(z) en la componente a2 de Yu,«, dada
en (17.5.1).
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17.6. El sistema protén-neutrén. El deuterdn

Tanto el neutrdn como el protén (simbolos n, p) tienen espin 1/2. Consideramos
‘el sistema dindmico formado por ambos; su masa reducida es

m = (my, +m,)/4 =~ 918.7 m, ~ 469.5 MeV /c*.

La interaccién entre estas particulas a energias pequenas con respecto a su
energia de excitacidn, esto es, hasta que tenemos que tener en cuenta que no
son elementales (digamos, hasta unos 100 MeV) puede representase por inter-
acciones de corto alcance (fuerzas nucleares); cuando necesitemos un modelo
concreto, tomaremos pozos esféricos cuadrados de radio L ~ 1073 centimetros
y de profundidad unas docenas de MeV. Esta interaccién sélo produce un es-
tado ligado, el deuterdn (simbolo d) con momento angular total 7 = 1.
Para ver como aparece este estado componemos primero los espines de n y
p, obteniendo los valores 0, 1 para el espin total, s. Dado el momento angular
relativo [, un momento angular total j = 1 puede obtenerse con s =0,/ =1, 0
con s =1yl =01, 2. En el primer caso la correspondiente fuerza centrifuga
obliga al grueso de la funcién de onda a estar alejado del origen, con lo cual
la fuerza nuclear no es suficiente para producir un estado ligado. Para s = 1,
podemos tener [ = 1 ol = 0, 2, excluyentemente. En efecto: si suponemos
(como ocurre experimentalmente) que las fuerzas nucleares conservan paridad,
la paridad de los estados con momento angular [ es (—1)!, luego los valores
pares e impares no se mezclan. Sélo el estado con componente [ = 0 puede
producir un estado ligado debido, como ya discutimos, a que es el unico caso
en que no hay barrera centrifuga. Si las fuerzas nucleares no involucraran al
espin, podriamos limitarnos a estudiar el estado con s = 1, | = 0; pero estas
fuerzas tienen un componente tensorial, y hay que tratar simultdneamente
ambos casos, s =1yl =0, 2.
La ecuacién de Schrodinger que tenemos que resolver se puede escribir
como .
H()’QZ)E’*"Y?E = E”vaE, (17.6.1&1)

con V dado por (cf. (17.5.3))
V(r) = Vo(r) + Vr(r)S1o. (17.6.1b)

Comenzamos por componer los espines como en el problema P.16.4:

W= 2xr/2), KW= % X (1/2)XP(-1/2) + X" (-1/2)x"(1/2)] ,

(17.6.2)
etc. Para simplificar el calculo vamos a suponer que la tercera componente
del momento angular total del deuterén vale j; = +1; esto no es ninguna
restriccion ya que el sistema es invariante bajo rotaciones. Tenemos pues dos
funciones de onda posibles: para onda S,

1

¥s(r) = Y3 (0, ¢)Reo(r)x™) = TEX 12X/ Re0(r)  (17.633)



230 caPiTULO 17

y, para onda D,
\ Pplr) =3 (2,1 = N 1LAYE (8, 0)x\ Rea(r). (17.6.3b)
A

Sustituyendo los valores explicitos de los coeficientes de Clebsch—~Gordan y de
los arménicos esféricos en términos de las P nos queda

Ps(r) = Reo(r)Xs, p(r) = Re2(r)Xp, (17.6.4a)

donde la parte angular y de espin de las funciones de onda son las X,

Xs(0,4) = \/i—ﬂx"”(%)gc”(%), (17.6.4b)
Xp(6,6) = = = {2P2(cos )" (D) (3)
V8 Vix -
— Pl (cos ) {/X”(%)XW(—%) + X"-(M%)XP(%) (17.6.4c)

+em’Pg(cos«9)2("(—%)2("(—%)};
Py(cosh) = %cos2 0 — 1, Pl(cosf) = —3senfcosf, P5(cosf) = 3sen’d.

Si los espinores del neutrén y protén estan normalizados a la unidad, y nor-
malizamos las funciones de onda radiales por

[ ]
/ dr r?|Re(r)]? = 1,
0
entonces las g, 1/)D estan también normalizadas a la unidad. En efecto, los
Y}, estdn normalizados a la unidad y los coeficientes de Clebsch—Gordan son
las componentes de una matriz ortogonal. Por tanto, la funcién de onda mas
general del deuterdn, normalizada a la unidad, serd una combinacién de las
(17.6.4):

Ya(r) = s cose + Ypsence, (17.6.4d)

y hemos llamado ¢ al dangulo de mezcla porque esperamos que sea pequenio (y
asi ocurre).
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EJercicio: Demostrar que, escogiendo apropiadamente las fases arbitrarias,
puede conseguirse que las Rg; y la matriz de mezcla S — D sean reales e

Si ahora aplicamos S12 a las X obtenemos

\
Si2Xs = 7= {5 (re"x" () (s’ (1) - (X" (D) (") },

y hemos escrito o™" para indicar claramente qué matrices actiian sobre el es-
pinor del neutrén y cudles sobre el del protén. Utilizando coordenadas polares,

o =g [ 08P e "?send
T \e?senf  —cosh

=(3). x=n=(9)

Sustituyendo directamente y comparando con (17.6.4), encontramos
S12Xs=+V8Xp, S1Xp=V8Xs—-2Xp. (17.6.5)

(La segunda igualdad es algo mds latosa de obtener que la primera, aunque
también es elemental).
Ejercicio: Demostrar con argumentos generales (S12 conserva el momento
angular total y la paridad) que cualquier combinacién lineal S12(aX s+ X p)
tiene gue volver a ser una combinacién lineal de X's y X p. Utilicese esto para
comprobar la segunda de las igualdades (17.6.5) ahorrando célculos.

Indicacion. Escribir S12Xp = aXs + bXp. Evaluar a, b tomando ¢ = 0,
0 =m7/2,etc. o

Sustituyendo la expresién hallada para Yq en (17.6.1), separando la parte an-
gular y radial
) ht 1 o2 1.
Hy=—-—-— [?
0 2m r Or? T 2mr?

y operando, obtenemos la ecuacién matricial

32

2 2

B n? on
{%954' (E - Vo))gs})f5+ {2_ng + (E— Vo +2Vr — " ) QD}-XD

- \/éVT{QSXD - .‘]D)_(S} =0
(17.6.6a)
y hemos definido

gs(r) =rRpo(r)cose, gp(r) =rRga(r)sene. (17.6.6b)
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Puesto que Xg vy X p son independientes, esto se nos convierte en dos ecua-
ciones escalares acopladas:

2
T 4(r) + Vo(r)gs(r) + VBan(r) = Eas(r),
B 3K
- g 900+ (Valr) = 20(r) + 2 ) an(r) + VB Vrgs(r) = Ean(r),

. (17.6.7)
La informacion experimental que podemos utilizar es la energia de ligadura
del deuterén, By = 2.23 MeV; el momento magnético del deuterén dado por
la férmula i
pd = fo Hp + %N11<Lz>

con [, , los momentos magnéticos de neutrén y protén y uy = eh/2myc el
[lamado magnetoén nuclear; y el momento cuadrupolar del deuterdn,

Qi=1 /d?‘rrng(cose)lgle(r)\?

Experimentalmente, j1g = (0.8574)un y Qg = 2.7 x 10727 ¢m?. Es por tanto
posible ajustar las alturas de los potenciales Vy, Vr(fijando su alcance al valor
sugerido por la teoria de Yukawa, L = 1.47 fermis) y el valor del dngulo de
mezcla, ¢, requiriendo que se reproduzcane estas tres cantidades, By, g v Q.

Sin embargo, incluso en el caso que tomemos la aproximacién de pozos
esféricos constantes para las Vy, Vo, estas ecuaciones sélo pueden resolverse de
forma aproximada. Nosotros dejamos el problema aqui, remitiendo al lector a
textos especializados como Elton (1959) o Brown y Jackson (1976).

17.7. Fuerzas dependientes de la velocidad:
estructura fina del hidrégeno

En mecanica no relativista, cuantica o cldsica, no puede haber fuerzas de-
pendientes de la velocidad; esto lo demostramos en la sec. 4.5 y se debe al
requisito

2 1 - N 1 A a
=v=—P, = —[H,Q|, 17.7.1
Q=v=-_P, Q=[AQ] (17.7.1a)
que obliga a que la interaccién, V, satisfaga
Q,V] =0, (17.7.1b)

y, por tanto, a que V no dependa de P.

El argumento no es valido en mecdnica relativista, o para interacciones
con el potencial vector electromagnético (como veremos, también relativistas),
casos en los que las ecuaciones (17.7.1) fallan. Pueden, por tanto, generarse
fuerzas dependientes de la velocidad, cuya intensidad ha de ser inversamente
proporcional a la velocidad de la luz, ¢. Un tratamiento relativista de inter-
acclones en mecanica cudntica se sale del marco de este texto; puede verse
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en tratados especificos de mecdnica cuantica relativista. Nosotros, a titulo
de ejemplo, discutiremos una de las correcciones relativistas a la interaccion
coulombiana, Ve () = —e?/r en el atomo de hidrégeno, la llamada interaccion
espin-orbita,
. 1 e’ o

Hy s = WFLS (17.7.2)
Esta interaccién produce un desdoblamiento de los niveles energéticos, conocido
como la estructura fina. Claramente, (17.7.2) depende de la velocidad, ya que
L =mr x v, v se anula para ¢ — 00.

La modificacién que el término (17.7.2) introduce en la solucidn del dtomo
de hidrégeno puede tratarse en primer orden de aproximacién; en efecto, la
velocidad media del electrén en el dtomo de hidrégeno es 2 ~ ac?.

Denotamos los estados del atomo de hidrégeno en el potencial coulombiano
por los nimeros cuanticos n, [, M, anadiendo el valor de la tercera componente
del espin, s3:

R ; P2 el
O 1, My s3) = EOnil, Msg); E® ==X FO = _— _ &
) n* 2m T
(17.7.3)

El operador F[LS conmuta, como es 1égico, con el momento angular total,
[Hys,J] =0 (17.7.4)

pero no con L y S por separado. Debido a esto, su presencia elimina (parcial-
mente) la degeneracién del dtomo de hidrogeno.

El problema que tenemos es el de perturbaciéon de un nivel degenerado.
Recordando la seccién 11.2, tenemos que sustituir la base |n; [, M; s3) por una
en la que la perturbacién, HLq sea diagonal. Puesto que .] conmuta con HLS,
una solucidn es escoger una base con momento angular total, j y su tercera
componente, 73, bien definidas. Esta base viene dada por

g, (1), da)e = > (4, M;1/2, 5501 % 1/2) [n; 1, My s3). (17.7.5)
M+s3=73

Los desplazamientos de energias seran pues,
(SE'IIZ:t = i<77\]7 (1)).7‘5‘}1[15

Consideramos que [ > 1; el caso [ = 0 lo discutiremos al final. Los estados
(£) no se mezclan; en efecto, para un j dado, el estado (+) corresponde a
l=7-1/2,yel (=) al =j+1/2. Estos valores del momento angular orbital
difieren en una unidad y por lo tanto tienen paridad opuesta, mientras que
H s conserva la paridad. Por otra parte,

n; 7, (1), J3) +.

52

Ls:% {JG+1) —1l+1)-3}. (17.7.6)
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Utilizando esto, y que la matriz de coeficientes de Clebsch—Gordan es ortogonal,
tenemos

e2h?

5E'n/,j::4 22{]]—1—1)—114-1 }/ drr? 3|R7,1()|

—e2h? 1 .
(I+ 4 dr — | Ry (r)|?.
T dm2c2 {37 +2)}'/0 Tr,h-l(?")i

La integral puede calcularse utilizando las férmulas del Apéndice IV; encon-
tramos [~ drr =Ry (r)[* = 2/[1(20 + 1)(1 + 1)n3a}]. Finalmente,

5F(+3)* Ry

§Ens = -
TR D+ Dn n?

(17.7.7)

Para | = 0 la ecuacién no estd definida; (LS)—g = 0, pero la integral
fooo drr='R,o(r)|? diverge. En este caso, el calculo exige tratar con més de-
talle las correcciones relativistas (ver, p. ej., Akhiezer y Berestetskii, 1963,
Yndurdin, 1996). Se obtiene que, para el caso (+) (el inico que tiene sentido),
(17.7.7) sigue siendo vélida.

Esta es la llamada estructura fina del hidrégeno. No sélo los niveles con
distinto [ (pero igual n) adquieren desplazamientos distintos, sino que, incluso
para el mismo valor de [ hay un desdoblamiento:

e?h? 1

5E'n - En - = )
t+ = 0B 8m2c? (L + 1)n3ad

segiin que el momento angular total sea [ + 1/2 o | — 1/2. Afhadiendo las
correcciones relativistas del problema P.17.7 obtenemos la férmula completa
para los niveles energéticos, a orden a?,

2
By + B {1 + = <% - %) + O(azg)} .
)T 35

2
n 3
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PROBLEMAS
P.17.1. Hallar las cantidades (%Y, (7 )i, (772) 0 en el dtomo de hidrégeno.

Solucion.

2
agdn®(20+ 1)

2 2
2 agn - 1 _
() = = {50 =1 =3I+ D)}, (7 = 0 7 ot =
2n

P.17.2. (Efecto Lamb-polarizacién del vacio. Las correcciones cuantico-relativistas
al potencial couombiano en el atomo de hidréogeno lo modifican; en particular, las
debidas a la llarnada polarizacién del vacio le anaden el término

—47:1/3&8
Vilr) = 257 90,

Calcular la correccién a los niveles energéticos.

Solucion. A primer orden en la perturbacién tenemos los desplazamientos § E
SEnt = (i VL ™).
Utilizando que Ry (0) = 2(nap) /28,0, 1 00— R.0(0)/+v/4m, obtenemos

_B3a8 .
§Em = —2% | R0 (02610 =

5
@ mc?é

- - 10
157mm2c

15mn3

Numéricamente, para el nivel 25,
6E2 = —1.1x 1077 eV = —27 x 10° ciclos

que coincide con el valor experimental, 27 £ 0.5 megaciclos.

P.17.3. (Correcciones de tamafio finito del micleo). Hallar las correcciones a los
niveles energéticos de un dtomo hidrogenoide debidas al tamaiio finito del ntcleo
(este tamafio es del orden de 107 ¢m.) Supdngase al nticleo con simetria esférica y
homogéneo.

Solucién. El potencial creado por una esfera homogéna de radio R y carga Ze es

—Ze*/r, r>R;
Vin(r) = 23 r?
Ze R SR | r < R.
Podemos escribir Vi = Vo + Vi, con Ve (r) = —Ze?/r el potencial creado por una

carga puntual, y tratamos a V| como una perturbacion, a primer orden. Despreciando
correcciones de orden R/a con a = ap/Z,

H 4 2 > 2 2
S 2 2 r 3r _ 27e R)
5 Eni = 6102€%| Ruo(0)] /0 dr <r+ — 212) = o (a .

El efecto es apenas detectable, excepto para niicleos pesados donde Z, R son grandes.

P.17.4. (Apantallamiento del nicleo por el electrén en un dtomo). Hallar el poten-
cial (escalar) medio creado por un dtomo de hidrégeno en su estado fundamental.
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Solucion. La densidad de carga es la suma de la del protén y la del electrédn.
Suponiendo el primero puntual, y en reposo en el origen, tenemos p,(r) = ed(r).
Para el electrén, pe(r) = —e|z/J§O‘0)(r)|2. Con la formula explicita para esta Ultima, e
integrando, el potencial electromagnético escalar resulta ser

1 1\ _o
o(r) :e(— + —)e r/an
T an
para r < ag, esto coincide practicamente con el potencial coulombiano creado por el

protén; para r 3> ap, ¢l potencial decrece exponencialente (apantallamiento).

P.17.5. (Factor de Fermi). En las desintegraciones  un niticleo emitie un electrén
y un neutrino (que no tiene carga eléctrica y no juega ningin papel en lo que sigue),
convirtiéndose en un nicleo residual. La interaccién responsable del proceso es la
conocida como interaccion débil, que s6lo es efectiva si las particulas involucradas
estan en el mismo punto. Calcular las correcciones debidas a que el electréon emitido
en la desintegraciéon se mueve en el potencial coulombiano producido por el nicleo
residual.

Solucién.  Si Wy es la probabilidad de desintegracién olviddndose de la interaccién
de Coulomb, y W cuando se tiene ésta en cuenta, entonces We serd igual a Wy
multiplicado por la probabilidad de que el electrén esté en el origen, con campo
coulombiano incluido, dividido por la probabilidad de que estuviese en el origen si
no hubiese habido campo. Esto es, We = FW, donde el factor de Fermi viene dado
por F = [.(0)]?/|{” (0)]%. Aqui, 9. es la funcién de onda del electrén en el campo
coulombiano del nicleo residual, y U)g)) la de un electrén libre. De (17.3.10), y si Ze
es la carga del nicleo residual,

Iz 21 1—e —27 -t ° K2 A 2mE.

B —EeXp —— ) Z = T 5 oy e = T — -
ap,z ke P ap.zke B2 e Ze? h

Nétese que 1/ap.zke = Zac/ve con ¢ la velocidad de la luz y ve la del electrén.

P.17.6. Encontrar la relacién entre velocidad y momento para una particula sujeta
a un potencial dependiente sélo de r mas uno de tipo Vis,

V 1 62 ~
LS — 55 5 3 .
2m2c? 3 T
Solucién.  Tenemos )
. 1o 4
Vje= 5 [H, Q).

La parte del hamiltoniano que contiene la energia cinética y el potencial dependiente
s6lo de r nos da una contribucién a 9; de m™' P, (sec. 4.5). Evaluando el resto del

conmutador,
2

. 1 - e
0y =—P +-— E €rL ST
m 2m2c2r3 TR

que también podemos escribir como

P:m\?+m5xr
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P.17.7. Hallar las correcciones a los niveles energéticos del dtomo de hidrégeno
debidas a que la energia relativista de una particula de masa m es {mgc4 +p2c?}H?
Solucién. A orden 1/¢?,

1
2mc?

241/2 (p*/2m)* + --

2 2 2 2
{m’c* + p’c =mc” +p°/2m —
El primer término es una constante, que absorbemos en la definicion del cero de ener-
gias. Por tanto, utilizando el principio de correspondencia, tenemos el hamiltoniano,
a orden 1/¢?,
R
- 1 - 2 e 1

]‘[.P = —P _— =
T o, r 2mc?

(P?/2m)>.
Debido a que v = p/m ~ ac, podemos tratar el Wltimo término,

1

= —
E 2m.c?

(P?/2m)*,

como una perturbacion, a primer orden, del hamiltoniano coulombiano,

fe=——p>_ <

2m T

Un truco que simplifica el cédlculo es darse cuenta que

~ 1 - e? :
A = — .4 &
! 2mc? { ct T } ’

vy que, entre estados propios de He,

[A{c|n,1) = E,flo)|n,l), Ef,,”) = —Ry /nz,

. . - 0 . .
podemos sustituir He por E,(L ) Obtenemos entonces los desplazamientos de energias,

2
_ > _ (Q)CY 2n :
5B = (n, 1| Filn,b) = EY S (21+1 —g).

P.17.8. Resolver la ecuacién de Schrodinger para una particula en un poten-
cial coulombiano en coordenadas parabdlicas. Considérense estados con valor bien
definido de L.

Solucién.  En coordenadas parabdlicas (Apéndice V) | y considerando funciones de
onda con L.y = Bafyp*),

P, d) =M Pp(e,n)

la ecuacién de Schrodinger es

(o (a0 (o) e
2m | O *&)& +8T7 7]677 AT

RPM* )
" om (&7 +07") p(€n) + 2erea(€,m) = (€ + ) Ep(€,1);

e, es son las cargas de las particulas. La ecuacion es separable.
A) Estados ligados. Escribimos ¢ = g1(&)ga(n), con g,(&) = €M1/2e=8/2er p(¢),
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1 =12,y ag = h/v/—2mFE. La ecuacién es como la que define los polinomios de
Laguerre. La solucién es

ni1'!ns!
w(ny + n2 + |M|)(n1 + | M) (nz + | M])!

[M]/2
><e'"l¢ <§_17_ ) e—(E-I—‘rI)/ZaE LLAl'Il(é/aE)LLt“ (77/0.5)

2
(235

A —3/2
1&51]122 (é)"]»d)) = CLE /

. . v A
y estd normalizada a (1/),’1_{ n,z|7,b.,(11,32) = 6,\,“/5”1,116,121,/0, Los n; son enteros > 0; se

tienen las energias E = —m(ere2)?/2h%(ny 4+ na + |M| +1)2.
B) Estados del continuo. Sélo resolvemos el caso de estados con simetria cilindrica
alrededor de OZ, de manera que A = 0. Con notacién como en el texto principal,
definimos G por

p(Em) = /226 ()

que satisface la ecuacion

nG () + (1 - ikn)G' (1) + fg G(n) = 0.

La solucién es G = M(io/ank,1,1kn). La ecuacién (17.3.11) del texto se obtiene
escogiendo el eje OZ paralelo a k y la normalizacién apropiada:

Y =1 — io/aok)e™/200% e E=M/2 pr(ic Jagk, 1, 1kn).

P.17.9. Utilizar la relacién de Kummer (Apéndice IV) para verificar la igualdad de
las dos expresiones (17.3.6a,b) para Ry,.



CAPITULO 18.

Particulas en campos electromagnéticos
(clasicos)

18.1. Sustitucién minima. Potencial de Coulomb.
Invariancia gauge de la ecuacién de Schrodinger.
Sustitucién minima en un reticulo

18.1.1. Sustitucién minima. Ecuacién de Schrédinger
en presencia de un campo electromagnético

Los campos eléctrico, £, y magnético, B, son cantidades medibles. Por tanto,
en una teoria completamente cudntica, tanto £ como B (o ¢ y A, si utilizamos
potenciales) deberian venir representados por operadores,

£, B, ¢, A.
Este estudio se realizard en el capitulo 20. Por el momento, consideramos situa-
ciones en las que las Auctuaciones cudnticas de £, B sean despreciables frente

a sus valores medios y, por tanto, podemos aproximar los operadores por el
producto por sus valores medios, es decir, por campos clésicos:

Eq ~ (8), B ~ (B), ete.

Para aligerar la notacién, suprimimos el subindice “cl” escribiendo, simple-
mente, £, B, ¢, A.

Clésicamente, la relacion entre la velocidad de una particula y su momento
vienen modificados en presencia de un campo electromagnético por

e
MV = Pel — ;A,

y el hamiltoniano de una particula con carga e en un campo electromagnético
se convierte en

1 e 2
Hcl = %mv?l - % (pc] a ZA) '

Es decir: podemos obtener el hamiltoniano realizando lo que se llama la susti-
tucion minima,
e
Pct = Peat — EA

En el caso cuantico utilizamos el principio de correspondencia y postulamos

P=_ihV P SArt)= iV - S A(r,1). (18.1.1)
C C
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Podemos incluir también la interacciéon con un potencial escalar extendiendo
la sustitucion minima a las derivadas con respecto al tiempo:

1hoy — 1h0, — ed(r,t). (18.1.2)

La ecuacién de Schrodinger para una particula con carga e, en presencia
de un potencial no electromagnético V', se convertird en lo siguiente al incluir
la interaccidn electromagnética a través de la sustitucidon minima:

|
oW = — (—ihV)* WU + VI
2m (18.1.3)
1 e 2
HmaW—wwz——vaﬁ—A)w+vg
2m c

que podemos reescribir como

1 2
O = eg® + — (~inV - S A) 0+ VE (18.1.4)
2m c
lo que corresponde al hamiltoniano efectivo
. , 1 e \? - o
&m;q@+——@——A)+V;P:—mV (18.1.5)
2m C

Si la particula tiene espin, hay un término extra de interaccién del espin
con el campo magnético, y debemos escribir
n

. e 2
@——A)——SB+% (18.1.6)
c sh ~

]:[c.m. = ed)“f' p
2m
a p se le llama momento magnético intrinseco, y s es el espin total de la
particula. La cantidad p puede calcularse en teorfa relativista cudntica de cam-
POs; para nosotros es un parametro empirico. Experimentalmente, para proton,
neutrén y electrén tenemos p, = 2.79un,  pn = =191 pn, gy = |lelh/2mye
y! pe = —le|h/2m.c. De momento vamos a olvidar la interaccién con el espin
(que es de orden superior en 1/c¢ con respecto al resto) y trabajamos con
(18.1.4,5).

Como una primera aplicacién, vamos a utilizar (18.1.5) para deducir la
interaccion de Coulomb en mécdnica cudntica. Consideramos un electrén in-
teraccionando con un nucleo de carga Ze,, e, la carga del protén. Como éste
Y El valor que damos para el momento magnético del electrén es aproximado; si
escribimos pe = —{1 + ac }|e|h/2me.c, entonces se tiene

a(e) =(1159652140 +27) x 107" [Teoria],
ale) :(1 159652188 + 3) x 107'%  [Experimental],

El calculo tedrico requiere considerar efectos relativistas y cudnticos para los campos
electromagnéticos; su increible acuerdo con el valor experimental es una solidisima
indicacion de lo correcto, entre otras cosas, de la descripcién de interacciones elec-
tromagnéticas a través de la sustitucién minima.
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es muy pesado comparado con el electrdn, lo consideramos como fijo. El campo
electromagnético creado por una particula se obtiene de resolver las ecuaciones
de Maxwell en presencia de cargas (Apéndice V). En nuestra aproximacién
el nucleo es estatico luego J, = 0y p = Ze,é(r). Nos queda, pues, B = 0
y VE = 4mp = 4nZe,6(r). Podemos por tanto escoger la solucion A = 0, y
¢ satisface la ecuacion A¢p = —4mwZe,d(r), con soluciéon ¢(r) = e, Z/r. (Esta
solucién es Unica, salvo transformaciones gauge que, como veremos en un mo-
mento, no cambian nada). La ecuacién (18.1.5) se nos convierte en

1o e’z 1

He.m. = HC()u]umb =
2m T

que es el hamiltoniano que ya habfamos utilizado.

18.1.2. Transformaciones de gauge

Consideramos ahora transformaciones de gauge, para una particula de carga

€,
A(r,t) - Ar,t) = Ag(r,t) + Vf(r.t),

Blr,1) — by (r,1) = B{r,) = = B f(r,1).

Los campos eléctrico y magnético no cambian con estas transformaciones; pero
como (18.1.4) involucra a A y ¢, la ecuacién de Schrodinger si se altera. ;Se
pierde la invariancia gauge en mecédnica cuantica? La respuesta es no. Lo tnico
que hace falta reconocer es que no hay motivo por el que la transformacién de
gauge no afecte también a la funcién de onda. De hecho, vamos a demostrar que
la ecuacidén de Schrodinger (18.1.4) permanece invariante si, simultdneamente
con (18.1.7a), realizamos, sobre la funcién de onda de la particula la transfor-
macién (que seguimos llamando gauge) definida por?

(18.1.7a)

W (r;t) — Uy(r;t) = ele/ D/ heg (o) (18.1.7b)

(esperamos que no haya confusién entre la carga de la particula, e, y el ndmero
e=2.718...).
En efecto: comenzamos por comprobar que la expresion

N e . e
(P-Sa)o(rsn) = (inV - S A) vy (x;1)
c c :
2 Para varias partfculasﬁa, =1,2,.. . ncon cargas qi, q2, .. ,{n definimos la susti-

tucién minima como P, — Py — (¢a/c)A(ra,t) y la transformacién de la funcién
de onda por

U(ry, ..., thit) — exphic an,f(ra:t) Y(ry, . ., rait).
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s6lo cambia en una fase bajo (18.1.7). Tenemos,
(inv —ZA)w - (inv - SA - Svy)elniny
¢ ¢ c
= —ih <;_€ Vf) ei('f(r.t)/ﬁr;gp + ei(',f(r.t)/ﬁ('gp (_lhvgp)
ic
+ ei(:f(r‘l,)/h(,:kp (_E A&P) _ E (vf)ei(’.f(r.t)/h(:gp
c ¢
=0/ (1h7 - S A )W,
c

Debido a esto, se dice que la combinacién iAV — (e/c)A es covariante gauge.
De igual manera comprobariamos que

(ihv - S A)2 W, eief/he (mv - S A)2 v

y que .
(ihd, — ep) W — /17 (1hd, — ed) W.

Por tanto, la ecuacién (18.1.3) se convierte en
. ) 1 . ) . o 2 .
I (i1 = )W = 5— I/ (~inV — S A) @ 4 ey
m ¢

que cancelando la fase comun es idéntica a (18.1.3).

Para terminar esta subseccion, discutiremos algin aspecto interesante de la
invariancia gauge. Como veremos, especialmente en las secciones 18.5 y 23.1,
la formulacién cudntica del electromagnetismo involucra necesariamente los
potenciales ¢ y A. Por otra parte, hay evidencia experimental abrumadora de
que todas las interacciones (no sélo la electromagnética, sino también la débil,
la fuerte e incluso la gravitatoria) vienen mediadas por campos tipo gauge;
y, ademds, pueden introducirse invocando un principio de sustitucién minima
similar al de (18.1.7). La invariancia gauge, lejos de ser una curiosidad, resulta
ser una propiedad basica de la naturaleza.

La transfomacién gauge es peculiar; es distinta de las que consideramos en
el capitulo 5, ya que no viene representada por un operador unitario (salvo para
f =constante, caso que discutiremos a continuacién). En efecto, de (18.1.7b)
este operador tendria que ser U(f) con

U@ (r;t) = e/ 00 (x5 1)

lo que no presenta un problema; pero ni U(f) ni ninguin operador lineal verifica
(18.1.7a); es decir, no es cierto que

U(N)A@, U7 (f) = A(r,t) + V.

Cuando f depende de r, t, decimos que la transformacién gauge es local; cuando
f=constante, hablamos de transformacién global. En este caso la transfor-
macién

UW(r;t) = ' W(r;1) (18.1.8)
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st corresponde a una simetria; la correspondiente cantidad conservada en el
tiempo es la carga eléctrica. De hecho, como la transformacién (18.1.8) conmuta
con todos los operadores, produce una regla de superseleccién: no es posible
construir superposiciones de estados con distintos valores de la carga eléctrica.

18.1.3. Observables y reglas de conmutacién en presencia
de campos electromagnéticos

Vamos ahora a encontrar la relacién entre operador velocidad e impulso en pre-
sencia de un campo electromagnético, y a encontrar las leyes de conmutacion de
las componentes del primero. Es importante darse cuenta de que, en presencia
de estos campos, P deja de ser observable; de hecho, depende manifiestamente
del gauge. La velocidad, sin embargo, sigue siendo observable.
EJercicio: Imaginar un experimento que nos mida la velocidad de una
particula. ;Y el momento? e

Segun el argumento general (sec. 4.4) tenemos
1
7 |

con H,,, dado por (18.1.6). Un célculo sencillo nos da
. 1 /- e
-1 (a-tn)

0, =
7 m
expresidn idéntica a la de la electrodinamica clésica.
Las relaciones de conmutacién entre Ps y Qs son como en ausencia de
campo electromagnético (ya que se sigue teniendo P; = —ihd/0r;); pero las
componentes de la velocidad no conmutan entre si. En efecto,

UJ=

He.m.»@_j]a

A 1 e - e € . .
0,0 = 2 P, - ZAj,PIu - EAk:} =5 ([Pj,A;c] - [PA:sAj]) -
Ahora bien: recordando el ejercicio de la seccion 4.5,
[P, Al = —ihOA/Or,
y por tanto

05, 0x) =

ihe (0A 04,
m2c ’

873 67“,(G

o, recordando la relacion ente A y By la identidad

Z Ejk€irs = 5]7'6ks - 5j.~;5k"r'a
. ihe
[0, %] = s lefjk:lBl- (18.1.9)

Una caracteristica interesante de este resultado es que, aunque la expresion
para ¥, involucra A,, la invariancia gauge nos garantiza que la relacién de con-
mutacion (que es observable, por ejemplo midiendo indeterminaciones) contiene
a Aj solo en la combinacién observable 5;.
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18.1.4. Sustitucién minima en un reticulo

Damos ahora la definicidén de sustitucién minima para la formulacion de la
mecanica cuantica en un reticulo que vimos en las secciones 3.6 y 11.5. Recor-
damos que el operador momento se definfa por

—ih

(Epn+j - !pn—j)

con u el espaciamiento del reticulo y j un vector unitario a lo largo del eje Oj.
El potencial vector estard definido sobre el reticulo, A;(ry), y la transformacion
gauge para él serd

1
Aj(ra) = As(rn) + 5= (F0nss) = Ftny) ). (18.1.10a)
Para una funcién de onda, (18.1.7b) se convertird en
Uy, — el mn)/heg (18.1.10b)

La definicién de sustitucion minima que tenemos que tomar en el reticulo es

. S ven tre »
PJ"I/n N Elul’ <e~)u.(,l4_1(rn)/(ﬁg/n+j _ pluc AJ(rn)/Chg/n—j)- (18111)

En efecto: para uw — 0, esto coincide con
o e
—iR(0/0r;)¥ — - AW,
. P

mientras que, al hacer una transformacién de gauge (18.1.10),

—ih —ineAj{rn)/ch imeA;(rn)/ch
= (e sra)/ehg o gined;(rn)/ !pn_J)
ie . }
— {exp T [f(rneg) + f(rn_j)]} (18.1.12)
—ih —ueA;(r & iweA;(r ch
o (e Ai(rn)/oh, L giveAsl n>/lr@n_j>,

esto es, sélo tenemos un cambio por multiplicacién por la fase

1e : ie
exp 5o [f(rasi) + flra-j)] w0 TP e f(r)

de manera que mantenemos invariancia gauge en el reticulo, incluso para va-
lores finitos de u.
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18.2. Particula en un campo magnético uniforme

18.2.1 Espectro de energias

Consideramos como una primera, aplicacion el caso £€ = 0, B=constante. Si
elegimos el eje OZ a lo largo de B, podemos escoger los potenciales ¢ = 0,
A, =A,=0, A, = —yB.

Comenzaremos suponiendo que la particula tiene espin bien definido a lo
largo de la direccion de B; lo denotamos por sz. La funcién de onda de la
particula la escribimos como

Vi = x(s3)pe,  S.x(ss) = hsyx(s3).

La ecuaciéon de Schrodinger nos da, para ¢g,

) 1 /. e A2
Hypp = - (P - = A) vp —2us3Byp = Epg
m c

y hemos utilizado (18.1.6) con ¢ = V = 0. Desarrollando,

1 1y oy , B
{27 (P + < 131,) o (P +PZ)—2;L6;;B} op = Epp.  (18.2.1)

La tnica dependencia en las coordenadas del operador H en (18.2. 1) esen la
coordenada y. Por tanto, P, y P. conmutan con H y podemos buscar soluciones
simultdneas de (18.2.1) y de

PrrSOE‘ = P+PE, pz@L, = DzPE-

De estas dos dltimas resulta que

05(r) = Foly) exp~ (eps + 2p2);

n

sustituyendo en (18.2.1), y después de algtin rearreglo, obtenemos la ecuacion
para fg,

2

A2 fe(y) 2m D m [ eB\* N

&/ety) E 4 2Bus; — 2= - (2 iy -

iz T2 +2Buss — 5~ — 35 (mc (¥ — o) ¢ fE(Y) =0,
(18.2.2)

y hemos definido yg = —cp,/eB.

Formalmente, esta ecuacién es como la de una particula en un oscilador
armoénico unidimensional, con las tres modificaciones siguientes: 1) El oscilador
no estd centrado en y = 0 sino en y = yo. 1I) La energia £, viene sustituida

por
P>

E, = FE+2uBsy — —=.
2m

III) La “frecuencia” es
_ B

mc
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El andlisis formal del espectro de energias del oscilador arménico sigue siendo
valido y se ha de tener E, = (n+ £)hwg, n =0, 1, 2, ...y, por tanto,

hB 2

Segiin esto, para cada valor de p, (que varfa continuamente) la energia estd
cuantizada.

18.2.2. Precesién del espin

Consideramos ahora el caso de una particula que se encuentra en el instante
de tiempo £ = 0 en un estado propio de la componente del espin a lo largo
de una direccidn, que escogeremos como eje OZ, que no coincide con B. E]
estado no puede ser estacionario y evolucionard en el tiempo de acuerdo con
la ecuacion de Schrodinger dependiente del tiempo.

Supongamos que, en t = 0, la funcién de onda corresponde a un estado
propio de S, con valor propio h/2; suponemos la particula de espin total /.
En este tiempo inicial, la funcién de onda de espin, x(0), la podemos tomar
como

x(0) = (é) : (18.2.4)

El campo magnético lo tomamos como B = Bn, no paralelo al eje OZ. Podemos
escribir la funcién de onda total como

P(r;t) = o(r;t)x(t) (18.2.5a)

con

ihdp(r;t) = Hp(r;t). (18.2.5b)
H©® esla parte del hamiltoniano independiente del espin,
A0 = L (B Ca)
2m c
Entonces, la ecuacién de Schrodinger completa,

2p

SB, S=
h~u =

o (18.2.6)

N | St

hop(rit) = Hg)(r, t), H=H -

nos da la evolucién de x(t) con el tiempo. De (18.2.6) y teniendo en cuenta
(18.2.5) tenemos )

iy (t) = —L SBx(1), (18.2.7)
con solucién -
x(t) = (exp l% ng) x(0). (18.2.8)
Utilizando las propiedades de las matrices de Pauli encontramos que
iuBt @ _ @ ~ 2uB
exp ng =cos—-t—ino sen -, w=-———

h 2 2 L
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y, por tanto, dada la condicién inicial (18.2.4),

w s @ ;
cos —t — in,sen — 1t
2 2

x(t) = o |- (18.2.9)
(—in, + n,) sen 5 t

El valor esperado de la componente = del espin es

(x(®)]9:|x(t)) = 721 [(1—n?)coswt + 712} : (18.2.10)
Como si fuese un momento magnético clasico, el espin efectia un movimiento
de precesion. Para electrones, la frecuencia de precesién. @ = eB/me, coincide
con la cantidad wg de la subseccién previa.

Esta precesion del espin proporciona un método muy exacto de medida de
momnientos magnéticos.

18.3. Atomo de hidrégeno en un campo magnético
uniforme. Efecto Zeeman

Consideramos un electron gue se mueve sujeto a un potencial coulombiano
(dtomo hidrogenoide) y al que sometemos a un campo magnético constante,
B, al que tomamos dirigido a lo largo del eje OZ. Realizaremos los calculos
espectficamente para el atomo de hidrégeno, de manera que el potencial escalar
es ¢ = e/r, e la carga del protén. El potencial vector lo podemos tomar como

A(r)=4iBxr.
El hamiltoniano (18.1.6) es pues,

1 (,2

= 2m (P+ A) _7_27_5’73“87

y remarcamos que, con la notacion actual, la carga del electrén es —e. H se
puede reescribir como

— (B x r)%; (18.3.1)
up es el lamado magneton de Bohr,
i = |e|h/2me ~ 0.927 x 1072 erg/gauss.

Utilizando que B es paralelo a OZ, podemos escribir también

2

B? (18.3.2a
S (2% + %), {18.3.2a)
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con He el hamiltoniano coulombiano,

E,2

He = Lop2_ & (18.3.2b)
2m T

La velocidad media de un electrén en el dtomo de hidrégeno es (sec. 17.2) del or-
den de 3% ~ a?¢® ~ 5x 107°¢2. Salvo que B fuese enorme, esto no vendrs modi-
ficado mucho por los términos extra, proporcionales a 3, en (18.3.2a). Podemos
pues, en un primer analisis, despreciar el tltimo término en esa ecuacion, ya
que contiene ¢ en el denominador. Comenzamos, por tanto, considerando el

hamiltoniano

X . B /.
HO = fIo + “? (LZ + 252) . (18.3.3)
2

Puesto que L., L2 y S, conmutan con H©) podemos buscar soluciones de
la ecuacién de Schrodinger de la forma

Y = X(53) Vi (8, 9)RE (1),

con notacién autoexplicativa. (18.3.3) nos da entonces la condicidn, para estos
estados, X
H(O)l/}[}; = HCE/)E + ,U,BB(]\/[ + 283)1!)5 = EE/)L

Esta ecuacién es formalmente idéntica a la del dtomo de hidrégeno, con E
sustituido por E,,,
E, = E— ugB(M + 2s3).

Por tanto, sustituyendo la serie de Balmer, obtenemos el espectro de energias

—me?

E=—— +upB{(M+2s3), n=1,2,3,... (18.3.4)
2hn?
Parte de la degeneracién ha desaparecido ya que las energias (18.3.4) varfan
con My s3. Este es el efecto Zeeman.
Pasamos ahora a calcular el espectro de energia correspondiente a (18.3.1),
esto es, incluyendo el término

2
e

B2 (22 2,
8mc? (=" +y7)

al que tratamos como una perturbacién de H(® a primer orden. Denotando
por €, a las energias correspondientes a (18.3.1), escribimos

€&, = E+6F
con E dado por (18.3.4) y

(;’2

§E = <¢E B?(2? + 4?)

q)E> +0(1/c%).

8mc?
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Hagamos el cédlculo para el estado fundamental, n = 1. Tenemos

4

6= — % + upB(M + 253) + 61,
5B 46282 /oo dr T2 / an ( 5 N 2) Cor/as (1830)
= - ‘ 1 -
YT 8me? ), a3 ar T TYE

Hemos aprovechado la similitud formal de H(® con el hamiltoniano coulom-
biano para escribir la correspondiente funcién de onda radial como

—7

RE (r) = —= exp —
10( ) a;]}/g a,
y aj es lo andlogo al radio de Bohr, sustituyendo la energia F; = —me?/2h
por
E = —me* /28 + pugB(M + 2s3). (18.3.6)

Tomando M = 0, ya que [l = 0, y ddndose cuenta de que pug = eh/2mc es de or-
den 1/c resulta que, al orden al que estamos trabajando, podemos despreciar el
término en up en (18.3.6) y tomar, simplemente, a; = ap. Finalmente, la inte-
gral en (18.3.5) puede hacerse fdcilmente utilizando la férmula de “integracién
simétrica”,

Co . 4 1oo '
-/R3 d*r 7‘1;7‘]‘,]‘(7‘) = ? (Sij /0 dr 7'4.)‘(7')‘

El resultado final es

4 2pR2,.2

= = aunBsy + SE%E L 0p1/eY), (18.3.7)
oh 4dmc?

18.4. Interaccién con un campo eléctrico constante.
Extraccién fria de electrones de un sélido.
Atomo de hidrégeno: efecto Stark

Consideramos ahora la interaccién de una particula (eventualmente sujeta
a otro potencial) con un campo eléctrico constante, £. Elegimos el gauge de
forma que

A=0, o¢=rB. (18.4.1)

Estudiaremos dos aplicaciones: la llamada extraccion fria de electrones de un
conductor y la modificacion de los niveles de energia de un dtomo de hidrégeno
sumergido en el campo.
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FIGURA 18.4.1. Potencial de un metal. La linea discontinua es Ve ().

18.4.1. Extraccién de electrones

Es posible extraer electrones de un conductor calentandolo, pero también es
posible hacerlo aplicandole un campo eléctrico. En la seccidn 12.3 consideramos
un conductor como un pozo infinito; vamos a hacer al modelo algo més realista
considerando que el pozo es cuadrado, pero de profundidad finita. Llamemos
Wiy a la diferencia entre la energia de Fermi y ¢l borde del pozo (fig. 18.4.1); W
coincide con el trabajo necesario para extraer un electrén del metal. Aplicamos
aliora un campo eléctrico £ perpendicular a una de las caras del conductor; es-
cogemos el eje OX alolargo de €, y consideramos tnicamente esta coordenada
z, va que las otras no juegan ningun papel. El potencial sera ahora

Ve(z) = Wy — zek. (18.4.2)

Contanos el origen de coordenadas desde la superficie del sélido, y denotamos
por —e a la carga del electrén.

La probabilidad de extraer un electrén vendra dada por el coeficiente de
transicion D a través de la barrera (18.4.2). En la aproximacion WKB al orden
dominante podemos utilizar el resultado (8.4.3), con a = Wy, para obtener

—4‘/1/63/2\/ 2m

T (18.4.3)

D ~exp

en acuerdo razonable con el experimento, dentro de la crudeza del modelo.
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18.4.2. Atomo de hidrégeno en un campo eléctrico: efecto Stark
La ecuacion de Schrodinger es ahora

Hepe(r) = Evp(r),

1. 2 .
He— —— P> % _p€=Ho+H,. H — —erE.
2m r

Comparado con el término e?/r el efecto de casi cualquier compo eléctrico

externo es pequeno; podemos, por tanto, considerar al término H; = —er€
como una perturbacién, y tratarlo a primer orden. La energias serédn, pues,
Ry

EI = En + 5E77,/f~ En = Y
n

con 0FE, 5 los desplazamientos inducidos por la perturbacién (efecto Stark).
Siguiendo el desarrollo de la seccién 11.2, consideramos los elementos de matriz

M = 0,

LMY . . . 1 .

,(7/ ) siendo las funciones de onda del atomo de hidrégeno, sin perturbar.

Entonces, las 0 E,, 5 serdn los valores propios de la matriz en {, I’ de componentes
JE

wY M Hemos tomado el mismo valor de M en ™) 4 M) 15 que es posible

si escogemos OZ alineado en la direccion opuesta a 84 En este caso, ademas,
H, = —erf = ez& = e€rcosb.

Claramente, r es un operador vectorial; podemos, por tanto, aplicar el teorema
de Wigner—Eckart (sec. 13.7) para concluir que

WM = e£(1,0;1', M|I)C(1,1', n). (18.4.4)
Para calcular las C' tomamos M = 0. Por una parte, de (18.4.4),

ull 0 = e£(1,0,0,001) C(L 1/, n)

T

Yy por otra,

lI ;0 <1/)(1 .0) |C(97 (,089‘1/)([ 0>

27 +1 Zo'e)
:eg/ d¢/ dcosOY{(8,¢) Y (6, ¢) cos@/ dr 3 Ry (r) Ry (7).
0 J -1 J0

Utilizando la férmula Y{ (6, ¢) V(20 + 1) /47 Pi(cosf), la relacién de re-
currencia
l [+1

$P[(Z) = =V Pl_l(IZ) + m

2l + 1 b1 ()



252 CAPITULO 18

y las propiedades de ortogonalidad de los P, podemos llevar a cabo la inte-
gracién angular obteniendo

w0 — ¢ Loy r + Ui
" 20+ 1)(2I" + 1)

.00
Lo, T :/ dr 7‘3RTLZ(7')R711’(7‘)'
0

En definitiva,
Y AL00 MIL) 10 g0+ 614000

= €cC

(1,0;0,01) /(2L + 1)(2I" + 1)

Iy (18.4.5)

El caso general puede resolverse diagonalizando [, con los valores de las
integrales que pueden deducirse con las férmulas del Apéndice IV, o tratando
el problema en coordenadas parabdlicas (Landau y Lifshitz, 1958; Galindo y
Pascual, 1978). Aqui nos limitaremos al caso mas sencillo, con n = 2, [, I’ =

0, 1. Entonces
_33/2

Ir01 =120 = as;
por tanto,
01:0 10;0 . 1041
Uy o= Uy = —3efap; Uy = 0.

Los desplazamientos energéticos son, pues,
0E>(M =0) = £3eapé, OE(M ==£1) =0.
En el caso general,
OB, = %eaBEnﬁ, B =v— 1y

con v; enteros satisfaciendo 0 < v; < n, pero por lo demés arbitrarios.

18.5. Relevancia de los potenciales electromagnéticos
en mecanica cuantica: efecto Bohm—Aharonov

Es sabido que las ecuaciones del electromagnetismo cldsico pueden reformu-
larse en términos de £ y B; por ejemplo, la segunda ecuacidén de Newton puede
escribirse como

mv=e<8+%vxb’>.

Uno puede preguntarse si no podria hacerse lo andlogo en mecdnica cudntica
y evitarse los problemas asociados con la indeterminacién gauge de A y ¢.
La respuesta es no. Hay abundantes razones experimentales y tedricas que
implican que, en mecanica cuantica, las cantidades bésicas son, realmente, A y
¢. Entre ellas una particularmente espectacular es el efecto® Bohm—Aharonov
(1959) en el que una particula es sensible al hecho de que atraviesa zonas en

3 Este efecto habia sido ya considerado con anterioridad, en otro contexto, por Dirac.
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las que A # 0, a pesar de que no penetra en regiones en las que exista un valor
no nulo de B (o de &).

El dispositivo experimental es el de la figura 18.5.1a: desde un foco, si-
tuado en rp, enviamos particulas (digamos electrones, para fijar ideas) sobre
dos rendijas de Young, 1 y 2. Detras de estas rendijas colocamos un solenoide
blindado, S, muy largo y estrecho; de hecho, trabajaremos con la idealizacion
de un solenoide impenetrable, de didmetro despreciable, y de longitud infinita.
Después de atravesar las rendijas de Young, recogemos los electrones en la pan-
talla (detector), D. Denotamos por ry al punto genérico donde llega el electrén.

Si el solenoide tiene n vueltas por unidad de longitud, su susceptibilidad
magnética es i, y la corriente que circula por las espiras tiene una intensidad I,
entonces, en el interior del solenoide (regién S, en blanco, en la figura 18.5.1b)
hay un campo magnético

B(r) = unlz, r en el interior de S. (18.5.1a)

z es un vector unitario a lo largo del eje OZ. Debido a que el solenoide es mucho
mas largo que las rendijas, el valor de B es despreciable fuera del solenoide; en
el limite tomamos

B(r) =0, r fuera del solenoide S. (18.5.1b)

Puesto que el solenoide estd provisto de un blindaje supuesto perfecto, ni
clasica ni cuanticamente penetran en él los electrones. Por tanto, en las regiones
accesibles a éstos, B es nulo; pero, sin embargo, A no se anula. En efecto, en
el limite de un solenoide infinitamente largo y estrecho podemos tomar

B, =B,=0; B.=DBzx)iy),
A =0, Ay(r)=—30(y)8(z)B, A,(r) = 30(2)5(y)B.

Por lo tanto, todos los caminos posibles atraviesan zonas en las que A # 0.
EJeERCICIO: Demostrar que esto ultimo es cierto en cualquier gauge o
Tenemos, por tanto, posibles efectos de la presencia del campo magnético, que
detectaremos en D. Para evaluar estos efectos trabajamos en la aproximacién

WKB, al orden mds bajo. Hay dos caminos clasicos posibles: ¢; = rylry y
£y =ro2r; (fig. 18.5.1b). A lo largo del primero,

oW (x)) zexp%A(U, (18.5.2a)
y, & lo largo del segundo,
U@ (r;) = exp % A®@. (18.5.22)
0

A es la accién calculada a lo largo del camino £,,.
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(a)
b)) |2
r;» r,
D
(b)

FIGURA 18.5.1. Experimento de tipo Bohm—Aharonov.
(a) Vista lateral; S es el solencide y D el detector.
(b) Vista desde arriba. La superficie £ es la sombreada.
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El lagrangiano cldsico de una particula en un campo electromagnético se
deduce facilmente de la férmula general

LC] = PciVel — H(‘.h

sustituyendo pe y Hq por sus expresiones en presencia de un campo electro-
magnético (sec. 18.1):

Lo = tmi? ~ edy + gfclA(.]. (18.5.3)

Por tanto, la accién a lo largo del camino ¢, es

ty
A<a>:/ dtLd:/ de {3mi+° A(n)}. (18.5.4)
Jtg J €

- - .z .
Hemos utilizado que ¢ es cero y, en la segunda expresién, hemos cambiado
de variable de integracion,
dtr = de

y d€ es el elemento de linea a lo largo de la trayectoria clédsica. (Hemos supri-
mido los indices “cl” en A, r).
La funcién de onda en ry es

V(rp) =0 () + 0P (x)) (18.5.5)

con ¥ (r¢) dados por (18.5.2) y (w por (18.5.4). Las interferencias se deben
a la diferencia de fases entre Ll'/(l) y @), Si llamamos § a esta diferencia de
fase, evidentemente,

5= /11 (A“) A<2)) - / dz{ mi -+ < A( )} (18.5.6)

donde C es el circuito €1 — €3 = rolrf2rg; ver fig. 18.5.1b.
En (18.5.6) hay un primer trozo que es la diferencia de fase que habria en
ausencia de corriente en el solenoide (A = 0),

1
aozﬁ / d€ Zmi; (18.5.7a)
JC

al enchufar la corriente, esto se incrementa en la fase de Bohm-Aharonov,

0 =00+ 0Ba,

Spa = — de = A(r).
BA = % /c £ - (r)

La ultiina integral puede calcularse utilizando la conocida férmula

/def /dstf )
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donde ds es la diferencial de superficie, y X una superficie encerrada por el
contorno C. En nuestro caso, X' es el area sombreada en la figura 18.5.1(b), y
tenemos,

e €
5BA—h—C/;dS(VXA)—T—/EdSB(I‘)

e

Ahora bien: B sélo es diferente de cero en el interior del solenoide (4rea S en
la fig. 18.5.1b), donde viene dado por la férmula (18.5.1a). Por tanto,

e eunal
oA e /S s B(r) v (18.5.8)

y a es el drea de la seccion S del solenoide.

Aunque lo hemos calculado en la aproximacién WKB, el resultado (18.5.8)
es, de hecho, exacto. En efecto, utilizando el método de integrales de caminos
de Feynman (capitulo 10, especialmente sec. 10.3, ec. (10.3.7)} vemos que,
para cada par de caminos posibles (y no sélo los cldsicos) de ry a ry pasando
por & = 1, 2, y que denotamos por A4, la existencia de A # 0 induce una
diferencia de fase

1 e e ' e :
A = — A= A)= —
O = /Al_/\2 dlc e /r ds (V x A) - Sds B,

donde I es la superficie bordeada por el camino A; — As. El resultado es inde-
pediente de los caminos seguidos, luego el valor hallado en (18.5.8) es exacto.

El efecto Bohim—-Aharonov, aunque muy pequeno, ha sido observado experi-
mentalmente? y, por supuesto, las medidas estan de acuerdo con la prediccién
tedrica (18.5.8).

PROBLEMAS

P.18.1. Un oscilador cargado con carga e, en el estado fundamental, se sumerge en
un campo eléctrico constante, £. Hallar la probabilidad de que se excite al estado n.

Solucién. El potencial correspondiente es e£x, suponiendo el campo dirigido a lo
largo del eje OX. Las variables y, z no juegan ningtin papel y las omitimos. Entonces,

W(0 — n) = [(¥5]¢o)]?,

donde ¥y es la funcién de onda del estado fundamental sin perturbar, y %% la del
estado perturbado, esto es, con un potencial

2 2
tmwr” + el

Este lo resolvimos en el problema P.7.1, con vg = e£. El resultado es

2n .
é(] e_fé /2 0 65 mw
ni2n > mw? h

W0 - n)=

4 Lo que se observa es un desplazamiento de la figura de interferencia, debido a la
fase dga, al enchufar la corriente.
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El estado mdas probable al que se excite es el ny para el que W(0 — ng) es maximo:

no = (e£)*/2mhw.

I?.18.2, _Utilizar las propiedades de las matrices de Pauli para demostrar que
P? = (gP)(gP). .
Si escribimos el hamiltoniano (libre) en la forma H = (1/2m)(¢P)?, la susti-
tucion minima nos da, para particulas de carga Qe,
. 1 1 . N ,
A= (oP)(6P) = H., = (aP - @JA) (aP - QJA) .
2m 2m \~ c - - c -
Mostrar que, para electrones, esto nos proporciona el término de interaccion de spin
correcto

- 1 . Qe 2 Q/I,e B
Heni. = o (P - A) BS, e = —eh/2mc
(hamiltoniano de Pauli).

Solucién.  Utilizando que gig; = 615 +1) ., €50k,

(gp—g—aA) (ng—a ) ZU[OJ <PL—*A1> (PJ—T( ,7)
= (P - % A>2 - i% Z (plAj +A1Pj) €Lk Tk

Se tiene ) .
P//A]' = —ih(V[AJ) + AjP[; ZﬂjkvLA]‘ = By,

sustituyendo se sigue el resultado buscado:

Heyn = <I5 - % A)2 _ Qeh Bo

2me <

P.18.3. Aparentemente, el método anterior nos permite calcular el pardmetro .
Demuéstrese que, sin embargo, a nuestro nivel el pardmetro u sigue siendo empirico.

Solucién. Igual que escribfamos P2 — (aP) (¢ P) podiamos haber escrito
P? = (1- )P+ A(eP) (oP),

con A arbitrario, y hacer la sustitucién minima en la expresion de la derecha.
Hubiéramos obtenido

2
Heorn = (15 _ Qe A) AQeh Bo,

c 2me -
esto es, el momento magnético que queramos.
P.18.4. Argiir que. jmenos mal!

Solucion.  En efecto: para el protén y el neutrén, el método del problema P.18.2
hubiera predicho pp, = un, pn = 0 con uny = ehi/2mpc el magnetén nuclear, en
flagrante contradiccidon con la experiencia:

po = (279N, pn = (-191)un.
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Se cuenta que Pauli, seducido por el argumento del problema P.18.2, recomendd a un
fisico experimental que no se molestara en medir el momento magnético del neutrén
va que “evidentemente era nulo.” Afortunadamente para él, el experimental no hizo
caso a Pauli y midié g, .

Una prediccion de los momentos magnéticos requiere especificar en qué ecuacién
hay que efectuar la sustitucién minima, una cuestion dindmica cuya solucién involu-
cra mecéanica cuantica relativista (de hecho, teoria cudntica de campos). Se puede
demostrar que la solucién corvecta es la de P.18.2, pero sélo para particulas elemen-
tales, lo que incluye electrones y quarks, pero no el neutrén y el protén, compuestos
ambos de quarks.
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Sistemas continuos.
Campos cuanticos

19.1. Vibraciones de un medio continuo (caso clasico)

En la seccién 7.5 estudiamos las vibraciones de un cristal. Para investigar las
de un medio continuo vamos a considerarlo como el [imite de un objeto discreto.
Esto es, reemplazamos el medio continuo por un reticulo (que, por simplicidad
consideramos ciibico) de separacién media u; el caso continuo se obtendra ha-
clendo tender u — 0. Reducimos pues el estudio de medios continuos a un caso
limite de reticulos discretos.

La manera de tomar el limite continuo no puede ser arbitraria. En efecto,
si la masa de cada uno de los puntos del reticulo es m, el niimero de puntos
en un volumen fijo V seria V/u?, y la masa en dicho volumen my = Vm/u®.
En el limite u — 0 esto se hace infinito, lo que no es fisicamente aceptable.
Para obtener un limite correcto tenemos que mantener finita la densidad, y, por
tanto, admitir que m varfa con u de forma que m = pu®, con la cantidad p —la
densidad- manteniéndose constante. De igual manera tenemos que suponer que
la intensidad de la interaccién entre préoximos vecinos, A (cf. ec. (7.5.1)) es de
la forma A = ou con ¢ = constante. (Estas férmulas valen en tres dimensiones;
en una dimensién tenemos m = pu y A = o/u).

Todavia en el caso discreto, y trabajando en una dimensién para simpli-
ficar, reescribimos el hamiltoniano (7.5.2) como

+o0 5
= Z { Souwq(x,, 1) + Spug(a,, 1) + %% {q(:v,, +u,t)— q(x,,,t)} } +C,
— o0
(19.1.1)
y ya hemos sustituido m = pu y A = o/u. También hemos cambiado ligera-
mente la notacién g, (t) — g(2,,t), ,, = nu, ademds de reemplazar p.; por
mg.
El limite u — 0 de (19.1.1) es inmediato; u Y, se convierte en [dz y

G0 + u,t) — q(x0, t) — udq(x,t) )0z = ug'(z,1t).
Por tanto,

H, = lirr(l) HY = /d"‘r {%pq'(.r, )2+ Log' (z,t) + %pwgq(z,t)Q} +C. (19.1.2)

Este hamiltoniano serd reconocido por los cognoscenti como el de una varilla (de
longitud infinita) vibrando longitudinalmente. La varilla es eldstica si w = 0.
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En tres dimensiones,

; 2 2
_ 3.0 P ¢ 2, 9 0 il 2 )
H, = /d 7 { 5 q(r, £+ 5 %J {37‘2 q](r,i,)} + 5 q(r,t) } +C. (19.1.3)

En (19.1.2, 3) suponemos el medio continuo llenando toda la recta real, o el
espacio; el caso de longitud, o volumen, finitos, se obtienen ajustando los limites
de integracién a la regién apropiada.

Las ecuaciones del movimiento se obtienen de nuevo tomando el limite
u — 0 del caso discreto; obtenemos, en una dimensién,

pi(x,t) — oq”(x,t) + pw?q(z,t) = 0. (19.1.4)

Definimos la variable

e .
—ika q(z, )
(k. t) = Bo(k dg ek t 19.1.5
O‘( 7t) / ()( )/_Cx) re {Q(x’ )+190(k) } ( a‘)
con .
Q2 (k) = W 4+ = k% (19.1.5b)
p
esto es el limite de (7.5.1) para w — 0. En términos de « la energia es
o0
H, = / dk hQ(k)o™ (k, t)alk,t) + C, (19.1.6)

férmula valida con tal de escoger apropiadamente el valor de [Gy:

ﬁ()(k) = \/pﬁo(k?)/élﬂ'b

Finalmente, la inversa de (19.1.5) es

| ( S
[ +00 . . 7
(z,t) 47’p / \/_ {e**a(k,t) ke gy (k,t)}. (19.1.7)

Pasamos ahora al caso tridimensional. Las ecuaciones del movimiento son

Gi(r.t) — 2 Ag;(r,t) + wi(r,t) = 0. (19.1.8)
P

Definimos las variables a; por

aj(k,t) }/2 1/ pQ / 3 e ikr {qJ( ) + qb(;k;) } . (19.1.9a)

Q2k) = w? + %k"’ (19.1.9b)

y hemos suprimido el indice 0 en (2. En términos de las «;,

& (k, 1) = —i02(k)oy (k, 1) (19.1.10a)



SISTEMAS CONTINUOS. CAMPOS CUANTICOS 261

con solucién '
ok, t) = 710! a;m(k). (19.1.10b)

La expresion de H. es ahora

7

H, - / Pk r(k) S ol (k) al® (k) + €, (19.1.11)
J

La demostracién de todas estas relaciones no presenta gran dificultad; a
titulo de ejemplo, presentamos el calculo detallado de (19.1.11). En primer
lugar, y como se comprueba ficilmente, la inversa de (19.1.9) es

1 h
(2m)3/2 \| 2p

d3k : , : ! .
{en(kr—Q(k)t) 0‘45'0) (k) + e—l(kr—.(?(l\,)t)a‘go) (k)" }

(k)

De aqui se obtienen inmediatamente ¢; y Vg;. Sustituyéndolas en (19.1.3),

/ / d Adw’
V() 2K

Z{%OQUC) (k ) ol (k) e—i(R2(k)+2(k"))t '_(I_O)(k)ag.o)(k’)-koc._

J

q,(r,t) =
(19.1.12)

okk’

[ (kK Y r—i(2(k)+ QK" )t (0) (0) /1,7 1
e a; (k) (k)+c.c.

L _ei(k+k')r—i(()(k)-r!)(l\:’))xago)(k) 50)(1(,) el
P [ (kK yr—i(2(k) = 2(k' )t (0 0
+§ Q(k)Q(l\,l) _e (k—k’) ($2(k) (k ))taﬁ )( ) 5 )(k/) + c.c.

LR T e—itaumn - aw) ol (ke ()" + c.c
_ j ¢

+P% ei(k—k’)r—i(Q(k-)—Q(k"))talgo)() 0)(li tee. }

c.” quiere decir el complejo conjugado del término que le precede.

Las integrales en d®r se pueden hacer inmediatamente; los términos que
contienen exp(+i(k+k’)) nos dan (27)36(k+k’'); los que tienen exp(+i(k—k’)),
(2m)35(k —K’). Gracias a estas deltas, la integral en d®k’ se realiza sin mds que
poner k' = £k, segun el caso. Nos queda pues

heof d%k Caipgye | PR(K) ak® ] o)y (0
_h 2 _pUAR) ORT PO O 10000
7 (k)z{e RN R

pQ2(k)  ok*  pw? ] 0y 0. )
5 +T +T a; (k) e (k) +ccp.

+c.c. + {
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Utilizando el valor de £22(k), (19.1.9b), vemos que el primer paréntesis cuadrado
se anula, y el segundo es igual a 2p£22/2. Por tanto,

/d”‘ Z p22(k)a” (1) el (k) + c.c.}

El término “c.c.” es idéntico al que le precede y obtenemos (19.1.11), como
anunciabamos.

19.2. Vibraciones de un medio continuo (caso cudntico)

Salvo en algunos puntos especificos, el tratamiento del caso cudntico sigue las
huellas del cldsico. Trabajaremos directamente en tres dimensiones; antes de
tomar el limite continuo (ver las ecuaciones (7.5.15 y 16)),

Y = Z {%m,z%(rn smw? ZqJ (rn)?

n j
A . . . 2 5.
+5 3 las{ra+ ui) = g, (ra)” £ +C.
I
i siendo un vector unitario a lo largo del eje Oi. Tomando m = u3p, A = ou,

5 R o 2
w3 Pry 2, PWS o O gj(ra + ui) — g;(rn)
H*=u ;{Qq(rn) + q(ry) +5 Z{ " +C,

2J
(19.2.1a)

y, en el limite u — 0,

w2 o 2

Hallemos ahora las relaciones de conmutacién entre ¢ y §. Antes de tomar
el limite,
. _lpo o 1og
Clj(rn) = j(n) = u_gp ,(n)

liego, de las relaciones de conmutacién de Heisenberg
[[jj (I‘n), Pl<nl)J = ihéjl("-nn’,

se sigue que
1h . bnn

~ 2 ’ ; ‘
[G5(rn), q;(n")] = o 8= (19.2.2a)
El limite de la dltima expresion hay que interpretarlo como una delta de Dirac:

5nn’
3

— §(r—r').

U u—0
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Para comprobarlo, basta insertar en una suma y tomar el limite; en efecto,

WY Do = f(n)
y, en el limite v — 0, u*>° , — fd'}r’. Obtenemos, por tanto,
. s, ih ,
(G(r), q,(x")] = o 6ué(r —x'). (19.2.2b)

Esta ultima ecuacidén nos permite interpretar a pg, como la densidad de mo-
mento.
Andlogamente a como hicimos en el caso clasico, podemos definir opera-

dores a; (y sus adjuntos, aT

00 = G | gt [ Ere i+ g dm). 0023

con 2%(k) = w? + (0/p)k?; trabajamos ahora en la imagen de Schrédinger y
por esto los a; son independientes del tiempo.

Esercicro: Comprobar que a,(k) = —i2(k)a; (k) e

La inversa de (19.2.3a)

. / d3k ks (1) e
q;(r) = 3/2 20/ k (k) +e” kaj(k)}. (19.2.3b)

De las relaciones de conmutacién (19.2.2) se sigue que

[aj(k) al(k )] 0,

1 (19.2.4)
[a;(k), & (k)] =6;6(k — k)
que nos identifican a los a, al como destructores y creadores de excitaciones
del medio continuo; ver también las ecuaciones (19.2.6 a 9) mds abajo. Nétese
que ahora las k; varfan entre —oo y +00, que es en lo que se convierten los
limites Fm/u de la seccién 7.5 para u — 0.

La expresién de H en términos de creadores y aniquiladores se puede
obtener siguiendo los pasos que nos levaron, en el caso cldsico, a la expresion
(19.1.11). Como ahora los a. &l no conmutan, tendremos términos de las formas

a;(0a] (') v al (), (k).

Podemos utilizar las relaciones de conmutaciéon para reducir los primeros a los
segundos, mas una constante:

a;(K)a] (k') = ] (K)a; (k) + 6,16(k — k). (19.2.5)
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Fsto nos dice que, salvo una constante, el resultado es una expresion exacta-
mente como (19.1.11) sustituyendo o — &, o — al. Nos queda pues,

f[:/dkhw Za a;(k)+C

Es conveniente ajustar la constante arbitraria en la definicién del origen de
energias de manera que C se anule, de manera que tengamos

A= /d-‘%hw(k)zcﬁ(k)dj(k). (19.2.6)

A este respecto hay una cuestién que es necesario comentar. En el limite con-
tinuo, debido a la aparicién de deltas de Dirac, y a tener infinitos osciladores,
las constantes C', C resultan ser, de hecho, divergentes. Esto no plantea proble-
mas de principio, puesto que dicha constante es inobservable; pero indica que
la expresion (19.2.1) ha de ser utilizada con cuidado. La expresién (19.2.6), sin
embargo, no contiene ya C ni C y es, por tanto, més segura de utilizar.

Para construir los estados del medio continuo comenzamos por el estado
fundamental, que denotamos por |0), que verifica

a;(k)[0y =0, para todos j, k. (19.2.7)
Los estados excitados se construyen aplicando creadores:
Ky, 13 - 3Ky} =l (ki) - ] (kn)10). (19.2.8)
Estos son autoestados de H,
HIky, i - ik dn) = R{R(E) + -+ + Q(ka)} k1,15 - K Jin). (19.29)

Por cuestiones de normalizacion, es conveniente suponer que no hay dos k,,, k;,
iguales; en caso en que los hubiese se toma como un limite del anterior.

EJercicto: Discutirlo. Ver qué modificaciones debemos incorporar si admiti-
mos ks iguales e
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19.3. Campos. Campos cudnticos

Las ecuaciones que verifican las excitaciones (cldsicas) de un medio con-
tinuo son muy similares a las que obedecen las vibraciones del campo electro-
magnético: comparese (19.1.8) con las ecuaciones de Maxwell para el potencial
vector,

1 .
5 Alrt) = AA(r,1) =0,

La diferencia es conceptual: en un caso consideramos las vibraciones de un
medio material; en el otro, atribuimos existencia propia al campo.

En general, podemos describir un campo (clasico) por una funcién multi-
componente, @, (r,t), A =1, ..., v. Por ejemplo, en el caso electromagnético,
el campo tiene cuatro componentes (una del potencial escalar y tres del vector)
de las que, debido a invariancia gauge, sélo dos son independientes. La propa-
gacién del campo obedece ecuaciones similares a la (19.1.8). Considerando el
liltimo caso, podemos identificar g = p~1/2®, definir las constantes p/o = 1/c?,
w?p/o = p2c?/h? y escribir la ecuacion satisfecha por @ como

1 . CQMZ

—0—2@,\(1‘,1‘,) -Aclf',\(r,t)-l—?@,\(r,t):o. (1931)
Fl parametro p tiene dimensiones de masa, y lo interpretaremos como la masa
asociada al campo; ¢ las tiene de velocidad y estd relacionado con la velocidad
de propagacién del campo.

El hamiltoniano correspondiente es

5 | 1 . cu? .
— 2 3, 2 1 2 H 2
Hd—C /d 72/\:{@@,\(1",1’) +§(VQ5,\(r,t)) —f—W@,\(r,t) }
(19.3.2)
Puesto que, formalmente, las ecuaciones de un campo son como las de las
vibraciones de un medio continuo, podemos traducir, sin mds, el formalismo
de la sec. 19.1. Asf tenemos el desarrollo
B2 Pk

(2m)3/2 .\ [202(k)

By(r, 1) = {ei(kr—(z(k-)t)ag\O)(k) " e—i(kr—Q(k)t)dE\O)(k)T};

(19.3.3a)
si el campo es real (como ocurre con el electromagnético), @® = o®. La
inversa de (19.3.3a) es

a(o)( eif2(k)t /d{ ,—ikr {d} (r,t) + & (r t)} (19.3.3b)
A \/2ﬁ !2(k)’\’ I

El hamiltoniano, en términos de los a(? es

HC1+Z/d3khQ(k') 0 k)" o'? (k). (19.3.4)
.
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La relaciéon (19.1.5b) entre 2, w, o, p, k se escribe, con nuestras actuales
convenciones, coino

h2(k) = \/p?ct +p2c?, p=hk, (19.3.5)

expresién que es similar a la de la energia relativista £ = h{2 para una particula
de momento p y masa g; seria idéntica si ¢ fuese la velocidad de la luz. Esta
es la razdén por la que interpretamos p como la masa asociada al campo.

Un campo es una cantidad observable;! por tanto, en mecanica cudntica
tenemos que definir operadores @A(n t) que correspondan a las variables
cldsicas @y (r,t). Los valores cldsicos de los campos los debemos interpretar
como valores medios,

QSM ,\(I‘ t <![/'§Z’/\ r, t |E[/>

Es conveniente trabajar en la imagen de Heisenberg; de esta manera pode-
mos definir los operadores campo, ds,\(r,t), y tratarlos como a las excita-
ciones cuanticas de un medio continuo que vimos en la seccién precedente.
Nos limitamos a enunciar resultados ya que, formalmente, las demostraciones
son idénticas a las ya vistas.
Los & satisfacen ecuaciones
1 = - c?u? . o .
(—2 @A(r,t) — A@,\(r,t) + 7 @,\(r, t) = O (1936)

sl escribimos @ en términos de las a, tenemos

. h'/? d*k
i pilke = 2(k)t H(kr—$2(k))
Py(r,t) = Ok \/ZT{ Da(k, ) + af (k. /\)}
(19.3.7)

hemos cambiado ligeramente la notacién, y suponemos el campo real para
escribir a = a. En términos de los a,

A=Y dkrk)al(k Nalk,A), hQk) = Vi +p2c, p =ik
’ (19.3.8)

Con las convenciones actuales, las reglas de conmutacion son
[a(k, ). a(k, )] =0,

(19.3.9)
[, A),al (K, )] = 6,8(k — K').

En el caso de vibraciones de un medio continuo, interpretabamos los esta-
dos af .. .dT|O) como excitaciones cudnticas, y a |0) como el estado fundamen-
tal. Sin embargo, ahora no hay medio material que vibre. Lo que hacemos es
fijarnos en la analogfa de las vibraciones con estados de cuasi-particulas (los

1A veces lo que son observables son combinaciones $%®, .
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fonones), como vimos en la sec. 12.4: segtin esta analogia, interpretamos ahora
un estado

ey, Aok A = al (k) o al (k,, An)[0)

como un estado de n particulas libres, idénticas, con momentos hky, ... hk,,;
las A representan otros ntmeros cudnticos distintos del momento, pero compa-
tibles con él (por ejemplo, el espin). Por tanto, un campo cudntico representa
asambleas de particulas idénticas.

EJERCICIO: Demostrar que el operador momento del campo es el

Pewnpe = 3 d’khkal (k. N)a(k, \) (19.3.10a)
A

comprobando que

R'mup()'klu /\l: CIRIEIY kn\/\r1>

(19.3.10b)
:h{kl—k""f'kn}“(h/\l, 4.‘k,7,/\n) )

En proximas secciones veremos en algun detalle el caso més importante de
campo, a saber, el electromagnético. No seguiremos mds por ahora con teoria
de campos cudnticos excepto para decir que las relaciones (19.3.9) son vélidas
para campos asociados a bosones. Para el caso de fermiones, la estadistica
de Fermi-Dirac nos obliga a reemplazar en (19.3.7, 8) a, af por b, bt que
satisfacen relaciones de anticonmutacion:

bk, \), b(k', 1)} =0,
{ o ) ) (19.3.11)
(b ), BT (6, 1)} = 6,060k - K.
PROBLEMAS
P.19.1. Dado un campo, representarlo como un limite de osciladores.

Solucion.  Reemplacemos el continuo {r} por un reticulo {rn} como hicimos en la
seccion 3.6, con
ro —un, n; =0, *1, £2, ..., £N

El limite del continuo se alcanza para v — 0, ulN — oo.
Sustituyendo derivadas por diferencias finitas,
0P (r,t) 1

—

or, 2u

{Ba(rn +uj,t) — Pa(ra —uj,t)}

donde j es un vector unitario a lo largo del eje Oj, las ecuaciones de campo son
formalmente idénticas a las de un sistema de osciladores acoplados.



CAPITULO 20.

Teoria cuantica de la radiacién

20.1. Cuantizacién del campo electromagnético

Como ya comentamos en la seccidn 18.1, los campos eléctrico £ y magnético, B

deberan, en un tratamiento cudntico del electromagnetismo, ser reemplazados
por operadores, E, B. Al proceso de reemplazar las variables clasicas £ y B
por operadores se le conoce como cuantizacion del campo electromgnético.!
Sin embargo, para llevar esto a cabo no debemos trabajar con £ y B como
cantidades bédsicas. En efecto, ya vimos en la sec. 18.5 que las cantidades basicas
en electromagnetismo cudntico no son € y B, sino el potencial vector A (y el
escalar, ¢). Tenemos, pues, que desarrollar un formalismo de operadores para
Ay .

El caso general de campos cudnticos lo vimos en la seccién 19.3; allf obtu-
vimos las ecuaciones de evolucién para campos cudnticos, (19.3.6). Para el caso
electromagnético, y puesto que queremos que en el limite clasico se reproduzcan
las ecuaciones clasicas, (19.3.6) se nos convierte en

%331&@%) — AA(r,t) =0, (20.1.1)

y ¢ es la velocidad de la luz. Por supuesto, (20.1.1) es un caso particular de
(19.3.8) con p = 0: efectivamente, las particulas asociadas con el campo elec-
tromagnético (los fotones) no tienen masa. Una ecnacién andloga vale para el
potencial escalar, </)

C%(?f(/;(r, t) — Ad(r,t) = 0. (20.1.2)
Las cantidades observables no son A, b, sino é, i@,
é:%atA—vJ), B=VxA.
Cormo sabemos, ni £ ni B cambian si hacemos un cambio de gauge,
A—A+Vf, d-d--af;

podemos fijar el gauge requiriendo condiciones suplementarias. Nosotros vamos
a escoger el llamado gauge de Coulomb (o de la radiacién), como ya hicimos
con anterioridad. Pedimos pues que se tenga

d(r,t) =0, VA(r,t)=0. (20.1.3)

' O segunda cuantizacién. La teoria cudntica de la radiacién se debe a Dirac.
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Esto nos permite prescindir de r/3 y trabajar sélo con A.

Aunque podriamos tomar los resultados del capitulo precedente para es-
cribir las correspoudientes relaciones para el caso electromagnético, es instruc-
tivo repetir el desarrollo con los cambios oportunos. Escribimos

A( 5/) /d pB(p i(pr—E(p)t)/h g L(p) +e—i(pr—E(/))i)/héQ(p)}.

(20.1.4)
Puesto que £, B corresponden a observables, deberfan ser operadores autoad-

juntos; por lo tanto, también lo seran los A: Aj = /21]-. Esto implica que, en
(20.1.4), se tenga la relacidn éq = d;r. El valor de E(p) lo obtenemos pidiendo

que A, dado por (20.1.4), satisfaga (20.1.1), lo que implica la familiar relacion
entre momento y energia para una particula de masa cero:

E(p) = c|pl. (20.1.5a)

A pesar de esta interpretacion transparente de £ y p es mas comodo trabajar
con el vector niimero de ondas k, y la frecuencia® w(k):

p =hk, E(p)=hw(k). (20.1.5b)

La condicién (20.1.3) aplicada a (20.1.4) nos dice que pa, (p) = 0; podemos
pues desarrollar & (p) en la base formada por dos vectores transversales (por
ejemplo, los definidos en la seccidn 14.4) y escribir, por tanto,

ai(p)= Y elkema(k.n) ke(k,n) =0.
n=d1

Podemos interpretar 1 como el mimero cuantico de helicidad que introdujimos
en la sec. 14.4. Segin esto, (20.1.4) se nos convierte en

3
A(r. 1) = & s /(l3l-€ B(hk) Z {ei(kr_”“‘")t)e(k, n)a(k,n)
(2m)? y (20.1.6)

+P—i(kr—w(k‘)’7)e*(k, 77)&T(k, n) }

Interpretamos aliora los operadores a, & como destructores y creadores de
fotones, con las relaciones de conmutacién

l[a(k,n),a(k'.n)"] =0,

a
“T (20.1.7)
[a(k,n),a' (K, n")] =0y, 0(k — k).
2 La cantidad w(k) es la que en el capitulo precedente denotdbamos por 2(k). El
cambio de notacién se debe a que queremos guardar la notacién habitual para las
cantidades asociadas con las ondas electromagnéticas
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La funcién § la encontramos considerando la encrgia del campo electro-
magnético. La energia cldsica de la radiacién electromagnética es

1
E., = o / d*r (€5 + B2) :

en términos de A v en el gauge de Coulomb tenemos, después de una inte-
gracion por partes,

C. 1 .
B — - / d'r {2 (0,Aq)? — Aa(AAL) b (20.1.8)
ST c2

Utilizamos el principio de correspondencia y postulamos el hamiltoniano
cuantico de la radiacién, en el gauge de Coulomb,*
- 1 [ 4 1 S0 A A a
8 c
La constante C la ajustamos de manera que el estado sin fotones (el vacio)
tenga energia cero. Queremos pues tener,

Hong = /d-"A: hw(k) Z al (k, m)a(k, n): (20.1.10)
: n==+1

sustituyendo (20.1.6) en (20.1.9) y utilizando (20.1.7) vemos, después de un
cdleulo similar al ultimo de la sec. 19.1, que esto efectivamente se verifica con

tal que
- 47he
RB(k) = :
Bk =\

Sustituyendo esto en (20.1.6) tenemos la expresién final para el operador A.,
en la imagen de Heisenberg,

A Vie [ d'k . ,
Ag(r,t)y = — i Z {e)(kr-w(lh)wC(k,n)d(k,n)
27 k \/IE n==1
+e—i(kr—w(k)t)e*(k’n)gLT(k’n)}, w(k) = ck.
(20.1.11)

* La diferencia entre (20.1.9) y la expresién correspondiente que vimos para H
en términos de @5, ec. (19.3.2), es un factor 1/4n, debido a que trabajamos en
el sistema de unidades de Gauss para el campo electromagnético. Si hubiésemos
utilizado el sistema de unidades de Heavyside, tendriamos Ay = A/\/4_7T, e =
VAT e, de forma que las combinaciones eg, eA son independientes del sistema; pero
la relacién entre Ay H cambia. En el sistema de unidades de Heavyside, podemos
reescribir (20.1.9). Integrando por partes el segundo término alli obtenemos

. iy 1 2 R
Hr;Lcl = /d.}"' {ﬁAH o Z(alAHJ)Q} +C.

j

B h—

expresion idéntica a (19.3.2).
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Puesto que sabemos que las imdgenes de Schrodinger y Heisenberg coinciden
at =0, la expresion de A en la imagen de Schrodinger sera

R B \/E A3k Z

Ag(r) = gl v 2 {eik"e(k,n)&(k,n) +e M e (k,n)a] (k,n)}.

(20.1.12)
El estado sin fotones (el vacio) lo denotamos por |0); se caracteriza por

a(k,n)|0) = 0.
Un estado de n fotones con vectores de ondas k; y helicidades 7; es el
ki, mis ik m) = @l (ke m) .. é'T(k'n>777z)|0>- (20.1.13)

El operador momento para la radiacién lo podemos definir como

Proa =5 /d3r{£xB—I3x£}, (20.1.14)
s
lo que, en términos de creadores y aniquiladores da
P = / d*k ik al (k, n)a(k, 7). (20.1.15)
7

Eiercicio: Comprobar que
Hra.d|kl‘771; e ;kn,,n'n) — {E(kl) + -+ E(kn)}u(lanl, Ces ;kn;nﬂ>;

Pl'ad|k17771:, .- ;kTL)777L> = {pl + - +pn}|k1,7]l; ;kﬂ-’n‘n>; p: = hkz L]

EJercicio: Comprobar que (O]A(r, t)|k, ) coincide (salvo una constante) con
la funcién de onda del fotén con momento Ak y helicidad # que denotamos
por \I'g"k)(r,t) en la seccion 14.4 o

Essrcicio: Comprobar la normalizacion

' 0k, n) = 8,8k ~ k') o
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20.2. Limite clasico. Estados coherentes

El potencial vector cusntico A(r,t) es un conjunto de operadores, uno para
cada punto del espacio r, y dependientes del tiempo, t. En el limite clasico
esperamnos que se tenga
(A(r,t)w =~ Au(r,t), (Huaa)e ~ Hg
h—0 fi—0

para estados apropiados |¥). La relacién entre cualquier campo cudntico y un
sistema de osciladores nos sugiere que las |¥) serdn del tipo de los estados
coherentes que estudiamos en la seccién 8.2.

Antes de comenzar el calculo tenemos que resolver un problema técnico.
A una onda electromagnética cldsica, de amplitud aq, vector de ondas k y
polarizacién 7 le corresponde un potencial vector (en el gauge de Coulomb, en
el que trabajamos)

k.n| \/F i(kr—w(k
Al 1) = 2Re oye €k n)elkr=w k)t o (20.2.1)
La energia correspondiente a esta onda,
1 ; 1 k. k.7, k.7
Ea = 81 S s d’r {g <aﬁA([-l n])z - AE-) 7]AA£1 7]} : (20.2.2)

es infinita. Por supuesto, esto se debe a que (20.2.1) es una idealizacién

matemadtica, ya que ninguna onda real puede estar extendida a todo el espacio.
Podemos resolver el problema restringiendo la integral en (20.2.2) a un

volumen grande pero finito, V, imponiendo ademés la condicién de que

A!}f"’"l =0, parar fuera deV. (20.2.3)

Por consistencia, la misma condicion ha de ser impuesta para el campo
cuantico. Sin embargo, y aunque se puede proceder a partir de aqui, es conve-
niente utilizar otra condicién de contorno distinta de (20.2.3), que no es la més
apropiada para representar una onda que avanza en la direccion k: es preferible
imponer condiciones de contorno periédicas. Tomamos como V' a un cubo de
lado L, reemplazamos A por Al y Lequerimos pues

Ap(r+ Ljt) = Ar(r,t), (20.2.4)

con j un vector unitario a lo largo del eje Oj. La expresién (20.1.11) debe, en
este caso, modificarse a

A p:5 hC 1 I r—w(k ~
Ap(r,t) = 2'7r Z 7 Z {e (enr=w(kn)t ek, n)a(kn, n)
n 'n 7

teilknr—wlkn)t) o+ (kn, ’I])&T(krn 77)}

(20.2.5a)
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donde
(kn)j = 2mn;/L, p=2m/L; n;= entero

y el conmutador de creadores y aniquiladores es ahora
6k, m), &1 (ka7 )] = 078y Brae (20.2.5b)

Claramente, (20.2.5) satisface las condiciones de periodicidad (20.2.4). En el
limite L — oo, p tiende a cero y

PPy - /d%, P~ 0 — 6(k — k),

(20.2.5b) tiende a (20.1.7) y (20.2.5a) se convierte en (20.1.11).

Construyamos ahora los estados coherentes. El estado |¥(k,,,7)) va a con-
sistir en una superposicion de asambleas de fotones, todos ellos con numero de
ondas k, y polarizacién 7. Escribimos,

W (k,,n)) Z N 3N/Q[aT(k,,,n)]'\’|o>. (20.2.6)
N=0

Los coeficientes Cn los determinamos pidiendo que |¥(k,,n)) sea un autoes-
tado del operador de aniquilacién correspondiente al valor propio ag:

(knﬂ?)) = 6nn’61/‘r1’a0|@(kna"7)>§ (2027)

esto implica la relacién de recurrencia

(K

P’ 2oy,
Cn = ——Cypy,
N1
con solucién ANJ2N
3/ ‘o
Cn = F_x Co;

VvV N!
Cy es una constante que puede fijarse (salvo fase) requiriendo, por ejemplo,
que

<@(kn”7)|w(kna 77)> =1

Utilizando (20.2.5) encontramos inmediatamente que

Vhe p?

(@ (kA (0, )| (K, ) = 5 — K

2Re {erlormlin e (e ) |

(20.2.8)
que es en efecto idéntica a (20.2.1), salvo la constante p®.
Tgualmente puede coniprobarse que el valor esperado en estos estados del
hamiltoniano de la radiacion,

(@ (knu7)[Hraa| ¥ (kn,m)),

es idéntico al dado por (20.2.2).
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Una expresion para el estado coherente que es Util para estudiar emisién
de radiacién es

1 (n,m) = {exp (p*00dl (k) ) }10). (20.2.9)

Un estudio més detallado de cammpos electromagnéticos, en especial en el
limite cldsico y semicldsico, puede verse en Sakurai (1967), Louisell (1973) y
en Yndurdin (1996). En este ultimo se estudia, en particular, cmo se emiten
los estados coherentes cuando el emisor puede aproximarse por una corriente
clasica.

20.3. Interaccidn de radiacidn con la materia

En esta seccion y la siguiente estudiamos las interacciones de particulas ma-
teriales con fotones. El tratamiento que hacemos es semi-cudntico y semi-
relativista, en los siguientes sentidos. Suponemos que las velocidades de las
particulas que interaccionan con los fotones son pequenas en comparacion con
la de la luz, ¢; pero los fotones, por supuesto, son relativistas. Debido a esta
hipétesis de pequefias velocidades, resulta que las energias cinéticas de las
particulas son también pequenas en comparacion con sus energias en reposo,
mc?. Por tanto, no tenemos posibilidad de crear particulas que no sean fo-
tones. Por supuesto, al tener éstos masa cero, pueden crearse por pequenas que
sean las energias disponibles. Si tuviéramos energia suficiente para crear, por
ejemplo, electrones, tendriamos que considerar asambleas de estas particulas y,
por tanto, construir también campos correspondientes al electrén.® En nuestra
aproximacién, sin embargo, podemos considerar al electrén como una particula
no-relativista, individual; pero los fotones los describiremos a través de opera-
dores cuanticos para el campo electromagnético.

Segun esto, si consideramos el caso sencillo de una unica particula (que,
para fijar ideas, tomamos como un electrén) sujeta a un potencial, y en in-
teraccion con la radiacion, el estado més general del sistema serd una super-
posicién lineal de estados con un electrén con funcién de onda 1., y un ntmero
arbitrario de fotones con vectores de ondas y helicidades k1,71, ..., ky,, 7., Es
decir, el estado mas general serd una superposicion de los estados

lll/)«; klsT]]a BRI knann) - &-‘(klanl) s &T(k71.a7)77)i7/)(4>- (2031(')

Nétese que el estado |4.) no contiene ningun fotén; por tanto, debemos suponer
que
a(k, ).y =0, para todos k, 7. (20.3.1b)

El hamiltoniano del sistema podemos obtenerlo de la forma siguiente. Si no
hubiera interaccidn entre la radiacién y la materia tndriamos el hamiltoniano

Hy = H, + Hyaa, (20.3.2a)

4 Esto puede verse, por ejemplo, en el texto del autor (Yndurdin, 1996) y en las
referencias allf citadas.
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donde H,.q viene dado por (20.1.10),

Hot =Y / dk heo () (K, )k, n) (20.3.2b)
7
Y 1
H = —P>+V. (20.3.2¢)
2m °

V es un potencial externo al que eventualmente puede estar sujeto el electrén.
La interaccién entre la radiacién y la materia la introducimos utilizando el
principio de sustitucién minima, exactamente igual que en (18.1.1), excepto
que ahora A es el operador dado por (20.1.12):

f’(;. — 156 — EAs(r);
c

trabajamos en la imagen de Schrodinger y, a partir de ahora, suprimimos el
indice S en Ag. Obtenemos asi el hamiltoniano en presencia de radiacién cuan-
tizada,
1 . e A\?2 20 - ~ ‘
= (P(, _° A) +V -8B Hog+ C (20.3.3)
2m c h ~

A

Hemos anadido el término de interaccién con el espin —(2u/h)SB (recordar la
ecuacién (19.1.6)), y una constante arbitraria C.

Puesto que trabajamos a pequenias velocidades, los términos de interaccion
de la radiacién con la materia que contienen 1/c deben ser considerados como
una perturbacién. Debido a esto, sers ttil descomponer H como

P (20.3.4a)
con
H(O) = ]:Ic + ]:[r;ul + C"
2 (20.3.4b)
= s A - (PAW + AP, | - 5B
I ome? A=(r) 2me P.A(r) + A(r)P. ho=

En préximas secciones aplicaremos esto a casos concretos.
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20.4. Emisién de radicién por un dtomo hidrogenoide

En esta seccion vamos a calcular la desintegracién de un estado del dtomo de
hidrégeno a un nivel de energila inferior, emitiendo un fotén. Aunque escribire-
mos las férmulas explicitas unicamente para este caso, es sencillo, con unos
pocos cambios, extender los resultados a otros sistemas (por ejemplo, estados
del oscilador arménico).

Denotamos con Hﬁw (n) al estado del dtomo de hidrégeno con nimero
cuantico principal n, momento angular total [ y tercera componente del mismo
M; y por v(k,n) al estado de un fotén con vector de ondas k y helicidad 1. El
proceso puede escribirse de forma simbodlica como

Hi (n) — Hip(n) + (k7). (20.4.1)

Dada la precisidon de nuestro cédlculo, donde despreciamos efectos relativistas
(O(v?/c?) ~ 107%) podemos aproximar la masa reducida por la del electrén,
m =~ m,, lo que sélo produce un error de orden m./m, ~ 5 x 104, Las
funciones de onda del electrén antes (¢.) y después (1) de la emisién son

e = Ry (7“)Yll'v[ (4,4),

| ; (20.4.2)
'l,/}e = R»r/,’l' (T>YA//’ (0’ ¢>

Despreciamos aqui la interaccién con el espin, el término —(2u/h)SB en
(20.3.4b); se puede comprobar que, para los procesos que consideramos, su
efecto es pequeno en comparacion con el resto (de hecho, de orden relativo
1/c?). Trabajamos también al orden mds bajo en la carga del electrén, que
denotamos por e; por tanto, H©O en (20.3.4a) es el hamiltoniano coulombiano,
mas el de la radiacién

70 = 4 Lp2_& 4
H EH(z"'Hrad =—P - — +Hradw
2m T

y (20.3.4b) se nos convierte en el hamiltoniano de interaccién efectivo,

Hyo = =5 {P. A+ A)P, }.
2me
El operador P, = —ihV al aplicarse a la izquierda de A nos da

VA = AV +div A.

En el gauge de Coulomb, en el que estamos trabajando, div A =0, luego P, y
div A conmutan y podemos simplificar Hy . a
e e

AP, =-—P.A. (20.4.3)

H[._(:f = -
mc mc

Segun la ec. (11.4.14), la anchura de desintegracién para el proceso (20.4.1)
es
(i = f) = D(Hb(n) — Hypo(n) + ()

, . , (20.4.4)
=2m| (e ko nlHy oflhe) |76 (B — Ey),
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con E,, Ef las energfas de los estados inicial y final. Nuestra primera tarea es
pues calcular el elemento de matriz

(VH erli) = @l Herle) = (Wclatle. n) Hi ol ).

Sustituyendo en I:j—l.ef la expresion (20.1.12) para A tenemos
2 . he ,/ AR ik'r 1IN (L N
P Herli) = = 2 IZ il n{ e ek nalk )P,

—I—(—‘_ik/“e”"(k )aT(k n') }|1/' )

El término con aP,. = P.a da cero, al actuar el aniquilador sobre el estado
|10}, que no tiene fotones. El otro término coutiene un producto de la forma

alkonal () = ot (K y)alk.n) + 6,80k — K.

El primer término da cero. por el argumento ya utilizado; sélo el segundo
sobrevive y, por tanto, nos queda

3 d* &’ o e N
me 2m Z/ e (K ) (¢ e < Py [9e)0 0 (k = k')

e Vhe | ,
= g € Gam{dele

[ !

(FIH; oeli)

e ).

(20.4.5)
La energia del fotén emitido es ¢hk, y tiene que ser igual a la difercncia de
energias entre los estados Hb,(n), HY, (n), que es del orden de m,.c?a?. Por
otra parte, el valor medio de 7 es del orden del radio de Bohr, 7 ~ ap = h./mca
De esta manera, |kr| ~ «y, al orden que estamos tmbajando podemos sustituir
en (20.4.5) la exponencial exp(—ikr) por la unidad.” Por tanto,

AP 3 —L’\,/FC % AL = W . S
) etlt) = 5— 75 € (k, (L P e - (20.4.6)

hemos reducido el problema al sencillo de evaluar el elemento de maftriz del
operador momento entre estados del atomo de hidrégeno.
El cdleulo de (20.4.6) puede atin simplificarse con un par de trucos. En
primer lugar, _
. : im

PU = 77LQ(. - ? [[_A[rw Q(]t

7 A esta aproximacion se la conoce, por razones que seran claras en un mornento, como
aproximacion dipolar. Hay procesos en los que este primer término, exp(—ikr) ~
1 da cero, y hay que tener en cuenta érdenes superiores en el desarrollo de la
exponencial (conocidos como multipolos).
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y Q9 — res el operador posicidn del electrén. Como |20, y 1.} son autoestados
de H, con energias F,,, E,  respectivamente, resulta pues
~ 117 ~ A im 3 *
<wé|Pc|1/’e> = TL <7v/)2”Hu Qc”"/)e> = ? (En’ - En) /d TQ/)/erwe-
El segundo truco consiste en utilizar la proporcionalidad entre r, en coorde-
nadas esféricas, 7y,
== 2
=+ o =73,

T - )
* V2

y el arménico esférico Y)!: tenemos

Ty = m/%w Y0, ) (20.4.7)

con 6y ¢ los dngulos polares de r. El producto escalar e*r = ) €*r; lo podemos
escribir también en coordenadas esféricas, ), e37\. Sustituyendo también la
expresion para las funciones de onda del electréon tenemos pues

€t /dg’rw':rl/)@
4 " e 2 4 : ’ ®
T X6 [ PRl [ d0Y6,67 Y 0,0)Y16.0).
A /0 :

Utilizando la férmula de composicidén de armdnicos esféricos (13.6.12), v las
relaciones de ortonormalidad de éstos, (13.5.3),

/ A2 YL (6.6)°Y) (6, )YL (6. 6)

I+1

> CUnLMI) [ d0Y6,0) Vi r(0.0)
1=|i—1] :

(OO NL MY, sl =141,

T 10, sill#l+1;

v hemos definido la combinacion de coeficientes de Clebsch—Gordan

3 [20+1
CONLMI) =/ =~ 21{11 (1, M 1,01 (1,0, 1,0|1).
m

Que el elemento de matriz de r se anula si [ = [’ se puede comprobar por
calculo directo; pero también puede obtenerse de las propiedades de transfor-
macién bajo paridad. Si hacemos r — —r, Y}, — (=1)'Y}, luego la integral
[dRY; Y], Y] se anula idénticamente.5 Podemos decir que el fotén se lleva

S Esto no quiere decir que no existan transiciones entre estados con el mismo momento
angular total; pero, necesariamente, deberan emitirse un nimero par de fotones.
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una unidad de momento angular, y un (—1) de paridad. Finalmente, y recor-
dando que £, — E, = E, = hck tenemos el resultado

: —ley/Ey (2041
o[ 1,0\
(FIH erli) = — S (L0 0|

xZej(k,n)(l‘)\;lJ[|l’)/ dr7° Ry (1) Ro (1),

\ J0

(20.4.8)

para '’ =1+ 1,y cerosil' =1
El elemento de matriz que hemos obtenido es el mismo que hubiéramos
encontrado sustituyendo el operador cuantico AP, por la cantidad clasica

! (0:A)r = Er
c

esto es, por un dipolo £r. Este es el motivo del nombre de “transiciones dipo-
lares” dado a las que estamos considerando.

20.5. Desintegracién del primer nivel excitado del dtomo
de hidrégeno

La ecuacién (20.4.8) nos proporciona el elemento de matriz para una transicién
en la que se emita un fotén; si interpretamos las R como funciones de onda
radiales en general, esta ecuacion vale no sélo para el dtomo de hidrédgeno,
sino para muchos otros sistemas. Aqui, sin embargo, nos vamos a restringir
a realizar un calculo detallado tnicamente para el dtomo de hidrégeno y, en
éste, especificamente entre los niveles mas bajos: con notacién espectroscopica,
entre los estados 2P y 1S (el estado 25 también se desintegra en el 1S, pero
emitiendo dos fotones. lo que complica el calculo). En este caso, mas sencillo
que utilizar (20.4.8) es proceder directamente de (20.4.6):

- . he : s
(f1Hy of]i) = EyRyERi (k.n)/dimm(w-)y& (=AY, (2) Ry (7).
(20.5.1)
Recordamos las expresiones explicitas de las R,
2 , 1 i
Rl(] — 6_7/“‘[5, R2l — re r/_a,B.
a%/g 26 ar’/2

Podemos reemplazar Y por su valor, 1/V/47 y hacer actuar V en (20.5.1) a la

izquierda; teniendo en cuenta que
r
—VEjy=—~Fu
Tap

nos queda

—iheVhe
2mmcek l/QCLB Var

<f|ﬁ[)ef‘i> Zc (k,n /d"zr o7 Rio(r)Yay (92)Ra (7).
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Reemplazando r; en componentes esféricas por Yyl

- —ihevhc 1 .
THroli) = —— 28— S (K,
</| I, f“> 27’!’7”(5/(}1/2(1]3 \/3 - GA( 77)

></ drrmlo(r)}?gl(r)/dm{\l((zm‘,(m (20.5.2)
JO
—ihevhe 1

o0
* 2
= —— ¢, (k,7 drr°Rig(r)Ray (7).
27rmc/<l/2ag \/g 1\/( 7)/0 ( ) ( )
Vamos a calcular la anchura total, esto es, salvo un factor, la probabilidad de
que el dtomo se desintegre emitiendo un fotén con cualquier valor de k, 7.
Tendremos por tanto que sumar sobre estados finales:”

L (2P) =3 [ %06 = 1) (20.5.3)
n

En general no se conoce el valor inicial de la tercera componente del momento
angular, Af. Esto no plantea un problema ya que [y, es invariante bajo rota-
ciones y, por tanto, independiente de M. Podemos pues, simplemente, sumar
a los tres valores posibles de M, 0,£1 y dividir por tres.

Al sustituir (20.5.2) en (20.4.4), y esto en (20.5.3), encontramos las siguien-
tes expresiones: la suma

]TZ (Z”/ffi/(k»’f))ﬁf\/(k.,n)) =%
N

la integral

3 g ge e “3 ,;'4 1
/d—kéfs(E/—E,) _ /(IQk/ dkk(s( g Hhk) _ 3mme
’ . Jo

i 2211
(el término —3me? /8h* es la diferencia Ey — Ey). Finalmente, la integral

< 99/2

L2 N T =

/“ drr Ryo(r)Rai (1) = 3772 18-

Poniéndolo todo junto, y expresando el resultado en términos de «, encon-
tramos g

2 5.2

I (2P) = (2) a’mc’. (20.5.4a)

7 La forma de la suma sobre estados finales depende de la normalizacién que hayamos

escogiclo para los mismos: la suma a todo los estados finales debe dar la unidad.

En nuestro caso, como hemos normalizado los estados del fotén a (k'.n’|k,n) =

5n770(k" — k) tenemos
Z/d"k:|k,n) (kn| = 1.
ol
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La vida media del estado 2P es, pues,

. h ¢
7(2P) = /T (2P) = (2)° —— = (1.596) x 10™° segundos, (20.5.4b)

o®me?
en perfecto acuerdo con el valor experimental,

TP (9P) = (1.60 £ 0.01) x 107  segundos.

PROBLEMAS
P20.1. Encontrar la expresién de los a(k,n) en funcién de A.
Solucion.
1

akom) = — 1 *(kon /d;gke—ikr+iw(kn 5 Alr.t
( 2o B ) l )

y la notacién 5,_ se define por
f(£) 0. g(t) = (9f/0t)g — f(Bg /),

P.20.2. Demostrar que H.q es invariante gauge (salvo, quizds, una constante).

Solucién. Reexpresar Hiaq como

Foi= o [ ' (£2+ B + Const
8m
P.20.3. Demostrar que
P (r,f) = — A(_r‘l‘)
TA@, )T "' = — A(r, —t)
Po(r,t)P~" = ¢(-r,1)
Té(r, )T =o(r, —t)

Solucién. Consideremos, por ejemplo, la primera ecuacién. Puesto que
PP~ = _P, PSP =8,

st denotamos por |p, s3) al estado de un fotén con momento p y tercera componente
de espin 83 tendremos
Plp, s3) = ne| — p,s3);

np lo determinaremos luego. De &T(p, $3)|0) = |p, s3) v puesto que, evidentemente,
al vacio no le afecta la operacién de paridad (P|0) = [0)) se sigue que
K

'f)ﬁ,T(p’s;j)'ﬁ_L = TH"& -P, 83)7
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y lo andlogo para el aniquilador a. Utilizando ahora (20.1.11) esto implica que
75A(r,t)’l5_1 = npA(—r,t). El valor de np se obtiene pidiendo que la sustitucién
minima,
PP _-SA
¢
sea compatible con la paridad, lo que ocurre si 7, = —1.

P.20.4. Demostrar las reglas de conmutacién del campo electromagnético

_ 2 a2
[51(r17t1),£‘j(r2,t2)] 247Tiﬁc{5lj o o

= - D(|ry — raf, t1 — ta),
B0t am,,amj} (Iex = raf b = 82)

D, 1) = ﬁ {5(7» Loot) = 8(r — ct)},

Estas relaciones indican que, en general, no se pueden conocer con exactitud si-
multdneamente los valores del campo electromagnético en distintos puntos y dis-
tintos tiempos. Una discusion detallada y otras relaciones de conmutacién pueden
encontrarse en Gottfried (1966) o Yndurdin (1996).

P.20.5. Demostrar que Pr.q dado por (20.1.15) puede escribirse en términos de £,
B, igual que en electromagnetismo clasico, por la férmula

Pra(l = L /d'}7{g><B—BXE}
8






CAPITULO 21.

Dispersién de particulas
en mecanica cuantica

21.1. Evolucién libre de un paquete de ondas:
desperdigamiento

En la seccidon 6.2 vimos que un paquete de ondas gaussiano en una dimension
tendia, al evolucionar libremente, a desperdigarse de forma que, después de
un tiempo ¢, la incertidumbre en la posicidén de la particula, (AQ);, crece sin
limite (ecuacién (6.2.10)):

Rt?

AQY = (AQy + —o . (21.1.1)
( t t=0 (AQ)%:()

Vamos a ver esto de forma mas general. Sea ¥(p,t) la funcién de onda de una
particula libre, que supondremos normalizada a la unidad, ||@|| = 1. Tenemos

W(p,t) = e /Mg (p,0) = e/ 2 (p 0).

Por tanto,

A 0 - A tp.; L
ijp(p’ t) — lfl,— w(p) t) — e~ iP t/men,Qj@(p’ 0) + & e_’pzt/gm‘ﬁ’&[/(p, 0)
Op; ‘ m

—ip2t/2mh A toz
=TI H/2mh <QJ + FzPJ> (p,0).

Escojamos ahora el origen de coordenadas y el sistema de referencia de forma
que, at =0,

Qo =(Qlypp.0) = (P)o=(P)yp.o) =0

Comenzamos el cdlculo suponiendo que ¥(p,0) es real. Entonces PJW(p, 0) es
real y Q;¥(p,0) = iho¥(p,0)/dp, es imaginario puro y, por tanto,

(AQ) = /d“‘p (O, (p, )" Q;(p, 1)

—/d-" ‘hi@/( 0)2
p ‘ap} p\

+
5 12
=(AQ)% + — (AP)3.

t'2
m2

P (P 0)|2}
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Utilizando la relacion de incertidumbre de Heisenberg podemos escribir también

(41 = (4Q) + L5 (aP); 2 (aQ+ 11 (1.12)
’ v am? (AQ)%” -
que generaliza a (21.1.1). Vemos que la dispersiéon AQ crece con el tiempo;
el paquete de ondas se desperdiga (o desparrama; ambas expresiones suelen
usarse). Cuanto més estrecho sea el paquete al principio, mds rapidamente se
ensanchard.
En el caso mas general de que ¥(p, 0) sea complejo, la primera relacién de
(21.1.2) se convierte en

(AQ); = (AQ)F + (AP) 2::5 Re(¥|Q,; P;|W); (21.1.3)

no podemos afirmar nada para t arbitrario. Sin embargo, a grandes valores de
t, el término cuadritico en ¢t en el miembro de la derecha de (21.1.3) domina,
huego podemos afirmar que habra desperdigamiento a grandes valores de #:

2

(AQ)? (AP, (21.1.4)

1 ooo T2
., Cémo puede entenderse intuitivamente este fendmeno? La manera maés sencilla
es recordar la analogia con un fluido de la sec. 4.6, e imaginar al paquete de
ondas como un fluido extendido inicialmente en una regién del orden de (AQ)g
y cuyas particulas tienen velocidades diversas, desde cero hasta (Av)p con

1
(4v)t = —5 (AP,
Al cabo del tiempo t, las particulas con velocidad inicial (Av)g se habran sepa-
rado de las que tenfan velocidad cero en una distancia t(Av)o = (¢/m)(AP)y,
y el fluido se habra desparramado en una extensién dada, precisamente, por
(AQ); ~ (t/m)(AP)y, en acuerdo con (21.1.4).

Los efectos del desperdigamiento no son en absoluto despreciables. Si, por
ejemplo, a t = 0 la anchura del paquete es del orden del tamano de un atomo,
y la masa de la particula del orden de las atémicas (1072 gr.), en un cuarto
de hora la incertidumbre en posicidén es de unos tres kilémetros. Esto es, tal
vez, menos sorprendente de lo que parece; en el caso que hemos considerado,
(Av)g ~ 10* cm/seg.

Tampoco el efecto del desperdigamiento se limita a particulas libres. Para
estados ligados, la funcién de onda es ¥(r,t) = e 'F/ y(r), asi que éstos
permanecen localizados al pasar el tiempo; pero, para estados de dispersidn,
en los que a gran t las particulas se separan mucho unas de otras y, por tanto,
el potencial entre ellas puede despreciarse, (21.1.4) sigue valiendo.
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21.2. Experimentos de colisién

[dealmente, para estudiar experimentos de colisién' de particulas uno querria
tener un choque entre dos particulas (proyectil y blanco), y medir después
del choque la probabilidad de que el proyectil fuese desviado en una direccion
determinada (figura 21.2.1; despreciamos de momento el retroceso del blanco).
En la préactica, por supuesto, la situacién es muy difercite; dada la pequenez
de las particulas, tenemos que lanzar muchos proyectiles y utilizar muchos
blancos (fig. 21.2.2) para tener una probabilidad razonable de choques. En
esta seccion vamos a discutir las condiciones necesarias para poder aproximar
los experimentos reales por las colisiones idealizadas.

Bl dispositivo experimental es del tipo del mostrado en la figura 21.2.2.
Lanzamos una andanada de Np particulas (proyectiles) contra un blanco,
tipicamente una ldmina como en la figura 21.2.2, en el que hay Np puntos dis-
persores. Denotamos por dp la distancia media entre las particulas del blanco;
sl queremos que los proyectiles las vean individualizadas una primera condicién
es que la longitud de onda de de Broglie de los proyectiles, Ap, sea mucho menor
que dp para que no haya fenémenos de interferencia. Por tanto, tenemos que
tener

Din > h/dg, (21.2.1a)
donde p;,, = h/Ap es el momento medio de los proyectiles incidentes. Ademas,
para tener buena definicién en momentos (y poder suponer, por tanto, que los
proyectiles tienen momento bien definido) pedimos

(Apin)® < |pinl. (21.2.1b)

Para poder idealizar el proceso como un conjunto de colisiones indepen-
dientes es también necesario que la probabilidad de colisiones multiples sea
pequena.

Detector

Pin
YL

Proyectil

Blanco
FIGURA 21.2.1. Colisién con un blanco infinitamente pesado (o un
centro de dispersion)

' Los términos dispersién. colisién y difusién se utilizardn practicamente como
sinénimos.



288 CAPITULO 21

Colimador

FIGURA 21.2.2. Experimento tipico de dispersion.

Consideremos el conjunto de los Np proyectiles. El drea que cada particula
del blanco presenta, su seccion eficaz, la. denotamos por o. ji, es la corriente
de probabilidad de cada particula incidente, y dNy el nimero de particulas
dispersadas por unidad de tiempo en una superficie R?df2 alejada del blanco
(a distancia R, y subtendida por el dngulo sélido df2; ver fig. 21.2.2). Entonces
tenemos

do do
dN; = NpNpjim—— ; = [ d2 —. 21.2.2
e T7 A / kY7, (21.2.2)
Debido a la buena definicién en momentos, podemos aproximar la funcién
de onda de los proyectiles por una onda plana, con lo que j;,, = pin/m, con

m la masa de los proyectiles. La superficie que presenta el blanco, para una
particula ya dispersada una vez, es la seccién eficaz multiplicada por el nimero
de particulas del blanco en un volumen ~ (476%/3), donde hemos denotado por
0 al semiespesor del blanco. Si pp es la densidad de particulas esto se puede
escribir como (476 pg/3)o. Para poder despreciar las colisiones muiltiples, este
area ha de ser mucho menor que la superficie por la que los proyectiles pueden
“escapar,” ~ 4mé2. Por tanto, hay que tener

Spp < 1. (21.2.3)

Tipicamente, para un blanco sélido, pp ~ Na(cm)™3, con N4 el niimero de

Avogadro. Para colisiones, por ejemplo, con nicleos, o ~ 10724 ecm?. (21.2.3)
se satisfard, en este caso, si § < 1 centimetro, lo que explica la razén por la
que se trabaja con laminas delgadas.
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Finalmente, pedimos que las interacciones entre los proyectiles puedan con-
siderarse despreciables: la nube de proyectiles ha de ser pues muy rarificada de
forma que, si dp es la distancia media entre proyectiles y rq el alcance medio
de las interacciones entre ellos, se tenga rg < dp. Esta condicién es fécil de
satisfacer.

Si las condiciones anteriores se cumplen, podemos aproximar la situacién
real (muchos proyectiles y muchos blancos, fig. 21.2.2) por la idealizada de un
solo proyectil, y un solo centro dispersor, fig. 21.2.1.

Todavia podemos ir mas alld. No basta con tener un proyectil y un blanco;

queremos que la situacion real se aproxime bien a la idealizacion de dispersion
de una particula con momento bien definido y queremos, ademés, poder distin-
guir entre las particulas que han sido dispersadas y las que llegan al detector
sin interaccionar. Para ello tenemos que cumplir, ademds de los ya citados, los
sigulentes requisitos.
[) Para empezar, necesitamos poco desperdigamiento; de lo contrario, en par-
ticular, no podemos saber si la particula detectada colisioné o, simplemente, se
desparramé. Suponemos que la distancia de la fuente de proyectiles al blanco,
R, es similar a la distancia de éste al detector. Basta por tanto pedir poco
desperdigamiento al llegar al blanco. El tiempo transcurrido desde que coli-
mamos los proyectiles y su llegada al blanco es t ~ R/v;,, = Rm/pin. Si 1 es
la anchura del colimador (fig. 21.2.2), (AQ)g ~ [. Para que (AQ), ~ (AQ)o
debemos tener, pues,

(21.2.4)

y hemos utilizado (21.1.4).
IT) El paquete de onda incidente no es, por supuesto, una onda plana; pero
diferird tanto menos de ella cuanto mas ancho sea el colimador cuyos bordes
la distorsionan. Para que esta distorsion sea despreciable frente al tamano del
blanco es necesario que | > o, lo que en la prictica siempre se cumple ya que
[ es macroscépico.
I1I1) La incertidumnbre en posicién es (AQ) ~ [; por tanto, en momento, AP ~
R/l. Dado que [ es macroscépico, la condicién (21.2.1b), que se convierte en
I/l < piy se satisface sin problemas. Finalmente,
['V) Para distinguir las particulas dispersadas de las que llegan sin dispersién
hace falta que que no se solapen. Las particulas no dispersadas llegardn al
detector en una regién de anchura (AQ), alrededor del eje que, debido a la
condicion de poco desperdigamiento, es del orden de [. La distancia del eje a
la que llega una particula dispersada en el dngulo 6 es R|sen§|. Debemos por
tanto requerir

[ < R|send|. (21.2.5)
Esta ecuacién nos limita los dngulos 8 a los que podemos hacer medidas. Si,
por ejemplo, R = un metro y v, = 10° centimetros por segundo, (21.2.4) nos
implica que, para electrones, [ 2 7 x 10™* c¢m. Escogiendo | = una décima de
milimetro, (21.2.5) se cumplird al 1% si 6] > 1072 radianes. La regién 6 ~ 0
es siempre inaccesible, experimentalmente, a medidas directas.
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21.3 Colisiones de dos particulas: sistemas de referencia
lab y ¢.m.

En la seccidén anterior hemos ignorado el retroceso del blanco pero, por
supuesto, hay que tenerlo en cuenta. La cinematica es andloga en el caso cldsico
y en el cudntico y, por tanto, utilizaremos una imagen clasica para discutirla.

Antes del choque tenemos dos particulas, proyectil (que denotaremos por
la letra A) y blanco, denotado por B. Sus momentos y masas respectivas son
Pa, Ma ¥ P, mp. A veces la naturaleza de las particulas no cambia en la
colisién; decimos entonces que el choque es elastico. Si la naturaleza de las
particulas cambia, o se crean particulas nuevas en el estado final. decimos que
el choque es ineldstico. Salvo mencién expresa de lo contrario, sélo trataremos
aqui choques eldsticos y, por tanto, suponemos que, en el estado final, tenemos
de nuevo las particulas A y B con momentos p’y v plg.

En la mayor parte de experimentos de colisidon el blanco B esta, antes de la
colision, en reposo en el sistema de referencia del laboratorio (sistema “lab”, que
denotaremos con el indice I; ver fig. 21.3.1a). Podemos, sin embargo, trabajar en
el sistema de referencia en el que el centro de masas de A y B estd en reposo
(sistema c.m.; fig. 21.3.1b). De hecho, los célculos tedricos los realizaremos
sistematicamente en el sistema de referencia c.m. El dngulo entre los vectores
pa y P4 (llamado dngulo de dispersion) suele denotarse por 8, en el lab, y
B..n. 0, simplemente, 8, en el c.m.

Las relaciones entre los momentos antes y después de la colisidén vienen
daclas por conservacion de momento y energia. Mucho antes de la colisién, y
mucho después, las particulas pueden considerarse como libres. Entonces, en
cualquier sistema de referencia,

P4+ Pp =P4+Ph
1 2 1 2 1 /2 1 12
+—Ppr=-—Dpi+—PE
2m 4 Pa 2mpg Ps 2ma A 2mp P

(21.3.1)

En términos de los momentos el coseno del dngulo de dispersidon viene dado
por

!
cosw. (21.3.2)
PAD 4
En el sistema lab, la velocidad del centro de masas es 'V con
ma
V=—""——vay 21.3.3
ma4+mpg Al ( )

la relacién entre los momentos en ambos sistemas de referencia es, por tanto,

PAcm. =PaJ — maV, PBem =Pp1+mpV =mpV,;

(21.3.4)
p{u\.c.m, :p//-l.l - TH‘AV7 p/B.c.m. = pIBI + mBV-
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Pa
//
Pa.i ) f’\LQI
A B
—
P'p
(a)
p’A,c m
//
Pac.m /’/Xxec.m Pgc.m
A B

FIGURA 21.3.1. (a) Colisién en el sistema de referencia del lab;
(b) Colision en el ¢.m.

De aqui, y con un poco de trabajo, se obtiene la relacién entre los angulos de
dispersion

9(' m
tanf, = 560 Ve, . (21.3.5)
co8Ocm. +ma/mp
Una relacién util que se obtiene de ésta es
dcosd 14+ (ma/mp)cosfe m
d - 6 ! _ ( A/ LB) (..nQA 75 (2136)
Cosben.  [14 2(ma/mp)cosbem +m%/m%]

Como sabemos, y como se puede conprobar de estas férmulas, los sistemas lab
y ¢.m. se confunden en el limite my < mp.
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Ejercicto: Demostrar que, en el ¢.m. y para colisiones eldsticas,

lpal = Pal, |pBl=Ip5El e (21.3.7)

Tal como vimos en la seccidn 16.1, el problema de dos particulas puede reducirse
al movimiento del centro de masa (que lo hace como una particula libre) y el
movimiento relativo, que es como el de una particula, con masa igual a la masa
reducida del sistema, moviéndose en un potencial con origen el centro de masas.
Por tanto, el problema de la colisién de dos particulas puede reducirse al de
la dispersion de una unica particula por un centro de dispersién fijo, el cual
interacciona con ella a través del potencial relativo. Esta es la situacién que
nosotros consideramos en adelante; teniendo en cuenta que, en los experimentos
reales, se suelen medir las cantidades observables (secciones eficaces) en el
sistema de referencia del lab. Por ello, para comparar experimentos con la
teoria es muchas veces necesario convertir estas cantidades al sistema del ¢.m.,
que es en el que realizamos el andlisis tedrico.

21.4. Secciones eficaces. Amplitud de dispersién

Tal y como discutimos en lag secciones 21.2, 3, podemos, en circunstancias
apropiadas, reducir el problema de colisiones al de dispersién de una particula
con momento inicial bien definido, que denotaremos por pi, 0, si no hay peligro
de confusidn, simplernente p, por un centro dispersor, del que sale con momento
pr (fig. 21.4.1). Anteriormente denotamos por dN; al ndmero de particulas
dispersadas por unidad de tiempo a través de la superficie 72df2 subtendida
por el dngulo sélido df2; en el caso de una sola particula, dNy es la probabilidad
de que la particula salga dispersada en la regién especificada.

dA serd, a gran distancia, proporcional a la corriente incidente, ji,, v a
df? (como veremos, para r grande, dA; es independiente de r); el factor de
proporcionalidad se define como la seccidn eficaz diferencial, do/d(2:

AN = S—gji,,d(?. (21.4.1a)
Pero, por otra parte, y de su misma definicién, resulta que dN; coincide con
el producto de la corriente de particulas dispersadas, jaisp, por la superficie
r2de2:
de = jdisp’l“zd.Q, (2141b)
Por tanto, tenemos que
dl _ T.deisp
ds? .jin

La funcién de onda del proyectil, 17 (r) (la razén de esta notacién la vere-

mos en el préximo capitulo) serd una superposiciéon de una onda plana (parte no

(21.4.1¢)
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Detector

Proyectil Centro dispersor

FIGURA 21.4.1. Onda plana y onda esférica dispersada.

dispersada) y una parte dispersada que a grandes distancias, cuando pueda des-
preciarse la interaccién con el centro dispersor, serd una onda esférica saliente?
(fig 21.4.1). Escogemos la constante arbitraria en ™ (r) de manera que la onda
plana sea, simplemente, exp ip;,r/h y escribimos pues

ei])fv'/ﬁ.

1//’+(r) ~ olPwr/l 4 f
T— 00
Para colisiones elédsticas, que son las que vamos a considerar aqui, las férmulas
de la seccién precedente muestran que py = |py| = |Pin|. Escribiendo también
P Por pin tenemos pues
) i ei'p’r/h ) elhr
Yr(r) ~ P/hpfo—— =M o (21.4.2)
r—oc T 7
la segunda expresion en funcién del vector nimero de ondas, k = p/h. La
cantidad [, que se conoce como amplitud de dispersion, difusién o colision, y
tiene dimensiones de longitud, puede depender de los dngulos de py, 0, ¢ v,
por supuesto, de la energia de la colisién, pero no de r; podemos escribir, pues,

= f(0,8) = f(E:0,6) = f(k:0,¢);

omitiremos la dependencia en la energia, E, cuando no sea relevante.
La corriente incidente se calcula sdlo con el término exp(ipr/h) en (21.4.2):

. —ih ior/he e b

Jin = | 5— {e ipr/higeipr/h _ oipr/lige 'pr/ﬁ‘}‘ . (21.4.3a)

2m m

2 Esta afirmacién es intuitivamente evidente; recuérdese el principio de Huygens.
Una discusién rigurosa de procesos de dispersion implica utilizar paquetes de onda
normalizables, y seguir su evolucién en el tiempo. El lector interesado puede encon-
trar los detalles de este procedimiento en Gottfried (1966) o Goldberger y Watson

(1966).
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como era de esperar por tratarse de una onda plana. La corriente dispersada
se calcula sélo con el término fe'?”/"/r de ¢)*. El célculo puede obtenerse
facilmente del problema P.4.1, y se tiene

. D b _
Jdisp = m |]C|‘2 + 0(7 3) (214313)

A gran 7, insertando (21.4.3) en (21.4.1) nos resulta una sencilla relacién entre
seccion eficaz y amplitud de dispersion:

do

d—Q c.m. - ]‘ﬂz (2144)

Hemos escrito el indice “c.m.” (que, a partir de ahora omitiremos) para recordar
que, en el caso realista de colision de dos particulas, la férmula (21.4.4) es valida
en el sistema de referencia del centro de masas.

21.5. Ondas parciales; desfases. Teorema éptico.
Aproximacién semiclasica

21.5.1. Ondas parciales y desfases. Teorema dSptico

La ecuacién (21.4.2) nos permite encontrar la amplitud de dispersién cono-
cida la funcién de onda para grandes distancias 7 del centro dispersor. Esta
funcion de onda estd caracterizada (en particular) por la condicién de contorno
correspondiente, a orden cero en 1/7, a una particula libre de momento p.

En lugar de esta especificacién podiamos haber considerado amplitudes de
dispersién correspondientes a estados con valor propio bien definido no de p y
ﬁ, sino de H, L2 v L,. A estas amplitudes se les llama amplitudes de ondas
parciales.

Para comenzar con este desarrollo, consideramos particulas sin espin (o
cuyo espin no interacciona con el centro dispersor); entonces, si escogemos
el eje OZ a lo largo de la direccién de p, el sistema tiene simetria cilindrica
alrededor de este cje y, por tanto, podemos suponer f independiente del dngulo
¢. Desarrollamos entonces f en polinomios de Legendre,

[ee]

F(k,0) => (20 + 1)Pi(cos 0) fi(k); (21.5.1a)

1=0
fi(k) son las ondas parciales, y hemos cambiado ligeramente la notacién.
= f(k.0), k=p/h

Debido a las propiedades de ortogonalidad de los polinomios de Legendre,

+1
/ dz Py(z)P,(z) = 2(2L + 1) 6.,

J =1
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podemos invertir (21.5.1a):

+1
filk)y =3 / dcos@ Pi(cos @) f(k, ). (21.5.1b)

J—1

Consideremos ahora toda la funcién 4. Utilizando el desarrollo en polinomios
de Legendre de la exponencial, (16.3.7), (21.4.2) nos da

co il

Yr(r) = } > (2L + 1) P(cos ) {IE sen (k:r - %l > + e‘k”'fz(k)}
1=0

Z—]

(20 + 1) Fi(cos G)T { [1 + Qilﬂfz]e“”;i”/g — e””'_'””ﬂ} )

‘uMg

(21.5.2)
Ahora bien: en la seccién 16.3 resolvimos la ecuacién de Schrodinger para va-
lores bien definidos de I y M = 0 (el ultimo valor, por la simetria axial del pro-
blema); ver las ecuaciones (16.3.8, 10). La solucién la encontramos en funcién
de los desfases, §;(k). Trabajando un poco las citadas ecuaciones tenemos,

1 co
YT(r) ~ — (20 + 1) Py(cos B)ite™ sen(kr + 6, — 7l/2)
r—00
=0
1 - s
- o 2(21 + 1)H(COE 0) iy — 51) d—1 {e2lole1(lc’r—7rl./2) = e—i(k,r—ﬂl/?)} ‘

1=0
Para que esto coincida con (21.5.2) hace falta que
1+ 2ikfy (k) = 20k (21.5.3)
y, ademds, que la fase de la funcién de onda sea igual al desfase:
=34 (21.5.4)

La ecuacion (21.5.3) nos permite expresar las amplitudes de dispersién
en ondas parciales en términos de los desfases; aqui damos tres expresiones
equivalentes que son utiles:

1 a2i8i(k) _

{1\ pi01(K) — =
sen 6;(k)e (cot 6,(k) — 1) 2ik

f[ (/\,) =

o=

La amplitud de dispersién se obtiene sustituyendo esto en (21.5.1a):

1 — :
=7 Z (2L + 1) P,(cos 8) sen §; (k)e' B () (21.5.6)
1=0
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Si sustitimos en (21.4.4). integramos a todos los dngulos, y utilizamos las
propiedades de ortogonalidad de los polinomios de Legendre, obtenemos la
seccion eficaz total (eldstica),

an o+ do dr & 5
or(k) = [ do [ deost o5 =5 > (A4 Dsen’si(k) =D o
JO J—1 =0

(21.5.7)
La cantidad oy = (47/k?)(20 + 1) sen? §; es la "Jamada seccién eficaz en onda [.
De (21.5.6) es inmediato comprobar el llamado teorema dptico,

47
Otos (k) = - Im f(k,6 = ¢ = 0). (21.5.8)
Una generalizacién, que incluye colisiones ineldsticas, se vera en la seccidn 22.4.

21.5.2. Desfases en la aproximacién WKB

Los desfases §; pueden determinarse explicitamente en la aproximacion semi-
cldsica, con el método WKB. Al orden mds bajo escribimos las funciones de
onda radiales r Ry, (r) como una combinacién apropiada de las soluciones WKB
de (8.3.3),

16, X
D — € woo(r)/h _ ~icrg(‘r)/7’1} _ i id; .. 0-0(7) 215
Ry (r) i {e e e sen — =~ (21.5.9a)
donde
oo(r) = / dr' \/2m(E = V,(r'); E =h*k*/2m (21.5.9b)
Jro

y Vi(r) = V(r) + B*I(l + 1)/2mr? es el potencial efectivo. Escogemos rg =
VIL+1)/k, el punto a partir del cual el movimiento cldsico de una particula
libre es posible; tenemos que, para una particula libre, 0(()0) es
UOO)

h

T I = JI(l+1
/dr' VE2 =1L+ 1)/ ~ kr—% +7r—2§—+v).

70

Identificando (21.5.9) con (16.3.8) obtenemos entonces el desfase WKB:

T 1 (o I 1 (o R eV ()
SVEB (k) = hm( n T L -7 )

r—o0 h 2

esto es,

5YVKB(k)=/TOOdr{\/k2— 2‘;@ - “‘;” k- l”;” }

-2 (Vi -1-1).
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Esta expresién toma wuna forma particularmente sencilla cuando 7o, I son
grandes, que es cuando esperamos que la aproximacion semicldsica funcione.
Si V(r) decrece en el infinito méds rapidamente que 1/ y es menos singular en
el origen que 1/72, podemos desarrollar (21.5.10) y obtener

O\NKB e T (f) — <21511)
[k:?r? — i+ 1)

y el error cometido se anula para rg — oo, | — co.

21.6. Aproximacion de Born. Serie de Born

En pocos casos puede resolverse exactamente la ecuacion de Schrodinger vy,
por lo tanto, raramente se tendrd una expresién exacta para la amplitud de
dispersion, f. Hay, sin embargo, la posiblidad de obtener f en teoria de pertur-
baciones en la intensidad de la interaccion. En esta seccién damos una primera
discusidn, bastante superficial, del tema; en el capitulo préximo lo veremos con
mas rigor y detalle

Para escribir la serie perturbativa (serie de Born) comenzamos por re-
escribir la funcién de onda de un estado de colisién (21.4.2) como

P (1) = hox(r) + x(k, k1) (21.6.1a)

donde, como antes, ik = p, hk; = py son los vectores niimero de ondas antes
y después de la colision, y
. 1k7~
Yo (r) =™ x(k ky;r) = f(k;0 ¢)—. (21.6.1b)

La funcién 9, es solucién de la ecuacién de Schrodinger
oyt = Egl, H=Hy+\V, (21.6.2)

E = h*k2/2m, Hy = —(h?/2m)A es el hamiltoniano libre y hemos introducido
una constante A en la interaccién para hacer el desarrollo en potencias de .
Sustituyendo (21.6.1) en (21.6.2) y teniendo en cuenta que %oy es solucién de
la ecuacién de Schrodinger libre?

Hypox = Erpox
nos queda una ecuacién para y:

(_277777 N E) = —AV(r)e" — AV(r)x. (21.6.3)

? La energfa aqui es la misma que en (21.6.2) debido a que la energia se conserva.
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Esta ecuacién es exacta. Si A fuese cero, también y lo seria; luego x es de orden
A. Podemos desarrollar en potencias de A y escribir

= A A 4 (21.6.4)

El primer término, Ax{") = yp es la llamada aproximacién de Born. Susti-
tuyendo (21.6.4) en (21.6.3) y trabajando a orden A nos queda la ecuacién
para X,

(—i A~ E> xB = —AV(r)e’ . (21.6.5)
2m
La condicién para que esto sea una buena aproximacién es que, en la region
en la que el potencial es apreciable, |[Vxg| < |V]|.
Para resolver (21.6.5), comenzamos por tomar el limite » — oo, de manera
que podemos sustituir

xn(r) — fae™"/r,

multiplicamos los dos miembros por e™'k/T ¢ integramos en d®r: obtenemos
‘ : K2 ) _ olkr
/ d3r etk Ay (1) = o d*re MM (A + K2 fa(k: 0, ¢) .
. m T

La integral de la derecha puede realizarse por métodos similares a los que
producen la ecuacién, familiar en la teoria de funciones de Green,

(A + kel fr = —476 (1),

pero nosotros daremos simplemente el resultado; en el préoximo capitulo pre-
sentaremos una deduccién alternativa, y mads rigurosa, en particular de la
aproximacién de Born. Tenemos,

ikr

/d-“re—”‘fr(A +k2) fa(k; 8, ¢) er = —2nfp, (21.6.6)
con lo que la amplitud de colisidn en la aproximacién de Born, fg, resulta ser
Fulki 0y, ¢p) = 2_—;”2 /d%e“k-kﬂuvu); (21.6.7)

T

fs es la transformada de Fourier del potencial (salvo una constante). En
(21.6.7) by, ¢y son los angulos polares de k;.
Esta férmula (21.6.7) nos sugiere la notacién (en general, no sélo en la
aproximacion de Born)
flk — ky)

para la amplitud de dispersién. En efecto, si una particula ha sido detectada
en r, a gran distancia del blanco, su momento después de la colisién, hky, ha
de haber sido paralelo a r: f es, salvo constantes, la amplitud de probabilidad
de que una particula con momento inicial Ak tenga momento hk; después de
haber sido dispersada.
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Volvamos a la ecuacién (21.6.3). Escribiéndola como
(Hy— E+AV)x = = AV,
vemos que una solucion formal de ella es, obviamente,
x = —(Hy — E+ AV) " IA\V ey

Desarrollando en potencias de A obtenemos la serie de Born,

1 T 1 n
X= o T ,,Z:;) < E &, > Yok ( )

Esta serie es formal; el inverso (E — Hy) ™! es singular y no esta definido. En la

seccidn 22.1 veremos que hay que definirlo como el limite de (E — Hy + ie)~!
cuando € > 0, ¢ — 0.

Cuando E — oo, cada término en (20.6.8) es de orden 1/FE con respecto
al anterior. Por tanto,

1
X 7A)\‘/'l/)0k.
E—oo [ — Ho

Esta ecuacién es equivalente a (21.6.5) y nos muestra que, a gran energla, la
amplitud de dispersién tiende a la aproximacién de Born,*

f(k:8,6) = fu(ki6,9). (21.6.9)

21.7. Dispersién por un pozo esférico constante.
Longitud de difusién. Resonancias.
Teorema del alcance efectivo

Como un ejemplo importante y sencillo, consideramos la dispersion por un
pozo esférico constante:

—a, r<L
w”:{o r>L

Aunque el problemna puede resolverse para cualquier onda sin excesiva dificultad
utilizando los resultados de la seccién 16.4, sélo consideraremos en detalle el
caso | =0 (onda S). De (16.2.7) para | = 0 (ver también (6.5.11)) tenemos

ko + ktankL tank, L

cot &g (k) = ktank,L — k, tan kL’
(21.7.1)
JomE 2m(E + a)
b= k=

4 Bn mecanica cudntica no relativista; esto no es cierto en teorfa relativista debido a
la posibilidad de crear particulas, que estamos ignorando.
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Escribimos 1

- k(cot (k) — 1)
De (21.7.1) obtenemos que, para k — 0,

folk) (21.7.2)

L\/2ma
htan ———

1 h
kcotdplk) — —, 0 21.7.3
cot do )AHO ap Qo J2ma ( )

Ay se le llama longitud de difusién en onda Sy, de (21.7.2), resulta que

fo(k) — ao. (21.7.4)

—

Un célculo similar para las demds ondas nos dice que las amplitudes f;(k) con
[ > 0 se anulan para k — 0. Por tanto,

do
d? k=0

= (,1'(2); Tior — 4#&5.
k—0
En la seccion 6.9 vimos que el pozo sdlo producia estados ligados st
q p E g
7h
2V 2ma

Cuando se tiene igualdad hay un estado ligado justo a & = (. De (21.7.3) resulta
que la longitud de difusién se hace infinita. Esto es una propiedad general de
cualquier potencial; si hay un estado ligado a E = 0, la longitud de difusién se
hace infinita.

Si disminuimos L por debajo de la cota (21.7.5), esto es, si

LV2ma - T

L> (21.7.5)

I3 27

no hay estado ligado. Sin embargo, éste se convierte en un estado que se llama
metastable o resonancia, que se encuentra a una energia F'p > 0. Esta energia
E viene dada por la condicién

VemEp

)
por tanto, cot dp(kr) = 0y, de (21.7.1),
kur 2m(En
f— _tan krLtank,gL, k,p = M . (21.7.6b)
k;R h
En la vecindad de ki, y desarrollando en la diferencia £ — Eg,
- —dég(kg 1E 3 -
k cot 6o(k) ~ k cot (50(/c[{)+(E—ER_)/cRL)/(" = —kpbh(kg)(E—ER).

sen?og (k)
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En consecuencia,

‘ 1 I'/2kp
fO( )E:E“ (ER—E)/\TRCS()(/QR) —ikp ER—E—iF/Q ( &)
y hemos definido 5
I'=——. 21.7.7b)
5G] LT

Nétese que, de (21.7.1), resulta que I es positiva. La expresion (21.7.7) se
conoce como formula de Breit—Wigner para colisiones resonantes, y I es la
anchura de la resonancia. La seccién eficaz (en onda S), proporcional a | fo(k)|?,
alcanza su maximo en £ = kp y la anchura del maximo es I'. Es posible
demostrar que esto corresponde a un estado metastable de vida media T = h/I".

Una demostracion rigurosa de estas afirmaciones se sale del marco de este
texto; ver por ejemplo el tratado de Goldberger y Watson (1965). Una indi-
cacién heuristica se encuentra si asignamos la energia compleja £ = Ep —iI"/2
al estado metastable. La evolucién temporal de un estado con esta energia es

1 -
D~ eX _—EZ‘
AT

con lo que
—I't/h

lg| ~e
como corresponde a un estado que se desintegra.

Aunque las férmulas (21.7.7) las hemos deducido para un pozo esférico
constante, su validez es general para cualquier potencial de corto alcance. Para
estos potenciales de corto alcance tenemos una serie de resultados, que enun-
ciamos sin demostracion (para el caso de un pozo cuadrado, ver los problemas
P.21.2 y P.21.3).

TrorEMA 1. Para todo potencial de alcance finito,

filk) = cuk®, (21.7.8)

y ¢, conocida como la longitud de difusion en onda [, es finita salvo que haya
un estado ligado en onda [ a £ = 0 (algunos textos definen «; con el signo
opuesto).

TEOREMA 2. (Teorema del alcance efectivo). Para todo potencial de alcance
finito, y si no hay estado ligado a energia cero, la funcién k2'+!cotd,(k) se
puede escribir como

1 o=~
k2 cot 6y (k) = o + Z Tk (21.7.9)

n=1
El desarrollo es convergente para k pequeno.

TEOREMA 3. (Conexién de estados ligados/resonancias con polos). Conside-
racdas como funcién de la variable compleja z, las amplitudes f;(z) tienen polos
cuando el potencial tiene estados ligados en los puntos z = z,, = RN2mE,,
con E,, la energia del estado ligado n. Si hay una resonancia, el polo esta en la
segunda hoja de Riemann, en el valor de la energia E = Egp +1I/2.
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Eisrrcicio: Comprobar los tres teoremas para un pozo esférico constante e

21.8. Dispersién por un potencial coulombiano

El potencial coulombiano es de largo alcance; la condicién lim, 7V (r) = 0
no se satisface para él y, por tanto, los desarrollos realizados hasta ahora no
sirven para este potencial. Afortunadamente, el problema de dispersién por
un potencial coulombiano es de los pocos que pueden resolverse exactamente.
Nosotros lo haremos de dos maneras; en primer lugar, considerando un poten-
cial apantallado. Después pasaremos al caso sin apantallar.

21.8.1. Dispersién por un potencial coulombiano apantallado

El método del potencial apantallado se basa en que, en muchos casos, la
dispersion no se realiza por cargas eléctricas totalmente aisladas; dado, por
ejemplo, un protén razonablemente aislado, casi siempre hay, a una cierta dis-
tancia, un electrén que compensa su carga. Esto lo simularemos con un modelo
crudo reemplazando el potencial de Coulomb, V(r) = eyes/r, por el potencial
apantallado® Vi (7),

Vi (r) = {0’ o7 = (21.8.1)

Suponemos que la distancia de apantallamiento, L, es muy grande en com-
paracién con las dimensiones del problema coulombiano, ag y 1/k. Este poten-
cial V;, es manifiestamente de alcance finito y, por tanto, todo el aparato que
hemos desarrollado es valido.
Cuando r es muy grande, pero r < L, V, coincide con Viz; por tanto, el
calculo de la sec. 17.3 es vélido y tenemos, para las funciones radiales,
i, sen(kr + (o /apk) log 2kr — Ir /2 + &)

Rh() =~ ' . 21.8.2
A']'(7)rm<<‘l'<Le kr ( 8 )

Hemos definido, como en 17.3, 0 = +1 si el potencial es atractivo y —1 si es
repulsivo, ap = h/m|eies|, y m es la masa reducida. ¢ es una fase a determinar
y, finalmente, 6, = arg I'(l + 1 — i /apk). Para r > L, segin la teorfa general,
tenemos

ool sen(kr —Im/2 + 6F)

RE(r) = . . r> L. (21.8.3a)
Empalméndola con (21.8.2) a r = L nos queda que
St =6+ - log2kL, ¢ = 5E. (21.8.3b)
(l()k‘

5 Este apantallamiento es, efectivamente, muy crudo; algo mas realista serfa utilizar el
potencial Vi 1,(r) = e""/Feyeq/r. Sin embargo, nosotros trabajaremos de momento
con (21.8.1) por su sencillez.
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Utilizando ahora (21.5.3) obtenemos las amplitudes en ondas parciales,
» 1 SL
L 2i6
k) = — ( O 1)
fo (k) 2ik \°
y la amplitud de colisién, fE(k;8) = S (20 + 1)P(cos§) fF, es

o0

(21 + 1)Fi(cosF). (21.8.3c)

oo
Fh(k; ) = ZQZ—I—IP;CO%) 200

Vamos a realizar el calculo para 6 # 0; el punto 8§ = 0 es singular, en el limite
de gran L, como veremos después. Ahora bien: para 8 # 0, cosf # 1 y se tiene
(problema P.21.8)

Z (20 + 1)Py(cos ) =0, cosf £ 1.
=0

Por tanto, y sustituyendo ya el valor de §},

U 20
Loy, _ 8 215, — o
ki 6) = ¥ ?:(](214—1)]3;(0089) B= 7 log2kL.

Hemos encontrado que, salvo la fase global e, fy (k;8) coincide con lo que
hubiéramos obtenido sustituyendo ingenuamente 6, = arg I'(l + 1 - io/agk)
en las férmulas de las secciones anteriores. Definimos segun esto la amplitud
Coulombiana, fc(k;8), como f¥, pero sin la fase ¢, Tenemos pues

oo

(l+ 1 —iO’/CLU}\'J)
(1+1+10'/fl()k) ’

2L+ 1)P( 0059) (21.8.4)

fe(

=0

v hemos escrito

S I'(l+1 —ig/apk)

' I'(l+1+io/agk)
la suma en (21.8.4) puede realizarse explicitamente (ver el problema P.21.7).
El resultado es,

folki ) = =2 <1—0089>ig/0’°k_1 (1 —io/agk)

2k2ag 2 .F(l +i0’/CL()k‘)

%) 2180 2ic 0 (21.8.5)
=g e 'exp oy log sen 7 )
21:2(1()861123 0
resultado que es singular para 8 = 0, como anuncidbamos.
La seccioén eficaz que se sigue de (21.8.5),
d 1
7 = (21.8.6)

A2 T 4aZkisen26/2°
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tiene la curiosa propiedad de coincidir con la seccién eficaz sin apantallamiento,
con la seccién eficaz cldsica (férmula de Rutherford) y con la seccidn eficaz
calculada en la aproximacién de Born. En efecto, en esta,

-
cB(k0) = o—5— 70 o
fes(k;0) 2ayk?sen?6 /2 | |

Eiercicio: Demostrar (21.8.7). Para evaluar una integral singular, témese el
potencial apantallado Ve, (r) = e"”‘/"eleg/r y el limite L — oo después de
evaluada la integral e

Para 6 = 0 la seccién eficaz es infinita; también lo es la seccidn eficaz total.
Esto esta relacionado con la llamada catastrofe infrarroja, de lo que veremos
mas en la seccion 23.1. Fisicamente, este infinito es aceptable; como vimos en
la seccion 21.2, la seccion eficaz a 8 = 0 no es medible, experimentalmente.

21.8.2. Solucién exacta de la dispersién coulombiana

Como hemos comentado, el problema de la dispersién coulombiana puede
resolverse exactamente. Segun la ecuacién (17.3.11), la funcién de onda con
simetria cilindrica alrededor del eje OZ y correspondiente a momento bien
definido asintéticamente, es

F(l — iO’/(l()k‘)

! )+ =
Uy (r)=C (27T)1$/2

e/ 200k gikr p (% 1 i(kr — kI‘)> )

A gran 7, utilizando las propiedades asintéticas de las funciones de Kummer
(Apéndice IV) y ajustando de forma apropiada la constante C', tenemos

'd}f{(r) >~ expi {kr -7 log(kr — kr)}
a[)/c

0o

o(k; 0
+ folks0) expi {k’r—i— L] log%?“}-

r apgr

(21.8.8)

0 = Lk,r) y fc es la dada en (21.8.5). El alcance infinito del potencial
coulombiano es patente en que la interaccién distorsiona no sélo la onda
esférica saliente (el factor expi(o/apk)log2kr en el segundo término en el
miembro de la derecha de (21.8.8)) sino también la onda plana, que ya no
es tan plana, también con un término logaritmico, que puede escribirse como
exp(—io/apk) log[kr(1 — cos 0)]. Sin embargo, estos términos resultan bastante
inofensivos. Debido a lo lentamente variable del logaritmo, los valores tanto de
la corriente dispersada, que se calcula con el segundo término del miembro de la
derecha en (21.8.8), como de la incidente (que se calcula con el primero) tienen
el mismo valor que si no hubiese términos logaritmicos, es decir, lo mismo que
se obtendria con
wltvfect.ivo(r) — e1kr + fTC eka"

por tanto, la seccién eficaz, también en este cdlculo sin apantallamiento, viene
dada por (21.8.6).



DISPERSION DE PARTICULAS EN MBCANICA CUANTIGA 305
21.9. Nota sobre colisiones de particulas idénticas

En todos los desarrollos anteriores hemos supuesto que las particulas que coli-
sionaban eran distinguibles. Si fuesen idénticas, la funcidn (21.4.2) no tendria
las propiedades de simetria apropiadas. Si denotamos con los Indices 1, 2 a las
particulas que colisionainos, el intercambio 1 < 2 es equivalente, en el c.m., a
intercambiar

pom+¢p, Bom—0;

esto es evidente si nos referimos a la fig. 21.3.1b. Por tanto, hay que sustituir
(21.4.2) por

eipr/h

1 ipz/h —ipz/h
’lff’+(r)r§w NG <e’ Mg e ﬁ) T Jsim.
Ve (21.9.1a)

o J050.8) +fllim = 0w+ 9)

s1n ﬁ .
Para bosones, n = 1: para fermiones, n = —1. Hemos tomado p a lo largo
del eje OZ. Repitiendo cédlculos anteriores, obtenemos la seccidén eficaz, para
particulas idénticas (formula de Mott),

do—(‘.m.
dN
Noétese que la expresién de la seccidn eficaz total también cambia; los dngulos
0, py m—68y m+p representan situaciones idénticas. Por tanto, para no contar
doble, debemos escribir

= |fk;0,0) +nf(k;m—0,7m+ )% (21.9.1b)

1 >27r +1 dg( .
Tion = o /U dgb/_l dcosf d(; : (21.9.2)
Finalmente, el desarrollo en ondas parciales es
2 .
Jaim = Z Z (20 + 1) P (cos @) sen O;e"s’, (21.9.3)

I=par/impar

con | = par para bosones y | = impar para fermiones.
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PROBLEMAS

P.21.1. Hallar el desperdigamiento de los electrones en un televisor. Supdngase que
la distancia recorrida es de 10 cm, la energia de 100 eV, y la colimacién inicial de 0.1
.

P.21.2. Al describir un proceso de dispersion diciendo el lugar al que llega la
particula dispersada, r, o el vector de ondas con que llega, ks, estamos en aparente
contradiccidon con el principio de incertidumbre de Heisenberg que nos dice que
ArAkyp ~ é Comprobar que, con las condiciones pricticas de deteccién de particulas
dispersadas esto no representa un problema

Solucion. Consideremos el caso muy desfavorable de un electrdn. El error Ar tipico,

por ejemplo de una emulsién, es del orden del tamafio de unas cuantas moléculas;
digamos, Ar ~ 107°% cm. Entonces, con E; = h2k])r/2m,

‘ h 2F
AEy ~ 2Rk Ak /2m ~ =L
£ Wk Ak [2m 2Ar m

luego

AEf 1072

Ey VE;s(@eV)'
E;(eV) la energia del electrén en electronvoltios. Incluso para energias de un sélo eV,
AE JE; ~1%.

P.21.3. Demostrar, para el pozo esférico, que fi(k) ~ k*ay. Calecular las a;.

P.21.4. Calcilese f,(k) para | — oo para un potencial de Yukawa,

Vy (1) = —ge® /7.

Solucién. para [ — co vale la aproximacién semiclasica. Por tanto, de (21.5.11),

_ 20 ,—br _ —bl/k -0 —(bl/k)z
Si(k) ~ n.,lg dr ( - ~ mg;‘. P
l—~ R~ Jijk AV /\’TZTZ - /,2 h°k Jo A\ /T(T + 2)
_ Tmg T —bl/k,
h? 2bkl '

—bl/k

esta formula vale para [ > kb™*. El resultado 8, ~ e es, de hecho, vilido para

cualquier potencial de corto alcance.

P.21.5. (Cota de Froissart) Utilizando el resultado del problema anterior, calcu-
lese, para un potencial de Yukawa, una cota para oo (k) para gran k.

Solucién.  Se tiene
o

Z(QZ + 1)sen?s;.

=0

A7
=32

Utot(k)

Evidentemente, sen?§; < 1 luego, para cualquier 7,

4 . P 5
oror (k) < = Z(Zl + 1)+ el Z (21 + 1) sen’s,.
=0 l=n41
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Tomando n >> k/b, por el resultado del problema anterior,

4 . ir m?g® 7 —2b1/k
duor(k) < Fan+2)+ 5 121(21 T e

Escogiendo n = kb~ ' log kb™", el segundo término tiende a cero, a gran k, y nos queda
g g g

Oroc(k) < 4mb™? log‘2 % k> b,

Esta cota (cota de Froissart) tiene validez para cualquier interaccién de alcance b™!.
Para b~' ~ 1 fm, la cota da (0.1) (barn)log?k/b. Experimentalmente, la seccién
eficaz protén-neutrédn es cde unos 0.06 barn; la cota es razonablente ajustada.

P.21.6. (Dispersién por estados ligados). Considérese un conjunto de particulas,
a = 1,...,n que foman un estado ligado con funcién de onda ¥(ri, ..., ry). La
interaccidén con un proyectil, situado en r, se hace a través de un potencial suma de
los Va(]r — ral). Calcular la amplitud de dispersion f(k — k;) del proyectil con el
racimo de particulas, en la aproximaciéon de Born, en funcién de la interaccién del
proyectil con cada una de las particulas. Para evitar problemas con los sistemas de
referencia, supéngase que las particulas del blanco son mucho més pesadas que el
proyectil.

Solucién.  El potencial creado por el racimo de particulas en el punto r es
Vi =3 /dm (e, < e PVa(lr = ).
De (21.6.7),
fo(k — k) = % Z/ d*r / a’ry P TV, (I = ra)W(rL, - )
Si denotamos las amplitudes individuales por fas(k — kj),
funthe =) = o [ a0V

2 h?

tenemos

folk = k) = S Wik — k) fan(k — ky), Wik —k) = / A e W (1),
Wa(re) = /d"n AP dPra iy P, )P

P 21.7. Demostrar (21.8.5).

Solucién. la férmula a demostrar es

(1t —n)n +17I 1—xz\"! L il+1-n)
2I(1+n) /_]_ dl( 2 > B(l)_r(1+1+n)'
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Cambiando de variable, (1 — z)/2 = z y con operaciones sencillas, el miembro de la
izquierda da

P+1—n) [ .o _[l+1-n) DI+ 1)
()l /d“ (-2 = Tnnt  vn+1+1)

5

que, efectivamente, coincide con I'(l + 1 — n)I{l + 1 + n). En el ultimo paso hemos
utilizado la férmula de Euler,

1
/ dea®(1-x)" = Ma+DI(B+1)/I(a+6+2).

0

P.21.8. Demostrar que

D @+ 1)P(z) = S(x) =254y (z - 1).

1=0

Solucién. Tenemos que considerar la integral

+1
JCere
-1
para cualquier funcién “suave”, . Consideramos que una funcién es “suave” si se
puede desarrollar en polinomios de Legendre. Escribimos, pues, el desarrollo p(z) =
>, (2i41) Pi(x)ys; utilizando las relaciones de ortogonalidad tenemos inmediatamente

+1
/ dz S(z)p(z) = 2 Z(zz + e

1

que en efecto coincide con 2¢(1). La demostracién de que, para z # 1, S(z) = 0 se
puede hacer también directamente. Se tiene la relacién (21+ 1)F; = P/, — P/_,, para
[ > 1. Sustituyendo en S, obtenemos

S(x) =Py +ZPL/_H — prl_l =Py~ P =0,
=1 =1

siempre que se pueda dar sentido a las sumas (lo que no ocurre para z = 1 ya que la
suma S(1) = ) (21 + 1) es divergente).

P.21.9. Calcular la amplitud de difusién y seccién eficaz, en la aproximacién de
Born, para un potencial de Yukawa Vy = —ge®” /br

Solucion.

2mg /h%b

fo = 4k?sen?0/2 + b2
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Teoria formal de colisiones

22.1. Ecuacién de Lippmann—Schwinger.
Funcién de Green. Aproximacién iconal

22.1.1. Ecuacién de Lippmann—-Schwinger

Recordamos que, en un proceso de dispersion, la funciéon de ondas tiene un
comportamiento a grandes distancias dado por (21.6.1). Reescribimos esto
ahora en la forma

Ut (1) = o (r) + xT, (22.1.1a)
) ikr
dowl(r) = &, xt =~ f(k:;ﬁ,gb)e?” . (22.1.1b)
Pt es la solucién exacta de la ecuacién de Schrodinger, -
: hk>
Hit = BExipyf, Ex= ol (22.1.1c)
m

Para deducir las ecuaciones de Lippmann—-Schwinger es conveniente tra-
bajar con el formalismo de Dirac; en efecto, estas ecuaciones son validas para
estados de dispersion incluso en casos como colisiones inelasticas en los que el
formalismo de funciones de onda no es apropiado. Sea pues ) el estado de
dispersién al que, en el caso eldstico, corresponderfa la funcién de onda ;" (r);
tenemos las ecuaciones de Schrodinger,

(H— By =0, H=H +V, (22.1.2)

y la libre, R

(Ho — Ex)lok) = 0. (22.1.3)
La normalizacién la escogemos tal que la funcién de onda de [tgy) sea e'T.
Finalmente, definimos |x*) por

[vd) = [ow) + [xH)- (22.1.4)

Anadiendo a (22.1.2) un término (Eyx — H())['L,/}(]k>, nulo debido a (22.1.3), y
reemplazando Fy por lim._ g Ex + ie, con € > 0, tenemos

lim (B — Hy +ie)|yih) = lim (L — Hy + i€)vhoi) + V[oi).

e>0 >0
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Como veremos, el escoger ¢ > 0 es esencial para obtener la condicién de con-
torno correcta. Multiplicando ahora los dos miembros por el inverso,

(Ek - I;[O + i6)_],

que estd perfectamente definido mientras € no se anule, obtenemos la ecuacion
de Lippmann—Schwinger,

1
D) = [Yor) 4 lim ————— V 22.1.5a
i) = |vbox) + lim B ot ic ) ( )

e>0
A veces escribiremos este limite de manera simbdlica como

1 ~
+ + =
Y = |ok) + —————— V). 22.1.5b
|¢k> [Doi) Ey — Ho + 10 Wk) ( 5b)

22.1.2. La ecuacidén de Lippmann—Schwinger en el formalismo
de funciones de onda; funcién de Green y condiciones
de contorno

Que (22.1.5) implica la ecuacién de Schrédinger es evidente; falta por de-
mostrar que las |17) solucién de (22.1.5) corresponden a funciones de onda
que satisfacen la condicién de contorno (22.1.b), apropiada para estados de
colisidn, en el caso elastico. Pasamos a hacerlo.

Multiplicando (22.1.5) por la izquierda por (r|, tenemos

W ) = () = o) + lim] e V)
El célculo del tltimo término de la derecha es algo latoso. Escribimos
(rl VI = [ ¥ lrl e )@ IV
Ey — Hy +ie Ek*Ho-F

Ahora bien, Hy|p’) = (p’*/2m)|p’), luego
— Ip) :
———— Ip) = .
Ey — Hy + e By —p'?/2m + i€

Ip’)
luego, en términos de k' = p’/k y recordando el valor de Ey,
1 - 1 .
——A——V"ﬁ' = 29mhb d.’ik/i ’ NV b+

e V) = 2 [ @ e o) 0 V)

Finalmente, utilizamos que
(rlp’) = (2rh)~Y2K T x|V = V(&')(x|

para obtener

~ ’ 115 . 1 3.0 —ik'r’ / /
@IV = [ & @) = G [ e V),
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Sustituyendo, obtenemos la ecuacién de Lippinann-Schwinger en el formalisimo
de funciones de onda:
Ak (r 1)

lim [ 4Pk S
1111/ 7 k

(2wh)? - =3 2 R 4 e (x" )by (2. ( )

?

P (r) = o (r) +
La integral en d*k’ se puede hacer explicitamente (problema P.22.3):

1 ) eik'(r—r') ~1 OiA'[r~r'|
Gfr-r)=lm —— [N s =— ——. (22.1.7)
K = (In)* k2 —k?%+1ie  4r |r—1'|
A G: se le llama funcién de Green.' La forma (22.1.7) depende esencialmente
de haber definido 1/(k? — k'* + i€) con € > 0; de haber hecho otra eleccion,
(22.1.7) hubiera cambiado v no habriamos encontrado la condicién de contorno
correcta, como comprobaremos pronto.

Sustituyendo (22.1.7) en (22.1.6) tenemos la ecuacién integral explicita

+ ikr 2m 3o / IN o 3
Y (r) =e™ " + e A G (e = e YV (), (). (22.1.8)
e

Para comprobar que zll (r) obedece la condicién de contorno correcta, tomamos
el limite de (22.1.8) para » grande. Si consideramos que el potencial es de corto
alcance, el valor de r" en la integral en (22.1.8) puede considerarse acotado, es

decir, podemos considerar 1’ /» pequerio; escribimos entonces,
eibr—r’| i

—r—rt’/r+0(1/r), —— = -* TR L O /).

[r — v/ =
|r — x| T

Sustituyendo esto en la forma explicita de G, la ec. (22.1.8) nos da

Jikr o
G(r) =~ ek o / &' Y (e g (2 (22.1.9)
2rh” T

TG

ue, efectivamente, es de la forma (22.1.1) con

m . TR
f(k, 4, (/)) = _27’32 /d-ST/ elhrr /1 ‘/f(r/)”ﬁ/’lj(r,)- (221“”
! Efectivamente, G es la solucion de (A 4+ kDG (r — 1) = d(r — x). como se
K I

comprueba facilmente transformando Fourier.
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22.1.3. Aproximacién de Born; aproximacién iconal

Consideramos ahora el vector k; = kr/r: la amplitud de dispersién, en la
notacién f(k — k) se escribe, de (22.1.10), como

flk = ky)=— 77;2 /dgr TV () (r), (22.1.11)

2T

y hemos cambiado el nombre de la variable de integracién a d3r. Esta expresion
es muy Uutil en calculos aproximados. Por ejemplo, para hallar la aproximacion
de Born basta sustituir en (22.1.11) ¢ por su expresién a orden cero, Yok,
con lo que tenemos

m
2mh>

fB(k - kf) = — ds‘l‘elkfrV(I‘)elkr
que, efectivamente, coincide con (21.6.7), que queda asi demostrada.

Otra aproximacién sencilla de encontrar con (22.1.11) es la semiclasica,
directamente para amplitudes de dispersién. En tres dimensiones podemos es-
cribir la accidén cldsica, calculada a lo largo de la trayectoria cldsica, como

r
Ao =/ d€pa(r');
ro
por tanto, la funcién de onda en la aproximacién semiclasica WKB la podemos
escribir como o
. i
Pikg(r) = e 0 exp 7 / depa(r’) (22.1.12)
ro
(comparar con (8.3.3)). Hemos tomado las constantes arbitrarias en la ex-
presiéon WKB de manera que, cuando ponemos la interaccion a cero, recobre-
mos una onda plana, Yok(r) = e*7 vy k = pa(ro)/h es el vector nimero de
ondas inicial. En (22.1.12) tomamos ry de manera que esté fuera de la regién
donde hay interaccion apreciable; y lo mismo con r, ver fig. 22.1.1.
Segun (22.1.11), la amplitud de dispersion correspondiente a (22.1.12) serd

me'kro : -
fwrkplk = k) = — 2',”75)2 /d3re~1rkfv(r)elAcl(r)/h)

Ay = / de po(r').

Esta aproximacion, a este orden y, en especial, para pequerios angulos, suele lla-
marse aproximacion iconal; en optica corresponde a la aproximacion de éptica
geométrica.

Mas detalles sobre las aproximaciones iconal, de Born, etc., y, en general,
sobre teoria de colisiones, puede verse en el tratado de Goldberger y Watson
(1965).
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FIGURA 21.1.1. Trayectoria. Arca sombreada: regién en la que la
interaccién es apreciable.

22.1.4. Otras ecuaciones del tipo Lippmann—Schwinger;
soluciones

Ademds de los estados i) son utiles para ciertos problemas los [y, ),
definidos por

1 .
L) = + lim ——————— V|, ). 22.1.14a
) = o) iy e V) (22.114a)

EJercicio: Demostrar que, a gran 7, las funciones de onda correspondientes
a soluciones de (22.1.14) son
" ) e——ikr
Yy (r) ~ e + f7(k;0,9)

r—0C T '

(22.1.14b)

esto es, una onda plana mas una esférica colapsando hacia el origen e
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|<

EJjurercio: Demostrar que ¢, (r) = {’d)i’k(r_)}' °

Damos ahora dos soluciones a las ecuaciones de tipo Lippmann-Schwinger. La
primera es iterativa, y nos proporciona la definicién precisa de la serie de Born
que ya vimos en (21.6.8). Iterando (22.1.5) o (22.1.14),

< n

1 .
e E ; -
(i = hﬂl —_—— V 'lj,’ . 22115)
| k> =0 ‘(;‘,’ Ek — Ho + 1€ | (]k> (

La segunda solucion es formal. De (22.1.5), multiplicando por By — H + ie
v reagrupando,
lim(Ex — Hy — V + ie) [y ) = lim(Ey — Hy + i€)|[vok) = limie[oi),
luego '
ie
[//‘;i_> = lim —_— = .
By — H +ie
que nos relaciona la solucion del problema de la dispersién de particulas con el
de invertir el operador A — £.

Pok), (22.1.16)

22.2. Estados asintéticos. Matriz S.
Amplitud de transicién

22.2.1. Estados asintéticos, matriz S y amplitud de transicién

En esta seccion vamos a dar una descripeion abstracta de procesos de colisidon
y una nueva serie de aproximaciones, de gran importancia para aplicaciones, en
especial para teoria relativista. Consideramos ¢ue en un tiempo, que denotamos
por t;, que haremos tender a —oo, muy anterior al tiempo en que tiene lugar la
interaccion (¢ ~ 0), preparamos un sistema de dos particulas? con momentos p;
¥ P2 vy otros nimeros cuénticos (por ejenplo, terceras componentes de espin)
ey, o, normalizados a

(p.alp’.@’) = 6,,0(p —p).

El estado inicial serd
[i) = |P1. v Pa. o). (22.2.1a)

Dejamos evolucionar al estado; las particulas interaccionaran y, al cabo del
tiempo, se volverdn a separar. Consideramos un tiempo final £o, muy grande y
que haremos tender a +00. En este tiempo el estado evolucionado del (22.2.1a)
serd el i

Utz t1)Ip1, o1 pe, ) (22.2.1b)

“ Bl formalismo pucde extenderse facilmente a colisiones de cualquier nimero de
particulas, 0 a desintegraciones.
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Pp Pp:

FIGURA 22.2.1. La matriz S como una “caja negra”.

A los estados (22.2.1), para {; — —o0, ta — 400 se les llama estados
asintoticos.
Dado un estado arbitrario, estado final,

[f) =[Py, &) - 1Pl o), (22.2.2)

la amplitud de probabilidad de encontrar el sistema que, en t = t; estaba en
el estado |i) en el |f), a tiempo t = ¢, es, evidentemente, el producto escalar

(U (ks t0)l) = (P s - ap| Ut 1) Py anipa, o). (22.2.3)
Para t; — —o0, ta — +00 podemos tomar [i), |f) como libres. Al operador

S= lim U(tat1) (22.2.4)

1y — =50

se le conoce por motivos histdricos como matriz-S; fue introducido por primera
vez por Wheeler (1937) y Heisenberg (1943). En términos de este operador las
amplitudes de probabilidad de transicién ¢ — f (22.2.3) son sus elementos de
matriz,

(f1813). (22.2.5)

La matriz S actia como una “caja negra”, que nos lleva de estados incidentes
a estados finales (figura 22.2.1); midiendo la probabilidad de obtener determi-
nados estados finales podemos deducir lo que ocurrié en la caja. ;
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Esta claro que, si no hubiera interaccién, se tendria® S§ =1.Por otra parte,
en el proceso de colision se conservan energia y momento totales. Es por tanto
util escribir i X

S=1+4+iM, (22.2.6)
y separar deltas de conservacion de energia y momento definiendo
(fIM|i) = 6(P; — P)S(E; — E)T(i — f), (22.2.7)

con P; ¢ los momentos inicial, final y E; s las energias inicial, final. T contiene
la parte no trivial de S (la que depende de la interaccién) y se la conoce como
amplitud de transicién.

Si suponemos que los momentos iniciales no son iguales a los finales (el caso
|7) = |f) lo podemos obtener como un Hmite del anterior) tenemos (f|i) =0y
encontramos la relacion

(fI51i) = 6(P; — P)3(E; — B)T(i — f). (22.2.8)

Tenemos ahora que resolver dos cuestiones. En primer lugar, expresar los
observables, especificamente las secciones eficaces, en términos de T'; esto lo ve-
remos en la proxima seccién. En segundo lugar, debemos calcular 7" en términos
de la interaccién, lo que veremos a continuacion.

Consideramos el hamiltoniano del sistema, que suponemos dado en la ima-
gen de Schrodinger, X . .

H=H,+ Hy;
Ho es el hamiltoniano libre y H; la interaccion, que coincide con el potencial
si la interaccion viene dada por un potencial. En la imagen de Dirac (sec. 9.5)
el operador evolucién temporal Up(to,1,) viene dado por (9.5.12). Por tanto,
en esta imagen,

~ ——-A ‘+m A
Sp =Texp % / dt Hpy(t); (22.2.9)

-ﬁ[DI(t) :eif:Hot/h [:[[(J—iﬁHUt/h.v

Los estados |i), |f) podemos suponerlos en la imagen de Dirac, o la de
Schrodinger, segun sea mas cémodo. En efecto, al ser libres, la ecuacion (9.5.7)
nos dice que no dependen del tiempo. Las dos imagenes coinciden a ¢ = 0,
luego podemos suponer que [i), |f) estén en la imagen de Dirac, o en la de
Schrodinger a tiempo fijo t = 0. Suprimiendo el indice D en |1}, |f) tenemos
pues

i e L
(f|5'|i>:(f]TexpTl/ dt e Mot/ Iy e =IRHOL/T gy (22.2.10)
-

lo que, en principio, nos resuelve el cilculo de la matriz-S en términos de la
interaccién a cualquier orden de aproximacion deseado.

* Esto no es estrictamente cierto; S podria ser una fase. Ajustamos la fase arbitraria
de los estados (22.2.1,2) de forma que esta fase sea la unidad.
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22.2.2. Conexidn con la amplitud de dispersién
para el caso de dos particulas

Consideramos ahora el caso de colisiones eldsticas de dos particulas sin espin
de manera que

. . N\ ! !

1) = [p1.p2)s  |f) = [P1,Pa).

Trabajaremos ademas en la “aproximacién de Born”, esto es, escribimos

—i [t Pt
Texp — / dt Hpi(t) ~1 — = / dt Hpy(t).
hoJ_s h )

Tenemos pues, suponiendo a |f), |4) ortogonales, y con H; =V,

oo

—i . o ]
dt <p/L , p/2|exﬁ,Hot/FLVe—lh,Hot/h |p1 , p2>

(1S1i)s = 7

=00

Y e N
:? / dt <p’1,pl2|el(L‘+E9)1'/n'Ve i(Ev+E2)/h |p1,p2>
b —oc

_l ) o
T 2rhé(Ey — E)(p1, pa|VIP1, P2)

5 3 3 e_irlplx/ﬁ—“ﬁplz/ﬁ eirapi/fitirzpz/h
= —2i Ey— F; d’r d°r. : Vir, — :
imd (Ey )/ ridrT2 (27h)? (ry —ro2) (27 h)3
donde
pi | pj
E =FE + F, = + —
2my 2mo
p' '3
E,=FE +E, =—1 2
f 15 2my M 2mo

v m, son las masas de las particulas que colisionan. Utilizamos ahora las co-
ordenadas del centro de masas,
miry + Moly
= r=r] —I9
mi + mo
y los momentos
P, =pi+p2, P;=p|+ps
En términos de ellos, las variables se separan y tenemos
N —2mi
(18160 = gopys OBy = B
- . , m —-m — Mmop)y + mMi1ps
X / AR d%r !B P/ V(r) expi 2P1 LP2 2Py 1P2 r
h(ml + Tn,g)

- (21h)3 0By — E)6(P; —Py)

. Mop1 — M Py — MaP' + M ph
% /d"’r V(r) expi 2P1 _Lpz 2P 1P2 r
h{(m, + m3)

(22.2.11)
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Esta ecuacion es valida en cualquier sistema de referencia. En el c.m., P; =0,
p1 = —p2 = hk, p| = —p5 = Ak’ v (22.2.11) se simplifica a

A . ~ - —27— t i(k—k e
(f1S]iys = i6(E; — E)S(P; —P,-)W /d"'r'e(k Krry(e)(22.2.12)

lo que, comparando con (22.2.8), nos dice que, en la aproximacion de Born,

] —1 C . ,
Tp(i— f) = 2 /d"?" el =Ky (. (22.2.13)

h(2nh

Este resultado nos permite relacionar Ty f; recordando (21.6.7) tenemos

T — f) = L flk — k'); {22.2.14)
27hm
aunque solo lo hemos demostrado en la aproximacion de Born es posible com-
probar que la relacién (22.2.14) vale a todos los 6rdenes. Utilizando (22.2.14) y
(22.1.11) obtenemos también una expresién para T' en términos de los estados
de Lippmann-Schwinger:

T(i— f) = = (Pos | Hil}) (22.2.15)

3/
R (27)
y recordamos que la normalizacion en el formalismo de Lippmann-Schwinger

la escogimos tal que

(bogltos) = (2mh)*8(ps —py).

22.3. Secciones eficaces en términos de la matriz S
La probabilidad de que un sistema inicialmente en el estado |i) acabe, después
de colisionar, en el |f) es, segin las reglas de la mecdnica cudntica,

W(i— f)=[(f

De hecho a nosotros nos va a interesar la probabilidad por unidad de tiempo,
que denotaremos por w(i — f); siel tiempo que transcurre desde que se prepara
el sistema hasta que se detectan los resultados es 7,

W(i—f)

T

Sliy 2. (22.3.1a)

@i — f) = (22.3.1b)

Sisustituimos en (22.3.1a) (22.2.8) nos encontramos con el resultado, aparente-
mente absurdo, de que?

W(i— f) =[P —P) [0(E;—E)] T — f)I’ =c0. (2232

* Suponemos que (f]i) = 0.
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Por supuesto, esto se debe a que hemos utilizado estados no normalizables; la
probabilidad por unidad de tiempo es, realmente,

L Wi f)
oD e

que es de la forma oo/oo Los infinitos del denominador se deben a la norma
infinita de los estados, y también a que, en el limite que estamos trabajando,
T = tz — 1t — oo.

Para resolver este problema tenemos que hacer dos cosas. En primer lugar,
tomar un tiempo finito en la definicién de w(i — f) y el limite 7 — oo después;
en segundo lugar, tenemos que reemplazar los estados no normalizables por
estados normalizables.

Con respecto a lo segundo, un procedimiento riguroso seria formar paquetes
de onda y dejarlos evolucionar con el tiempo; este tipo de discusién puede
verse en los textos de Gottfried (1966) o Goldberger y Watson (1965). Aqul
daremos una discusion simplificada, basada en el calculo explicito que hicimos
en la subseccion 22.2.2 en la aproximacion de Born. Recordamos pues cémo
aparecia alli la delta de conservacién de energia: lo hacia al integrar en dt la
expresion expi(Ey — E;)t/h en los limites de la evolucién temporal, t; = +00

y t1 = —o0. Si los dejamos finitos, tenemos que reemplazar
bty
(SE—E]-—)—- dt e E_E'th
(By=F) = 50 | dtespi(B; - Bt/
Por tanto,
2 {2 (Es—E:)t/h
BB —E)" 1 " gr el Br—ENt/n_L Ji; deeltss
T 2rh Jy, 2nh T

En el limite 7 — oo el primer término en el miembro de la derecha tiende a
la delta de energias; por lo tanto, en el segundo podemos poner E; = E;. En
consecuencia, tenemos (nétese la similitud del método con el empleado para
obtener (11.4.13))

§ i(Ef—Eit/h
1 to dtei(Ef—E,')Z/r, 1 f[,lz dtel( T )t/

2nh Jy, 2nh T
1 7 1
— c— Fi)— - = —6(Ef— E;):
8(E; )27Th7' 2wh (Ey )

hemos eliminado uno de los infinitos y hemos obtenido que

o(i = f) = [5(P; — P)) (Ef — E)ITG — DI (22.3.3)

2 1 5
27h,
Para climinar el segundo infinito, debemos considerar la probabilidad de
transicion por unidad de centro dispersor,

wli = f) = (i — f)/N,
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con N el nimero de centros dispersores: recordemos que, cuando definfamos
la seccién eficaz en la seccion 21.4, considerabamos una onda plana incidente
sobre un centro dispersor. Un estado con momento bien definido, |p) tiene,
con nuestra normalizacién, la funcién de onda 1y (r) = (27h)~3/2expipr/h.
Podemos sustituir esto por wl‘: con

eipr/h

W) =< @ TV (22.3.4)
0, r fuera de V.

V es un volumen grande, pero finito. El nimero de centros dispersores que
corresponden a ng es

Vv
N = /d r|q/)V(r 12 = (2’rh)3 ;

la delta de conservacion de momento se convierte ahora en
§(Ps—P; d%re'®Pr=P-ir/h
(P i) = 27Th /

Con un célculo similar al que utilizamos para eliminar el infinito debido a la
delta de conservacién de energias tenemos ahora

[(S(Pf v Pi)}Q 1 / A3y ! (Py—P=i)r/h 1 fV d¥r e (Ps =P i/
N (2wh)3 (27h)? V/(2rh)?
- (5(Pf - ,)
Finalmente,
) 1 A
w(i = f) = 5= 8(By = E)6(Py = Py)|T( — f)I” (22.3.6)

Esta es la llamada regla de platino de Fermi. En el caso en que utilizdsemos
para T la aproximacion de Born, esto se convierte en la regla de oro de Fermi,

wli = f) = g 8(E; — E)S(Py ~ P)[Tali — /)
Para hallar la seccién eficaz para dispersién en estados finales con momen-
tos en un entorno d®p},...,d%p), de los valores pj,...,p;, multiplicamos la

cantidad w(i — f) por el nimero de estados en este entorno, d*p} ...d%p/,, y
dividimos por la corriente de probabilidad incidente, j:

dg=w(l—_)f)d3p'1

j d3pfn.
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Eiercicio: Comprobar que, en el caso de dispersion eldstica, esta definicion

coincide con la de la sec. 21.4 o

La corriente relativa es igual al producto de la densidad de particulas por
. b s . . . .
unidad de volumen, [1p|*> = (27h)™*, multiplicado por la velocidad relativa,

v12, en el centro de masas. Por tanto, la diferencial de seccion eficaz seréa

(27h)?

Vi2

T(i — N)P6(E; — B)S(Py — P)dp; ... &%)

do = - (22.3.7a)
La ecuacién (22.3.7a) es también vélida para colisiones relativistas; en particu-
lar, cuando el proyectil tiene masa cero (como el fotén), vis = ¢, la velocidad
de la luz. En términos de los momentos, y en el caso no realtivista,

vig = Pleml -, Tmm2 (22.3.7b)

m my + mo
Como una aplicacidn concreta de (22.3.7) consideramos las colisiones
elasticas de dos particulas, | f) = |p}, ps) v calculamos la seccidn eficaz diferen-
cial, do/d{2, en el centro de masas. Para ello hay que integrar (22.3.7) a todos
los momentos finales sujetos a la condicién de que el d4ngulo de p} y p; sea 6,
es decir .
PPt
pip1
y que el angulo azimutal de pi, Pp , sea ¢. Esto se puede implementar multi-
plicando por las deltas de Dirac

P\ P1
o = — cos0> , 0y — @
<P1pl ( P )

= cos

e integrando sin ninguna limitacién (que ya impondrén autométicamente las
deltas). Tenemos pues,

do / (pllpl > /
— = [ dodé| —— —cosb | 6Py —
dQ pllpl qupl d))

y, sustituyendo (22.3.7),
do (27h)?

ds? V12

|T'(i — f)|2 1.

La integral I es®

I = /d3p'1 &3ph6(E; — E)6(Pf — P,)s (2};’11 — cos 0) 5(gpr — ).
1

5 A integrales del tipo de la I se las conoce como integrales de espacio de fases.
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El cédlculo de I no es dificil, aunque presenta algunos puntos de interés. En
el c.m., P, = 0 luego podemos integrar [ d*p) con ayuda de la delta de con-
servaci6n de momento sin mas que poner p, = —pj. Sustituyendo ademas las
energfas,

- ’ 2 2 2 2
[:/dBp'lé(I;l;)l wcos@)é((ﬁp/l—(/))é( L7 SR s S U & )

/1 1 27TL1 ng 2777,1 27’77,1

Escogiendo el eje OZ a lo largo de py y pasando a polares,

27 +1 e 2
= / d¢p/J / dcos epll / dpfl pl]
J0 J =1 Q

! 2 2 2 /2
6<P}p1 —(:05())5(<j>p/1—qb)5 (2131 +.Pl P11 P )

P1D1 ™my 2mo 2my 21,

Todas las integrales se realizan trivialmente con las deltas y nos queda
myms

= —"""—p =mp.
m1+m2pl P1

Por tanto,
do
s
como era de esperar, dada la relacién (22.2.14), que queda asi comprobada.

= (27rhm)2|T(7l - f) 2 (22.3.8)

EJercicio: Rehacer el calculo cuando las particulas finales tienen masas my,
distintas de las iniciales (en este caso, se dice que el choque es casi-eldstico).
Comprobar que el resultado es, en el c.m.,

mims

do ] ’l)/ . 2 ' ’ ’ ;
4o = (2mhm )21)12 TG — ), el =p,/m e (22338)
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23.4. Unitariedad de la matriz S. Teorema 6ptico
generalizado

Dado que la matriz S es el limite del operador evolucién temporal, y que éste
es unitario, la matriz S también lo sera:

gt =41, (22.4.1)

Veamos ahora cémo esto nos lleva a una generalizacién del teorema dptico.
Escribiendo (22.4.1) en términos de M (definido en (22.2.6)), y tomando ele-
mentos de matriz entre estados |i), [i') tenemos

1 . R S
=7 (M - MT) i) = (&'| ST, (22.4.2)
Consideramos ahora todos los estados finales posibles | f) de forma que

STIAU =
f

Por supuesto esta notacion es simbdlica; los |f) forman un continuo y la suma
es en realidad una integral miltiple. Insertando esta suma en el miembro de la
derecha de (22.4.2), y con algunas manipulaciones sencillas, obtenemos

S (M= XY i) = T 8B~ B8Py ~ P (T — 7))~ T 1))
= (@M = ST M (It

f
= 8By — Ep)(Py — Pp)(Ey — E)3(P; — PYT* (i — f)T(i — f)
f
=6(E, —E)S(Py — P ZT i — TG — fS(E; — E)S(Ps —P)).

Cancelando las deltas comunes,

Qii (T =) =T (i — i)} = 3 S T — T — f6(E;—E)S(P;—P,).
f

(22.4.3)
Tomando i = i/, esto se convierte en la generalizacién del teorema déptico:

Im7T(i —i) =} Z |T(i — f)?6(E; — E)6(Pf — P)). (22.4.4)

Podemos escribir esto de forma mas til considerando que los estados |f) son
estados multiparticulares |p), ..., p,,) de forma que

Z o Z /‘dBp'1 d3pl
S noC
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De (22.3.7a) vemos que la seccidn eficaz total, esto es, la seccidn eficaz para
que 7 vaya a cualquier estado final posible, es

am—Zd e Z / dpy ... d°p), 6(Ep — E)S(P = PIT( — f)I”

(22.4.5)
Comparando con (22.4.4), tenemos que
2(27h)?
T L) iy A (22.4.6)
V12

EjercIcIo: Considerar el caso en que los Unicos estados finales son aquellos con
las mismas particulas que las iniciales, esto es, un choque elédstico, de manera

que
Z / d? P1 /

Comprobar que, en este caso, el teorema 6ptico (22.4.6) se reduce al dado por
la ecuacién (21.5.8) e

La conexion fisica entre ambas versiones del teorema 6ptico, (21.5.8) y (22.4.6)
es como sigue. La ecuacién (22.4.6) se ha obtenido de la unitariedad de S que,
a su vez, se debe a la del operador evolucién temporal,

U(tg,tl) = exXp ¢ % (tl - tg)f’[

Esta ultima es equivalente al cardcter hermitico del hamiltoniano, H. El teo-
rema 6ptico (21.5.8) se obtuvo porque los desfases §; son reales, lo que también
se debe a que el hamiltoniano es hermitico.

22.5. Invariancia bajo inversién temporal.

Balance detallado

Si la interaccion responsable de un proceso de dispersion es invariante bajo
inversién temporal (sec. 15.3), esto tiene consecuencias para la matriz S. La
condicién de invariancia del hamiltoniano, 7 H7 ~! = H, implica

zj-e—i(tg—tl)H/hT—L _ e+i<t.2—h)ﬁ1/n_
dado el cardcter antiunitario de 7. Por tanto,
78T =51 =&, (22.5.1a)

y para M,
TMT = - (22.5.1b)
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Recordando las propiedades de transformacién bajo 7 del momento y del espin,
ecuaciones (15.2.4, 5), tenemos

T|p,s3) = 07| — p, —s3). (22.5.2)

Segun esto, y considerando colisiones de dos particulas dando dos particulas,

i) = Ip1, S13; P2, $23),  |f) = |P1, 8135 P2, S53)

encontramos que

(D1, 8153 P, 8231 51P1, 813 P2, s23) = (FIT ' TST Ty = (T(£)ISTT(0))
= N1 2 (—P1, —S135 —Pa, _3’23,§T| — P1, —$13; —P2, —823)"
= 071072 2 (—P1, —$135 —P2, —s23|S| — P, =815 —Ph, —s53).
(22.5.3)
Hemos usado (22.5.2) asi como la definicién del adjunto para operadores an-
tiunitarios,
(@ T1|w) = (T(@)|7)".

Si tenemos en cuenta (22.2.8), que escribimos explicitamente como

<Pl1a5'/13;Plza5’23151p1»813;132»523>
=i6(Ey — E;)6(Py — Pi)T(p1, 513; P2, S23 — P}, 5135 P, Sa3),

la ecuacién (22.5.3) nos dice que

. /A Y A
T(p1,513; P2, S23 — P1, 5135 P2, 593)

(22.5.4)
= 77T(—P/1a —5{13; —p/27 —5/23 — —P1, —$13; —P2, —823);

N = Np Ml M. €5 una fase. Hemos encontrado que, salvo esta fase, la
amplitud para la colisién i — f es la misma que para la colisién f — 7 donde
en i, f hemos cambiado el signo de los momentos y terceras componentes del
espin. Este resultado se conoce como principio del balance detallado.
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22.6. Dispersién por varias interacciones

En préacticamente todo lo que precede hemos supuesto que en un proceso de
dispersion tanto el proyectil como el blanco se encontraban libres de interaccién
mucho antes y mucho después de la colision; pero hay situaciones en las que
esto no es asi. Por ejemplo, en el problema P.21.6 aparece un caso sencillo
de dispersion por estados ligados. Pero, incluso cuando proyectil y blanco son
asintoticamente libres, puede ser util modificar nuestro formalismo en situa-
ciones en las que la interaccion consta de dos términos, ﬁ; =V+ F[l, especial-
mente si somos capaces de resolver exactamente el hamiltoniano HO = A4V
(Ho es el hamiltoniano libre) y al término H 1o consideramos como una per-
turbacion. Este tipo de procesos (dispersion por dos interacciones) es el que
vamos a estudiar ahora; en el préoximo capitulo lo aplicaremos a dos procesos
importantes, el conocido como Bremsstrahlung y el efecto fotoeléctrico.
Consideramos la ecuaciéon de Lippmann—Schwinger, que escribimos como

) = [wbo) + Hyl™). (22.6.1)

E—Hy,+i0
En términos de los |¢") tenemos la amplitud de transicién (cf. (22.2.15))

W22 (Posl Hilwt). (22.6.2)

Ti—f)=

Junto con (22.6.1), consideramos las ecuaciones de Lippmann—Schwinger que
se obtendrian si omitimos la interaccion Hy de Hy =V + Hy:

1 .
%) = |who) + T V]ph). (22.6.3)
— 11g

Ex hypothesi somos capaces de resolver (22.6.3) y, por tanto, suponemos cono-
cidas las [pT).
Recordando la solucidn iterativa de (22.6.1), ecuacion (22.1.5), tenemos

T(i— f) = _—12 > (o (V + H)) {; v+ HQ} o)

h(2m)? = E— Hy+i0
—1 & . R . n
=——— Y (of|[(E— Hy+1i0 {— V+H } Wou).
A 2 Worl(B = Ho 10} g (Vo F) o)

Trabajamos a primer orden en la perturbacién H,. En este caso escribimos
T(i— f)=TO% — f) + TP — f),

TO( - f) = E(—;—) (s |V |F)

(22.6.4a)
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oo 11— 1 1%
TM (G — f bos|(E — Hy +i0 ( V)
( f) TR (27 )2 Z Z Worl( ’ ) E - Ho +i0

n=1r=0

1 1 N\ 1
X = H, ( - V) [o:)
E — Hy+10 E— Hy+10
-1
h3(2m)?
S (5= =7) Wl (s v) Jo
"o E H()+10 E_I—]O_FIO

y hemos utilizado que

T .
(v%) :(0%).
E — Hy + 10 E— Hy — 10

Rearreglando la suma,
-1
h(2m)?

1 N . .
X<¥ <m V) d)o‘f’Hll;(m V) 1/)01'>'

Identificando los vectores del sandwich con los |npff) de (22.6.3), obtenemos
finalmente

T — f) =

TG — f) = { ;|ﬁ[l[¢j), (22.6.4b)

-1
B3 (22
un resultado muy intuitivo. Los dérdenes siguientes se calcularian de un modo
similar; los detalles pueden encontrarse en el texto de Goldberger y Watson
(1965), p. 202.
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22.7. Colisiones relativistas

El formalismo desarrollado en las secciones precedentes es facilmente genera-
lizable a colisiones relativistas. Consideremos una particula con momento p;
suprimimos otros posibles nimeros cudnticos, que no juegan ningin papel aqui.
Hasta ahora hemos tomado una normalizacion no-relativista,

r(PIP)nr = d(p - P'). (22.7.1)
Si normalizamos los estados de forma invariante relativista,
r(PIP )R = 2pod(p — P'), (22.7.2)

donde p" es la energia relativista. En unidades naturales, h = ¢ = 1 en las que
trabajamos en esta seccién, p® = \/m? + p2. (22.7.2) es invariante Lorentz.

Podemos tomar elementos de matriz de la matriz S entre estados no-
relativistas, y definimos

R{FISINR =nr (fling +18(Ef — EDS(Pr —P)Twr(i — f)  (22.7.3)
o entre estados relativistas y entonces
rR(fIS[)r =r (fli)r +i8(E; ~ E)S(Py ~ Pi)F(i — f) (22.7.4)

(en el caso relativista llamamos F' a la amplitud de transicién). De (22.7.3,4)
y (22.7.1,2),
Ip)r = (20°)"?|p) N

pr 2_')pl>"'>pn

i 5 7 , / (22.7.5)
=/2p%\/2p5\/2p"7 . 20", Tnr(P1, P2 = Ply -5 Pyy)-

La deduccién de (22.4.5) sigue siendo vélida; inicamente debemos tener
en cuenta que la velocidad relativa vy, tiene un valor distinto que en el caso
no-relativista. Concretamente tenemos que tomar, en el c.m.,

donde la forma cuadréatica A se define por
Aa,b,c) = a® + b* + ¢? — 2ab — 2ac — 2bc

y s = (p! +p9)2,, es el cuadrado de la energia en el centro de masas. De aqui,

27T2 d:sp/ d3p
do = ————|F(i — [)?6(E; — E)0(P; —P,)—- ... —.
N5, mit, ) o e B
(22.7.6)

Escritos de esta manera, tanto F' como do son invariantes relativistas.
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La seccidn eficaz diferencial para colisién de dos particulas de masas m,

roduciendo otras dos, de masas m/,, a =1, 2, es
a )

do w2 NY2(s m’f m’g) )
A0 lew ~ s o [P S 22.7.7
dQ c.m. 48 )\1/2(S,m%)m%) ‘ (Z — j)| ( )

si sélo hay posibilidad de choque eldstico, se puede expresar F en términos de
desfases; para particulas sin espin,

25172 &

F(i — f) = > (21 + 1) Pi(cos 0) sen 6,(k)e!® ),
oy
1=0 (22.7.8)
_ M2 (s,m?2 m3)
- 251/2

De una forma analoga se puede evaluar la diferencial de anchura de desin-
tegacion en el caso relativista, obteniendo, para desintegracion de una particula
de masa m en el sistema de referencia en el que estd en reposo,

U SR N A
Al — f) = P |F(i — fI?8(E; — m)3(Py) p/ol SR (22.7.9)
1 7

Finalmente, la férmula
A A+m ~
S:TGX}‘){—i/ dtHDI(t)}
—o0

es también vélida en el caso relativista.

PROBLEMAS

P.22.1. Calcular la amplitud de transicién para un potencial separable, V= M€Y (e,
definido por

Vap(r) = A </d3‘r‘/ 5*(1")1&(1‘/)) &(r).
£ es una funcién dada, que podemos suponer normalizada a ||£]| = 1.

Solucién. De (22.1.5),

1

[ ) = |tox) + /\C+m 1€); o = (Eluh).

Multiplicando escalarmente por (€| podemos resolver para c4:

~ LN —1 =1
er = {1- 2 (B - o +10) ' 10)} (€l
Sustituyendo més arriba, tenemos |¢;7) y, por tanto, T(i — f) en término de canti-
dades conocidas.

P.22.2. Calcilese la probabilidad de absorcién de fotones por el &tomo de hidrégeno
en el estado fundamental.
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Solucion. Utilicese el principio del balance detallado (debidamente generalizado a
nuestro caso) y el cdlculo de la amplitud de desintegracion de las secciones 20.4,5.

P.22.3. Demuéstrese (22.1.7).

Solucién. El célculo de G es de interés por su similitud con otros calculos de
funciones de Green y de propagadores. Definiendo p = |’ — r| y pasando a polares
con el eje OZ paralelo a r’ — r, la integral en las variables angulares es inmediata y
nos queda

ik’ p _e—;k’p

+ 1 . e
G = —— lim Ak’ k' —————
() ip(2m)>? 0 /0 k2 — k% + e
Cambiando a la variable z = k'p y utilizando la simetria del integrando para extender
la integral de —co a +o0,

1 oo zel? oo ze iz
G (p) = ——— i de ———— de —5———
i () 2ip(27)? e {/_w g p2k2 — 22 + ie * [X : PPk — 22 + i€ }

En la primera integral podemos cerrar un circuito, C'y, ahadiendo un semicirculo
de gran radio en el semiplano superior; en la segunda, cerramos por el semiplano
inferior a C—. Por el teorema de los residuos tenemos, para la primera integral, f(+ =
2miRes 1y z>0 y Res mz>o0 es el residuo en el (nico) polo situado en el semiplano
superior, en zy = kp + ie. En éste,s Res nnzs0 = —pke'?® /2pk. La contribucién de
C_ es idéntica a esta. Por tanto. y como queriamos demostrar,

1 Cipr . —1 oiok

ey 1 _—1
Cic(p) = ip(2m)2 me 4mwp



CAPITULO 23.

Colisiones con emisién
y absorcion de radiacion

23.1. Bremsstrahlung

La palabra Bremsstrahlung quiere decir radiacion de frenado en aleman, y se
utiliza universalmente para describir procesos en los que una particula cargada
emite radiacién al interaccionar con un centro dispersor (en particular, al fre-
narse). Supondremos que este centro dispersor interacciona con la particula a
través de un potencial, V| al que consideraremos suficientemente déhil para
poderlo tratar en la aproximaciéon de Born. El estado inicial contendra la
particula (que, de momento, suponemos sin espin) y queremos calcular la pro-
babilidad de que, al interaccionar con el centro dispersor, el proyectil radie
un fotén. Denotamos por k al vector nimero de ondas del proyectil antes de
interaccionar, por k' al vector mimero de ondas de dicho proyectil después de
interaccionar, y después de emitir el fotén, y k., n seran, respectivamente, el
vector numero de ondas y la helicidad del fotén emitido. Suponemos al centro
de dispersién, o blanco, muy pesado con respecto al proyectil, de forma que no
tengamos que distinguir entre sistemas de referencia lab y ¢.m.

Tenemos aqui un caso tipico de dispersién con dos interacciones. El hamil-
toniano de interaccién total, en efecto, consta de dos piezas: el potencial, V,
y la interaccion de la radiacién con la materia. De (20.3.3) tenemos, con Qe
la carga de la particula (aqui e denota la carga del protén), y g su momento
magnético, ,

[ <P— @A> V2 SB L H, (23.1.1)
27 c h ~
Si despreciamos, como hacemos en un principio, la interaccién con el espin,
tenemos la interacciéon efectiva (en el gauge de Coulomb)

Hroo =V + Hi, (23.1.2a)
fo—-9Ap, - ~9p A (23.1.2b)
me mc

Vamos a aplicar el formalismo desarrollado en la seccidn 22.6. El estado
final sera de la forma
ler) = al (ky, m)lp ) (23.1.3)

por tanto, el término T (; — f) en (22.6.4) se anula ya que V no puede
producir un fotén v nos queda, simplemente,

Tk — K +v(k,,n) =~ TV (k - K + y(k,, 7)) (23.1.4)
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donde, de (22.6.4)

Qe

— " (eolalk,, n)AP|oT), 23.1.5
22 Rme (P lalky, n)AP[p) (23.1.5)

T (k — K +~(k,,n)) =

y recordamos que las ¢~ son las soluciones de las ecuaciones de Lippmann-
Schwinger con sélo la interaccién dada por V.
g P
Después de un cdlculo similar al de la seccidn 20.4, (23.1.5) se convierte en

Qe e“(ky,m)
ek,
@2r)3mn’\/E, (23.1.6)

x / d%r o () e T Ppl (r);

T(l)(k — k/ “F’Y(k’)”n)) —

E., = hck,.

Para calcular las ¢ trabajamos, como ya dijimos, en la aproximacién de
Born para V. Escribimos golf = Yox + le. Esto produce tres tipos de términos
en (23.1.6). Tenemos términos con ... %Yok ... 4Yok. Es facil ver que éstos son
nulos. Los términos con .. -Xf(t .. ~X1jf son de segundo orden en V' y, por tanto,
los despreciamos. Sélo nos quedan los términos mixtos, tipo ... Yoy - . .xf Por
tanto, en esta aproximacién tenemos

~ () o oK _ Qe *
T~TH = Tak — K + (k.. 7)) BT (kv,n){d)l +<1>2}
(23.1.7a)
y hemos definido
P, = /(137‘7/101(/(r)*e_ik”r(—ihV)XI(r),
: (23.1.7b)

P, = /dx'rX}:,(r)*e_ik"‘"(—~ihV)1/)0k(r); Por(r) = e'**.

A primer orden en V|
i) = = V)
Ey — Hy £ ie

y, por tanto, haciendo actuar Hy a la izquierda en ®; y a la derecha en ®,,

, (2m)?n’ 0) ,
®, =h(k' +k - K.
L ) B — B T ) B TRk, (23.1.70)
, l./ic
(27)2R*

®, =h(k —k,) T (k — ky — k'),

E(k)— E(K — k)
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FIGURA 23.1.1. Representacion grafica del Bremsstrahlung.
Linea de puntos: actuacién del potencial V.

Hemos definido F(k) = ﬁ,2k2/2m y Tém es la amplitud de dispersiéon de los
proyectiles en el potencial V' como si no hubiesen emitido radiacion, en la
aproximacién de Born:

4701 — ) = =i o Vi)

En esta aproximacion las dos Té()) de (23.1.7¢) son, de hecho, iguales ya que
Téo)(k-i — k3) sdlo depende de k) — ks.

Las expresiones (23.1.7) pueden visualizarse de forma muy grafica (ver la
figura 23.1.1): la amplitud de dispersion se factoriza en la dispersién por V, y
la emisién de radiacién. Podemos tener que primero actia V' y luego se emite
el fotén a través de H, (término en ®1) o que primero se emite el fotén, y luego
la particula interacciona con V' (término en ®2). La amplitud de transicion es
la suma de ambas posibilidades. A diagramas como los de la figura 23.1.1 se
les llama diagramas de Feynman.

Si sustituimos ahora las expresiones explicitas para las energias tenemos
la expresion final para la amplitud de Bremsstrahlung,

Ta(k — K + v(ky,n)) =Ty (ky + k' = K)Praa,

Q@h2 . k k/
d.s,-nq = mf (k’Y)ﬂ) E - 5 P (2318)
Y
D’:l_hw, D:1+5M_

2me 2me

Aqui 0., 0, son los dngulos que k, forma con, respectivamente, k, k’.
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La seccién eficaz diferencial viene dada por (23.1.7), teniendo en cuenta que
el estado del fotén estd normalizado a (k',7'|k,n) = 8, 0(k — k’). Tenemos
pues, con Fj, denotando la energia y P;, el momento del blanco antes de la
colision y con lo mismo con primas después de la colision,

wn)

52 12 2 2
do(k - k' 4+ v(k,,n);b) = |T|%6 ( o + heky + By, — —n — Eb>

x6(hk + P, — hk' — hk, — P})d*hk/' 3k, d* P].

Si no medimos los momentos del blanco y lo suponemos muy pesado de mauera
que E| ~ Ey, la integral en d*F] es inmediata y se obtiene

do(k = K +v(ky, 1))

27h
{Lﬂ“”)(k'—i—k K)[?0(Ep + By - E)d /»}|Q>Hd| d*k.,
v
donde hemos sustituico ya (23.1.8) y hemos vuelto a la notacién E). para las
energias. Para k., pequelio, el término en corchetes coincide con la seccién eficaz
diferencial de dispersién por el potencial V', sin emitir fotones, que denotamos
por dol®(k — k’)/df2: también la seccién eficaz se factoriza. Sustituyendo
gprml:

do(k =K' +v(k,,7) _ do@(k - K
d2y k<1 d$2y

Q%e*n? ki K k KON
Xm - e, (ky.me;(ky.m) (ﬁ - —5) (HJ’ — ﬁ) d*k,.

En el limite de velocidades pequenas en comparacion con la de la luz, podemos
aproximar D ~ D' ~ 1; nétese que, por ejemplo, ik/m es v;,, la velocidad del
provectil antes de la colisién. Si no medimos la helicidad del fotén emitido, ni
su direccidn, tenemos que sumar sobre n e integrar sobre d{2,. Si escribimos

A f E
k., = k2dkyde2, = n‘Z* S2dE,df2,

v utilizamos
Z e (k,n)e,(kon) =8, — k. k; [k,
1

entonces (23.1.9) nos da

~ -

ko/dE«/ tin e A2y 37TE,Y
donde 8, = 2(k, k') y vin = hk/m.
Antes de discutir lag implicaciones de (23.1.10), vamos a generalizarlo al

caso en que las particulas tengan espin lh, como ocurre cuando los proyec-
tiles son electrones, protones o neutrones. Esto implica dos modificaciones. En

(23.1.10)

do(k — k' ++(E,)) de@(k — k') 8Q%« <Uﬂ )25 2 0,
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primer lugar, las funciones de onda tienen una parte espacial y una de espin,

lo que escribimos como

?:i: _ ¢i(r)X(S:S)

con sy la tercera componente del espin. En segundo lugar, hay que tener en
cuenta el término de interaccion con el espin, esto es, reemplazar

ffl:—Q‘fAP —»H_—QEAP "sB.
me me h

Para espin !/, S = 1he. Escribimos, ademds,
p=ge/2me, B=VxA.

Entonces, y después de un cédlculo similar al que hemos hecho, obtenemos ¢ue
(23.1.8) sigue valiendo reemplazando @, por

h'z
97TTI’LF~ 3/2

o k Kk’ ing /1 1 o
X x' .M{(E _5>Q8_7 (E _5> kvxg}x( )

Si no medimos Ja polarizacién ni la direccién del fotén, (23.1.10) se modifica a

¢1(121 SJJ ‘(k'Y’n)

o(k — K +v(E,)) do® (k — K')

~

ko/ dEA,, Uin €LC d[?k/
) 2 .
Ba 9 5 [ E (Ui“ 2,0,
8 3k, @+ <mc'2 c ) ey

El término proviniente del espin (el que contiene g2 en esta ecuacién) es, como
anunciamos, despreciable frente al que no depende del espin, excepto en casos
como el de neutrones para los que @, = 0 pero g, ~ —1.91uyx # 0.

Volvamos ahora a la expresién(23.1.10); vamos a hacer unos pocos comen-
tarios al respecto. En primer lugar, si intentamos integrar esta expresién a todos
los valores de E, obtendremos un resultado divergente, debido al factor £,

(23.1.11)

en el denominador. Esta es la llamada catdstrofe infrarroja, menos catastrofica
si nos damos cuenta de que cualquier detector real tiene un umbral, E,.;, de
energia minima. de los fotones para que éstos sean detectados. Lo que tiene que
ser finito, y lo es, es la seccion eficaz observable

/En):\x iE dO’(k Sk 4+ ’\/(E"/)) - dg(())(k — k')

o Q2w dE e dfe
Eonin dfoedloy = @k (23.1.12)

« 8(220 (7);“ )2 lo Epax ‘CDQ@

3 C & Emin * 2

En segundo lugar, (23.1.10, 12) nos dicen que la seccidn eficaz de radiacion
es cero para f, = 0y maxima para 6,, = 7: cuanto m4s se tuerce la trayectoria
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debido a la interaccién con V, mds probabilidad hay de emitir radiacién (esto
explica el nombre de “radiacion de frenado”).

Finalmente, se radian sobre todo fotones de baja frecuencia. Si hubiéramos
insistido en escribir interacciones en términos de £, B (en lugar de A) se pueden
dar argumentos generales que prueban que, en este caso, la probabilidad de
emitir fotones serfa proporcional a E,; un ejemplo de esto lo hemos visto en
(23.1.12), donde la contribucién del término uSB es de orden relativo Ef.
Esta es una indicacién maés de que hay que formular la mecanica cudntica en
términos de los potenciales.

23.2. Efecto fotoeléctrico

23.2.1. Efecto fotoeléctrico a baja energia

En el caso de Bremsstrahlung la interaccién con el potencial V' se calculé en
la aproximacion de Born; vamos a estudiar ahora un caso en el que es esencial
resolver la interaccién con V exactamente. Concretamente, consideramos el
efecto fotoeléctrico en hidrégeno, que representamos simbédlicamente por

vk, n) + H(1S) — p+ e(k’). (23.2.1)

Consideramos que el hidrégeno estd en el estado fundamental, 15 y, de mo-
mento, hacemos el cdlculo para electrones de baja energfa, k' ~ 0. Conside-
ramos, ademas, que se puede despreciar el movimiento del protén, p, ya que
su masa es muy grande en comparacién con la del electréon, y suponemos que
las energias son pequenas incluso en comparacion con la energia en reposo del
electron, mec? (aproximacién no-relativista).

El hamiltoniano del sistema es

H=H 4+ f,;
- 1 - e?
H(U):Q—TEPQ— o (23.2.2)
i o= - S AP,
me

Despreciamos la interaccién con el espin, y el término cuadrético (en A?).
La férmula (22.6.4) nos dice ahora que
—1

m Hl(QW)3/2&T(ku7))"l/)lS>~ (23.2.3a)

T — f)~ (P

Bl término T(®) también es nulo aqui. El factor (2m)%/2 lo hemos incluido para
que el estado del fotén, que definimos ahora como

(e, m) = (2m)*2al (1c,m)10)
esté normalizado a la Lippmann—Schwinger,

(YK, ")k, m)) = (2m) 80 6(k — K');
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Y15 es la funcién de onda del estado fundamental del 4tomo de hidrégeno.
En (23.2.3a) tenemos, sustituyendo H; y operando,

he .
——— €k, n){p_ |e
2mmevk ( /)<(pk |

una expresion ya familiar. A pequenas energias podemos tomar, como en el
célculo de la desintegracion del nivel 2P, e ~ 1. La funcién de onda 915 es
1

Pis(r) = ﬁTé/ge

(o | Hial (e, n)lirs) = — kep lyg),  (23.2.3b)

—r/ag

¢ es la funcién de onda del electrén final, en el campo coulombiano del protén.
Si escogemos el eje OZ a lo largo de k’, podemos usar (16.3.10) y (17.3.9) para
escribir

20
o (r Z (20 + 1) P (cos O) Ry (1),
218 ik xp2ank’ o D(L+ 1 = lagk’ + n)
R AT 210¢ 21\ ik’ 7\' 0B g 42-1(:/_7:.
() =e (2k"r)’e HZZ() ntl(2l+ 2+ n) (=2ikr)
(23.2.4)
Sustituyendo P, = =iV y 115, ¢, y calculando en polares tenemos,
. 1 00 r
(e |Peltrs) =2mih / dcosf / dr r? i, (r)* —— 95(r)
J-1 0 ar
ik oc oo 1
= NT e+ 1)/ dr Ry (1)1 5 (7) / dcosfrP(cos ).
aB J0 J =1

Escribiendo los componentes de r en polares, v utilizando las propiedades de

J

ortogonalidad de los polinomios de Legendre, vemos que sélo el término | =1
en la suma, y la componente z de r, sobreviven y, por tanto,

47ik

ag

00
6<k’n)<<p;'|Pc’7/)1$'> = 63(1(‘ 77) /0 dTTQR}::’l(Tl)IQbIS(T)' (2325)
En esta forma estd claro por qué la aproximacién de Born es una catédstrofe a
bajas energfas: en efecto, Ry (r) contiene un término de la forma exp /2apk’
= exp rme® /20K (cf. (23.2.4)) que, en la aproximacién de Born, se reemplaza
por la unidad, cuando en el limite &/ — 0 tiende a infinito. Tenemos pues que
utilizar la expresion exacta. De (23.2.4), y para k' — 0,

2m (=2r/ag)"
~ “‘1—,/ - 23.2.6
Ry (r )k—>0 ‘/2 k' Z n!l(n +4) (23.2.6)
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con esta expresion la integral de (23.2.5) se realiza trivialmente y tenemos

47h 4 i1 2V 27
e <7
ap \/47ra ag/z\/y
o

nll(n+4) Jo ag '
167 i85 1
— e
/et e2
Esperamos que no haya confusion entre el ndmero ex~ 2.718 y la carga del

electrén, e. Sustituyendo en (23.2.3) y denotando por E., = hck a la energia
del foton,

e(k, n) (o [Peltps) =es(k, n)—

= hez(k,n)

T(i — f) ~e® 3(k,n).

ez\/_ mh\/k E,

la seccién eficaz se obtiene de (22.3.9) con vy = ¢,

do (2#)2h mk’

= T|?
ko/ C ‘ |
y por tanto hemos encontrado que
do 64ma Tz
= Ifz(k )%

d0, v—o et

Para k' pequena, la energia del fotén serd la de ionizacién del estado funda-
mental, F, ~ 1 Ry. Por otra parte, y segin la férmula explicita! para e; que
dimos en CI ploblcma P.14.3, |es(k,n)|*> = £ sen? 8., donde 8 = 6., es el &ngulo
de k y k’. Con ello encontramos la férmula final

2
do 64mrer 5 5
~ ——— agisen-b. 2.
d2, k-0 et apsen”d (23:2.7)

Nétese lo esencial que es utilizar la férmula exacta para ¢, a bajas energias;
como veremos en un momento, la aproximacion de Born da una seccién eficaz
que se anula a k' = 0, mientras que la expresién correcta (23.2.7), es finita a
energia cero (y, de hecho, bastante grande; do/d2 ~ 6 x 1078 cm?).

Para k' pequerio, pero no despreciable, se tiene (problema P.23.1)

do Ry )4 exp|—(4/k'ap)arc tan k’ag] (23.2.8)

~ (64raaj senQH) —
df2y k=0 ( B E, 1 —exp(—2n/k'ap)
Esta expresién empalma suavemente con la obtenida a energia cero, (23.2.7),

y con la que vamos a calcular en un momento con la aproximacién de Born a
altas energias.

1 Sj hubiéramos especificado el estado del fotén por su polarizacién lineal, con vector
e, entonces ey se sustituye por ek’ /k’ y 1 sen® 6 por |ek'|* /"%,
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23.2.2. Efecto fotoeléctrico a alta energia

Cuando k' es grande (con relacién a 1/ag) podemos utilizar la aproximacién
de Born y, por tanto, escribir

T(i— f)=To(i = f) = —=7 (wow [Hi(2m)* %1 (k,n) 1Y),
(27)2h
esto es, reemplazamos ¢y, por una onda plana, o = T, Sustituyendo y
operando,
A & hc " LK A i
<800k'|H1(LT(k‘77) is) = m 6' dre P.e kr’¢13(T)~
El resto del cidlculo es elemental. El resultado es,
do (64 wa en29> Ry aph” (23.2.9)
~ TTXA RS - . /N
ko./ Bom B ]‘ly 2('. =+ CL2B|k — k/‘2>4

Esta formula es vélida, en principio, y como ya comentamos, sélo para k’ag > 1
aunque proporciona todavia una buena aproximacién para k’'ag ~ 1.

23.3. Colisién Compton

Consideramos ahora la dispersién de un fotén por una particula que, para
fijar ideas, tomaremos como un electrén (con carga e), conocida como colision
Compton. El proceso lo podemos describir como sigue:

e(p) +v(k,n) = e(p’) +v(K'.n').
Tomamos como estados iniciales y finales los
i) = R ik, 1f) = APPSR ),

donde los factores /2 se introducen para tener (fli) = é(p—p")é(py—p,) con
p- = hk, pl, = hik’; pero los estados de los fotones los seguimos considerando
normalizados a (k'|k) = §(k — k').

El nuevo aspecto de este proceso es que tenemos que ir a segundo orden
en la perturbacién. Escribimos, por tanto

Hy=H,+HY,
2 (23.3.1)
A?(r).

. e . - . e
H,=—-—P.Alx), H/  =——
! me (r) ! 2mc?
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Para calcular la matriz S, el orden més bajo no trivial es el primer orden en
H}' o el segundo orden en Hj. Por tanto, tenemos

) —j 2 stoo t A R
. i / ! :
s =(3) [ e [ arnimomise
—0oC — 00
—i [t - 23.3.2
+ 71 / dt {f|H]p(t)]z) + 6rdenes superiores ( )
g —oC
= (fIS']3) + (f|S"|i) + ordenes superiores,
con notacién obvia. Los H;p son
FIID(t) _ eiI:[ot/hH]Se—il:Iot/h.

Comenzaremos por evaluar (f]|S”|i), que resultard ser el término dominante a
bajas energias:

H +0
| Gl 1 WE—E)t/h Crir o
(1S m:——/ dt e Er= B f ErY L

h)ox
mie? c Ia Ll N A2 P -2
=3 MEf— E)p'lak’,n")A*(r)a™(k,n)|p)h~~.

Podemos representar este trozo por un “diagrama de Feynman”, el de la
figura 23.3.1 (A); los dos fotones se emiten y absorben en el mismo punto,
r, y en el mismo instante de tiempo, ¢.

Substituyendo A,

A = - s - m) Y [ PR e
’ B drmch? f ' Vkiks P 7

712

X {e(kl»771)eiklr&(k1»n1>f*(k2,nz)e_ikﬂdT(kz,ﬁz)

+ (ki,m < ka,m2)}al(k,n)|p)

ie? 1 1

= — E = * k/, / k, 6 E _Ej / i(k—k/)r ’
2rmch? (2mh)3 k.k./e (K, m')e(k,n)6(Ef )(p'le Ip)

y hemos usado repetidamente que

(pla! = alp) = 0.
Con nuestra normalizacién actual, la funcién de onda del estado |p) resulta ser

(2mh)~3/2ePT/ de manera que,

<p/|ej(k—k')r|p> = (27‘(’77)3 / d3r ei(p+ﬁ,k—p’—ﬁk’)r/h = 6(p + hk — p/ _ hk/)A

Finalmente,

(0]

T'(i— f) = o T ' (k.1 )e(k, ). (23.3.3a)
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e(p) e(p’)

y(k,m) yik',n") y{k,m) yik,n)

L Ma
b pHik /Jf el

ey e e T
/ p-hk’

e(p) e(p’) e{p) e(p’)

(B) (&)

FIGURA 23.3.1. Diagramas de Feynman para dispersién Compton.

Enelcm., k=% =p,/hy T" se simplifica a

T = % e (23.3.3b)
2mrmp~

vayamos ahora a (f|5’]i). Tenemos

. 11 [ ! / {Hot/h fp1 —iHot /R
SN = = = dt [ at'(fle'Hot/m fre
b —00 e o)

IS 7 ~ N 'y 7 .
XezHot /hH}e—/,Hot /ﬁ"l>.
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Para evaluar esto tenemos que introducir una suma completa sobre estados
intermedios, >~ |n)(n| = 1, de manera que

00
(f18'14) / dt/ dt’ e (Es=Et/h

X Z (FIH}|n) (n| H}Ji) e (Bn=BIE /R

L_el T i =B D (Bu—Eie/h
= - - dte‘ Ee—FEa)t/Dh el En— t/h
K> m2c? Z:/‘OG i(Ef—E,)

x(p'a(k’, 1) A (r)Pln)(n| A(x')Pal (k,n)|p).

No es dificil convencerse de que los Gnicos estados que dan contribucién distinta
de cero son estados |n) con un electrén y cero fotones, o con un electrén y dos
fotones:

Sinbnl = [ d' lpo)tee

C A3k 3k
+ /d‘ipeéilg Z |Peak1=771;k2’772><Pe,k1>771;k2712|-

(23.3.4a)

2
(23.3.4b)
El factor 1/2! aparece debido a la identidad de los fotones: los estados |k, ko)
y |ka, k1) son el mismo.

Podemos describir los procesos asociados con las dos posibilidades de esta-
dos intermedios con los diagramas de la fig. 23.3.1(B,C). En el caso de un solo
electrén en el estado intermedio, tenemos el diagrama de 23.3.1(B): el fotdn
entrante es absorbido por el electrén en el instante de tiempo t, en la posicién
r’. Después el electrén se propaga hasta el lugar r donde, en el instante ¢, emite
el fotén final. El diagrama 23.3.1(C) representa un electrén que ha emitido el
fotén final antes de haber absorbido el inicial, con lo que tenemos un electrén
y dos fotones en el estado intermedio.

Insertando (23.3.4b) en (23.3.4a) y después de un célculo sin grandes difi-

ultades, pero bastante pesado, y cuyos detalles omitimos,? se encuentra,

.2
2mie”

(f18'[3) = = 0(Ef — E) {My + Ma}, (23.3.5a)

m2c2h
donde los My, se refieren respectivamente a la contribucién con cero, dos
fotones y se tiene,
he 1

Mo = (2m)2VEk' Ef — (p + hk)?/2m

P e (K, 7' )P,e(k,n)d(P; — P)
(23.3.5b)

2 Pueden verse en Yndurain (1996) o Sakurai (1967).
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lic 1 1
@r)? Vi By — (o — FK)2/2m & ch(k + 7))
x Pre* (K, n)Pie(k,n)6(P, — Py).

My =

Los términos 1/(Ef; — E,) en (23.3.14b,c) se llaman propagadores (no-
relativistas), porque estdn conectados con la propagacién del electrén inter-
medio. La energia F,, es la del estado intermedio, un electrén para My, y un
electrén y dos fotones para Ms. El momento del electrén se obtiene del requi-
sito de conservacion de momento en cada vértice del diagrama. Nétese que en
los productos escalares P ye*(k’,n'), P;e(k,n), puede reemplazarse P; por p’,
v P, por p ya que

K'e*(k'.n') = ke(k,n) = 0.

Anadiendo las dos piezas, T' y T"”, obtenemos el resultado final:

(44
TGi— f) = - ————— (K e (K,
(7 f) 27‘(‘77]}7"),\/% ;GL( ?7 )6]( 77)

P (11 -
x {6,,_, +5 (Do + Dg)}, (23.3.6)

Do =E; — (p + hk)*/2m,
Dy =E; — ((p' — hk)?/2m + ch(k + k).

La expresion de los Dy es particulamente sencilla en el sistema de refe-
rencia del c.m. En él, y con E, = chk, Ei, = chk’, y definiendo las velocidades
del electrén respectivamente antes y después del choque, v = p/m, v/ = p’/m
tenemos

Do = By (1+v/2¢), Do = —E., (1+v/2c+ % coa@) :

con # el angulo de p,p’. En consecuencia,

R S U B . )
-— —-— — COS ordaenes superiores en v/c.
Do "Dy " E, ¢ P

En el limite de velocidades pequenas comparadas con ¢ en el que estamos
trabajando tenemos, por tanto,
, o
TG — fy~ — ————— er (k' ,nYe;(k,n
(= ) = 5 LA e )
: (23.3.7)

vV — ‘
X 6+ —Lcosfp — ——r— e (K 7))k, 7).
{ N }"””—’U 2mmhvkk! (I, Jelke,m)



344

capriTULO 23

EjeRrciCcio: Evaluar la seccién eficaz en el c.m. Comprobar que, si no se
conoce la polarizacion inicial ni se mide la final, tenemos la seccidn eficaz
no-polarizada, a energia cero,

doy p.
das? k

:0(047'@)2, re = h/mc (23.3.8)

(formula de Thompson), donde 7. es el llamado radio clasico del electrén.

Numéricamente, 7e ~ 3 x 107" cm, are >~ 2 X 1071 cm, (are)2 o~
5 % 107%¢ ¢m = 0.05 barn. Es posible a®mostrar que, aunque deducida no-
relativisticamente y sélo a segundo orden, la férmula de Thompson es exacta
en e} limite de energia cero del fotén e

PROBLEMAS

P 23.1. Demostrar la férmula (23.2.8).

Solucién. Lo tnico en lo que difiere el calculo del realizado en el texto es en cambios
de cinemdtica elementales y en la evaluacién de la integral en (23.2.5), que explicamos
con detalle. Escribimos,

= P 1 id ’
drr® Ry (r)Ris(r) = ———= 21 (21,
/0 ﬁag/g
donde, sustituyendo la expresién (23.2.4) para Rgq,
v~ T2+ i/apk! > e ,
[ = e™/?ek Z ( rj“[i{z}ibﬁli n) / drrie T/ Be TR T (21K ).
' 0

4]

La integral en dr es elemental; cambiando de variable, (1/ap + ik')r = z se convierte
en fdz 2*T" e = I'(n + 4), luego tenemos

[ = or/2ank OB i 2ik’as \" D(2+i/ask’ +n)
) (1 +ik’ag)t ) 1+ ik'ag n/! '

Esta suma se puede hacer con un par de trucos. Primero, reemplazar

oo
F(2+i/a5k’+n):/ dgt!ti/ek tng=t
4]

con lo que la suma es trivial y encontramos

GIB /2agk’ i 1+i/apk’ 1—ik'ap
I=——"= ¢ dett ™! : —_—t .
(1 +ik’ap)? /0 P 1+ik'as

Segundo, con un nuevo cambio de variables,

1 —ik'ap L
1+ ik’ap -
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la integral en d¢ se puede hacer facilmente:
4 .y 2+4i/k"op
_ ap w/2apk’ { 1+ iK'ap -
]—m( o (m F(2+1/ka13)
Sélo nos queda utilizar propiedades de la funcién I', en particular,
IT(L +iy)|* = 2my /(e —e™*™)

Yy que
62551 _ F(l — i/k'/CLB)

T I'(1+i/kag)
para encontrar el valor de I:
[ —c 6 27 <1 N i ) (1- e—Qw/l:/aD)—l/Q
/C'O,B /\’J/U,B

4
ag 2iarc tan k'ap e—(?i/k’aB) arc tan k' ap

X _—
(1 +ikap)

La cantidad que entra en la seccién eficaz es |I]2.






APENDICES

Los dos primeros apéndices no son, en absoluto, un sustituto de un estudio
formal de los temas matematicos tratados; apenas pretenden ser mas que una
coleccién de definiciones y férmulas. El rigor matemadtico brilla por su ausencia.
Recomendamos que estos apéndices se lean antes o, al menos, a la vez que el
texto principal, salvo que se esté ya familiarizado con las cuestiones tratadas
en ellos.

Apéndice I: Espacios de Hilbert

Espacios lineales

Consideramos espacios lineales sobre los niimeros complejos, C. Diremos que
£ es un espacio lineal si, para todo par de elementos (vectores) u, v en £y
cualquier par de nimeros complejos, «, 8 la combinacion lineal au + Bv estd
definida y también estd en £. Suponemos que existe en £ un vector nulo, o, tal
que ao = 0, 0 u = 0, o+ u = u para todos los «, u. Debido a estas propiedades
utilizamos la misma notacién para el vector nulo, o, y el nimero 0, escribiendo
el simbolo 0 para ambos, si no hay peligro de confusién.

Decimos que los vectores uy, ..., u, son linealmente independientes si la
igualdad 3, a;u; = 0 sélo es posible cuando oy = -+ = «,, = 0. El nimero
maximo de vectores linealmente independientes es la dimension del espacio.

EJEMPLOS A) El conjunto de matrices columna,

(071
u = , o, complejos
Gn
con la ley de composicién
o B aar + B
au+ v = + B =
(679 ﬂn aln + ﬁﬁn

A este espacio se le llama espacio euclideo (complejo), se le denota por C™ y es el
modelo de todos los espacios lineales. Su dimensién es n.

B) El conjunto §|a, b] de funciones ¥ (z) con valores complejos y definidas para z en
el intervalo [a, 8]. La ley de composicién es la ordinaria, oap(x) + Bp(z). La dimensién
de este espacio es infinita.
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Producto escalar. Espacios de Hilbert

Sea $ un espacio lineal. Diremos que es un espacio de Hilbert si existe en él
una aplicaciéon (producto escalar) {|) tal que, si u, v estdn en $, (u|v) es un
nimero complejo, y se cumplen las siguientes condiciones:

(ulav + pw) = alulv) + Blulw);
{o|v) =0, para todo v;
(uv) = (v|u)”
y denotamos por o al vector nulo. De estas condiciones se sigue que
{ou + Pu|w) = o* (ulv) + 8" (v|w).

A esta propiedad se le llama antilinealidad; segun esto, el producto escalar es
antilineal en el primer argumento y lineal en el segundo. Finalmente, pedimos
que

(ulu) > 0;  (u|u) =0si, y sélo siu=o.

A la cantidad ||u|| = +{(u|u)}'/? se le llama norma, médulo o longitud de wu.
Ejemplos. 1.- Si, para dos elementos en C™,

ay B

U= , U=

a?? ﬁ'fb

definimos el producto escalar
(o) = 3 alB,,
i=1

C™ se convierte en un espacio de Hilbert.
2.- El espacio I? consta de matrices columna infinitas,

Qy

&
|

Gin,

con la condicién de que Y oo, |ov,|? sea convergente. El producto escalar es

(o) = 3 a3,
n=1

3.- El conjunto de funciones ¢(z) de cuadrado integrable sobre el intervalo
[a, b], es decir, tales que

b
/ dz |p(z)|* = finito,

Q.
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con la definjicidon

b
(vt = [ o @ppia).

2

A este espacio se le llama L?(a,b). Un punto técnico en el que no nos vamos
a detener es que hay que identificar dos funciones que se diferencian en un
conjunto de medida nula. Una funcién o(x) es cero salvo en un conjunto de
medida nula si

/b dz |o(x)? = 0.

4.- El conjunto L2(U), donde U es una regién del espacio real de n dimensiones,
R,y o(x) es una funcién positiva en U, consta de funciones tales que

d"zo(z)|e(z)[* = finito.
U
El producto escalar se define por
(v = [ d'zat)s @(a),
Ju

y hay que identificar funciones que se diferencian en un conjunto de medida
nula, esto es, p1(z) = wa(z) si w1(x) — a2(z) = o(x) con

/ "z o(z)|o(z)]* = 0.
U

EJeRcIcIO: Demostrar la desigualdad de Schwartz

[(ulv) < luffjofl o

Operadores

Se dice que A es un operador (y, salvo que se diga explicitamente lo contrario,

sobreentendemos que es lineal) si es una aplicaciéon A : u € § — Au € § tal
que A(ou + Pv) = aAu + SAv. Los operadores se pueden sumar, (A + Blu =
Au+ Bu, y multiplicar, (AB)u = A(Bu). La suma es conmutativa; el producto,
en general, no. Suma y producto son asociativos.

Ejemplos. 1.- En C™. sea A una matriz con elementos A = (a,;). Definimos
o ZJ a15Q,
Aru=1| T | = Au= :
Q, Z/ CL-,,,J' ;

Todos los operadores en C" se pueden representar por matrices.
2.- En cualquier espacio, si & es un nimero complejo, el operador A, tal que
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Ayu = au. Debido a esto, escribiremos simnplemente « en vez de A,,.
3.- En L?, las aplicaciones

Q: plx) - xp(a),

D p(z) — + o(a)

con tal de que zp(z) v ¢'(z), respectivamente, sean también de cuadrado inte-
grable. Nos encontamos aqui con una peculiaridad de los espacios de infinitas
dimensiones: algunos operadores no se pueden aplicar a todos los vectores.
Pediremos que, al menos, se puedan aplicar a un conjunto denso. Este es el
caso de @), D, aunque ni intentaremos demostrarlo.

4.- En L%(a,b), el operador K definido por

b
Kp(z) = / dy k(z, y)e(y);

k(z,y) es una funcién (o, mds generalmente, una distribucién) y se dice que
K es un operador integral, con nicleo k(z,y). El operador identidad puede
considerarse un operador integral con nucleo la delta de Dirac, §(z — y).

El operador adjunto (o hermitico conjugado) de A, que denotamos por AT‘
se define por satisfacer la igualdad

(u] Av) = (ATulv),

para cualquier par u, v en los que estén definidos A, AT, Salvo casos excep-
clonales se tiene (A’)Jr = A.
Ejemplos. 1.- El adjunto de la matriz A = (a,;) es la matriz A = (a3,).

2.- En L%(—o00, +00), el adjunto de @ es el propio Q y el de D es —D.
Demostremos la segunda propiedad:

+occ
WD) = [ dovt (2} )

-

400 t-oo .
=9 @) - / dz (#/(2))" o(z),

=20 —o0

y hemos integrado por partes. Para que ¢, 1 sean de cuadrado integrable tienen
que anularse en el infinito, luego el término en los [imites se anula y obtenemos
el resultado deseado.

3.~ Si

b
Ky(z) = / dy k(z, y)e(y)

entonces .
Klp(z) = / dy k™ (y, 2)p(y)-
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EJjercicio: Comprobar que (a4 + ,BB)T =a"A+ (0"B; (AB)Jr = Bfal
Si A = Al se dice que A es autoadjunto (o hermitico). En L?(—co, +00), los

@, 1D lo son. Si Ut = U~ se dice que U es unitario. U es unitario si, y sélo
si, para todo par u, v se tiene

({Uu|Uv) = (ulv).
Un importante ejemplo de operador unitario es la transformacion de

Fourier, F, definida en L?(—o00, 4+00) por

1 teo
Fole) = —= [ dye oty

Su inversa es

1 +oo .
Fly(z :—/ dye ™ op(q
w(z) Nl ©(y)

(teorema de Plancherel). En n dimensiones se define la transformada de Fourier

como
1 00 ' . n
Folz) = @y / d'ye™ply), Toy=Y
- i=1

Eiercicio: Demostrar la férmula de polarizacion,

{u|Av) = i}{(u +vlA(u+v)) — (u —v|A(u —v))

Filin 4 o] Al + v)) — iGu — o] A — ’u))}

Eisercicto: Utilizando la férmula de polarzacién, demostrar que basta que se
tenga (u|Au) = (Aulu), (Uu|Uu) = (ulu) para que, respectivamente, A sea
autoadjunto, U sea unitario e

Funciones de operadores

Sea f(z) una funcién de la variable compleja z, que admite un desarrollo en
serie

n!

o0 Ly
f(Z) _ Z f (0) P
n=0

Si A es un operador, definimos f(A) por
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Si A y B conmutan, entonces, para cualquier f, f(A) y B también conmutan.
Se tiene f(A)Jr = Zf(”(O)*(AT)”'/n!. En particular, el adjunto de exp ad es
exp(a:‘AT). El inverso de expaA es exp(—aA). De aqul se sigue que expirA,
con 7 real, es unitario si, y solo si, A es autoadjunto. El reciproco también es
cierto: si U es unitario, existe A autoadjunto con U = expiA. La demostracion
del reciproco es dura.

La igualdad exp(A + B) = e“e? es cierta sélo si A y B conmutan. El caso
general (formula de HausdorfF-Campbell) puede verse en el texto de Galindo
y Pascual (1978). v

Un operador A se dice que es definido positivo si, para todo u, (Au|Au) > 0.
Se puede demostrar que si A es definido positivo es también autoadjunto y, si A
es definido positivo, entonces existe un tinico operador A'/? tal que también es
definido positivo y satisface (A'/2)2 = A. Finalmente, para cualquier operador
F', los operadores FFT y FTF son definidos positivos.

Sélo demostraremos la dltima propiedad. En efecto, se tiene (para, por
ejemplo FTF),

0 < [|Ful? = (Fu|lFu) = (u|FT Fu).

EJERCICIO: Demostrar las propiedades siguientes: si A es autoadjunto y para
un cierto up dado se tiene Auy = Aug, entonces A es real; si U es unitario y
Uuy = Auo, entonces A es una fase (|A| = 1); para cualquier A, st Auy = Aug
entonces f(A)uo = f(Muo

Bases

Se dice que el conjunto ey, ... eny (NN finito o infinito) de vectores en § es una
base ortonormal de $) si {e,|e,) = 8., y cualquier vector v de $ se puede

escribir como
[\r’
U= E p €4

n=1

A las o, se les llama componentes de u en la base {e,}. S6lo consideramos en
este texto espacios de Hilbert que posean una base, a los que se conoce como
separables.

Sea e tal que |le]] = 1. Definimos el operador P, = |e)(e| por P.u = (e|u)e.
A P. se le llama proyector sobre e. Mds generelmente, sean ey, €s,..., €, un
conjunto de vectores ortonormales. Denotemos por V al subespacio de vectores
de la forma v = Zle «;e,. Al operador Py definido por

PV:-[>(,[+ +R{k7

se le llama proyector sobre el subespacio V. Dada una base ey, ... ey se tiene

la. relacidn de cierre N

len ) (en] = 1.
1

TL=



APENDICES 353
Eiercicto: Demostrar que PT. =P2 =Py o

Sean {e, }, {f,} dos bases ortonormales. Definimos el operador que nos pasa
de una a otra, U, por Ue, = f, y, por linealidad, lo extendemos a cualquier
vector. Entonces, U es unitario

Eiercicro: Comprobarlo e

Apéndice II. Distribuciones

Una distribucién, T'(z), es una generalizacién de una funcién integrable.! T'(z)
puede no tener valores finitos para algunos z: lo Unico que se pide es que la
integral

+oc
/ dz T(z)f(z)
-0

exista en algin sentido para toda funcién f(a) que sea infinitamente diferen-
ciable y, junto con todas sus derivadas, decrezca en el infinito mas rapido que
cualquier potencia 1/|z|”. El conjunto de tales f lo denotaremos por &. Un
ejemplo de f son las funciones exp(—p|z|?) con p, g positivos, ¢ par; como
ejemplo de distribuciones tenemos las siguientes:

L.- Cualquier funcién continua que crezca mas lentamente que un polinomio en
el infinito es una distribucion.

2.- La funcion caracteristica, x,,(z) definida por

(@) = 1, a<z<b
Xab{2) = 0, z<a,xz>b

3.- La funcion escalon, 6(x),

4.- La funcion signo, signx = z/|xz|.
5.- La “funcién” delta de Dirac, definida por

+oc
[ desle = p)fa) = )

o

La ¢ puede escribirse formalmente como limite de funciones ordinarias. Por
ejemplo,
7
o Xy—l/n..y-l—l/n(l..) - 5<I - y)

2 oo

! Un texto muy asequible y (til sobre distribuciones es el de Gelfand y Shilov (1962).
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Para comprobarlo, insértese en cualquier integral con una funcién de &. Otro
ejemplo es T, (z — y) = [sen(n(z ~ y))]/7(x — y). La demostracién es como

sigue: por calculo directo,
1 +n )
Tn(l’) = % / dpe”“ﬂ
J—n

Utilizando ahora la transformacion de Fourier,

+co } +oc
flz)=FF 'flz) = iﬂ / dye‘l’y/ dze—iyzf(z)

2 —oc —00
+oo +oo ei(:l‘—y) o0 -1 ei(u‘~y)
= / dz {/ dy }f(z) = lim / dz {/ dy }j(z)
— oo — 00 21 n—oo [ n 2T
+oc
= lim / dz T, (x — 2)f(2).

Otra aproximacién a la delta de Dirac se obtiene si discretizamos el espacio. Si
sustituimos el continuo x por los x,, = nu, entonces

/ dz f(zx) = ,},i—l}})utzf(x”)

- . 1
O(l - y) = Ll{l’(l) - 671.777.-
Ty =T Ym Y u

Se tiene el resultado siguiente: La tinica solucién de la ecuacion z7(z) =0
es proporcional a la delta de Dirac, T'(z) = Cd(x). La demostracién formal
puede hacerse transformando Fourier; la dejamos como ejercicio.

La delta en varias variables se define como el producto de las deltas en
cada una de ellas. Si x = (z1,...,z,), entonces

/ A" 8(x — y) f(x) = f(y)-
.

Se tiene, ‘
/ dvl.peipx _ (27T)"6(X).

Los cambios de variable se realizan en distribuciones como en funciones
ordinarias. En particular, la expresién de la delta (en tres dimensiones) en

polares es )
5(r) = =5 6(6(2), 6(2) = 6(9)8(cos6).
con 0, ¢ los angulos polares de r.
Cualquier distribucién T se puede derivar definiendo T”(z) por

+o00 +oo
/ dz T'(z) f(z) = —/ da T(z)f'(z).

—oo —oo
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EJercicio: Comprobar que

dé(x)
dz

sign x

=o(x) ST < 25(a),

comprobar que

+ oo
/ dz6'(e - y)f(@) = —f'(y) o

Definimos la distribucién P.P.(1/z) por

+o0 +oo
/_ dz P.P. % flz) = P.P./ dz % f(z)

oo —0o0

donde la parte principal, P.P., de la integral de una funcién F(z) singular en
T — z¢ se define por

P.P./dz:F(z) = lim {/ ‘sz(z)qL/ d.rF(:c)}.

Asimismo definimos 1/(z +10) por

o e @)
g i =1 T )
/‘oo dz 0 1@ ) 4 e

EJercicio: Demostrar que

1
z £10

=P.P. % Fimé(x) e

Apéndice III: Coeficientes de Clebsch—Gordan
matrices de rotacion
Coeficientes de Clebsch—Gordan

Damos explicitamente los valores para dos casos importantes. Si uno de
los momentos angulares es la unidad,

M EOE M+,
' A+ DU+ -
’ / "y (l,—M/+1)(l,+A“/[I+1)
U M5 MN+1) = . M =0,
( v+ ¢ ES)CIESY
U+ M+ +M +2)
M = +1;
\/ 2+ D)2+ 1) o
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C=M+DE+M)
A/ (1 +1) ’ -
M
(', M1, M = l' M =0,
(v u'+1 v-my
\/ W+ 1) MU=+l

l+M '+ M — )) M=
21'+1)

YU+ M)
U M1, M| =1 - L) M =
( | ) = \/ IE 0,

1 o A
\/(z M D@ -M) L

20/ (20 + 1)

Si uno de los momentos angulares (espin) es !/,

i, B [ == M)/2I+1), s3=1/2,
(LAM172, 8]l = 1/2) = { VI+M)/@2L+1), s3=-1/2

VI+M+1)/Q2U+1), s3=1/2,
VI=M+1)/20+1), s3=-1/2.

Una férmula general, que se debe a Wigner (1959), es la siguiente:

(M1 M) = V20 + 1
y {(z U= U=+ U+ 1 =D+ M+ MY = M — M")! }
L+ U+ 1" = 1) = MY+ MY — M+ M)
N Z(—l)"’“'“‘" ri+0U"+M —k+10)Ir(l' =M +k+1)
D+ L=V +1" —k+1)
1
“TU+ M + M —k+ DIk + 0 - 1" — M — M+ 1)

(1, M;1/2, s3]l + 1/2) = {

La suma recorre todos los valores de k, enteros o semienteros (segtin los ¢asos).

Matrices de rotacion

Sean «, f3, v los dngulos de Euler. Denotando por R;(f) a una rotacion
alrededor del eje Oj, en el sentido del sacacorchos, la rotacién especificada
por los a, B, v se puede escribir como R, g 4 = R.(«)R,(8)R.(y). La matriz
tridimensional correspondiente es, como se comprueba facilmente,

cosae sena O cosf 0 —senp cosy seny O
Ropy = | —sena cosa 0 0 1 0 —seny cosy O
0 0 1 senf 0 cosp 0 0 1
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Para calcular los elementos de matriz D"f\“\,, (Rupy) utilizamos en primer lugar
que U(R,(8)) = exp{(—i/h)6J.} luego

D s (Ragy) = (5, M|U(Rapy )1, M) = dify  (B)e = (M +74D);
las funciones d se definen como
A0 (B) = (G, M \U(R,(B))]4, M).

Su obtencion es bastante latosa, y puede encontrarse en el texto de Wigner
(1959). Aqui sélo daremos el resultado final. Tenemos, para j entero o semien-

tero,
) K« 3 25+M—M"-2K 8 M —M42K
dill g (B) = Z(* 1) (cos ’E ) <sen 5 >

—
y VG + M = M + MOI(JT = M)
TG—M -—K+UOI(G+M-—K+0)I(K+D)I(K+M—M<+1)

La suma recorre todos los K enteros o semienteros (segun lo sea j), positivos
0 negativos.

Esercicio: Calcular la matriz tridimensional que representa a la rotaciéon
R(6). Con ella, encontrar la relacién entre los parametros @ y los dngulos
de Euler.

Indicacién.  Apliquese R(6) a los tres vectores unitarios a lo largo de los tres
ejes, x, y, z utilizando la férmula explicita (13.1.1) e

Apéndice 1V: Funciones especiales

Utilizamos la notacién de Abramowicz y Stegun (1965), Magnus, Oberhet-
tinger y Soni (1966). En estos libros pueden encontrarse muchos mas detalles,
férmulas y (en el primero) tablas. Recopilamos aqul, en especial, férmulas uti-
lizadas en el texto principal por comodidad de referencia.

Arménicos esféricos

Escribimos indistintamente
Vi (8) = Yi(2) = Yi/(6,6), &=rx/lx|.

Se tiene,

AU+1 (I=M) s,
Yn‘//(e,(/))=\/ g r/_wile"["s]’/\[(cose).

Aqui, los PM son las funciones de Legendre (asociadas). Se tiene, ademas,

/dQ Yo (82, (92) = 8uwdpae; A2 = depd cos 6.
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o] +1
YOS YL () =6(2-102); §(R2-2) =5(¢—¢)5(cosd—cosf).
=0 M=

Férmula de multiplicacion:

LA+l
Z V(B Yy (£2)" = 4—7rP/,(rLr2),
M=—1

I1+i2
Y3 (0,0)Y2(0,6)= > {(2h +1)(2 +1)/4n (2 + 1)}/
1=l —12]

X (llaijlE»MQ‘l) (51,0 ZQ’OU) 1\/[1-‘1-1\//7(9 qS)

ylos (...|...) son coeficientes de Clebsch—Gordan.
Férmula de tipo Gegenbauer:

= WZ Z IYM YM( )1 (kr);

=0 M=-1

o0

2Yel"” = 2" I'(v) Z 1"(v + n)C(Y) Iy (2).
n=>0)
Aqui C¥ son los polinomios de Gegenbauer; en particular, C,l,/Q(x) = P,(x).
Jn(ji) son las funciones de Bessel (funciones esféricas de Bessel).

Funcidén de Airy

Ai(z) = ks /00 dt cos(t®/3 + zt).
0

Y

Comportamiento asintético y desarrollo en serie:

2.3/2 1
Ai(z) =~ ——-1———e_§x3/ {1__M 3/2_1_...};

e B AT 54T(3/2)
1
Allgy = ——
W) = Famres)
1 e 3”F(1/3+7’L 3n 3nF 2/3+n 3n+1
x {32/3 nz:% B 31/3 Z Gntin }

Ver también texto, sec. 17.4.

Funciones de Bessel

AN > (—22/4)" ‘
Tz) = (5) ;;) nl(v+n+1)’

Ju(z)cosmy — J_,(2)
B sen v '
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La notacidn N, =Y, es también usual.
Las funciones de Bessel de segunda especie se definen por

{Iv(2) = L(2)}

L(2) = e ™2 (1), K,(2) il

2sen v
Ademads, podemos escribir

- co 2 —v . v 22 "
K, () Z(F(”?) & )( /o

" 2sen v = —v+n+1) Iv+n+l) n!

Se definen las funciones esféricas de Bessel por

. m iy Vis
aaz) = ZJAH/Q(Z); yx(z) = Q—zYAH/z(z); kk(z):\/gf{)\+l/2<z)-

Para n = entero > 0,

. w{—-1d\'senz o (=1 d \"e "
,7:1.(4) = < ( ) > y I‘«n(z) — 9 ( . dZ) .

z dz z

Férmulas de diferenciacién:

. } vr+1 . v
I (2) = jJu-1(z) + — Iu(2) = —jvri(2) + S 5u(2);

’ v v+1
kl/(z) = ; kl/(z) - k;y-‘rl(z) = - 9

ki(z) — ki-1(2).
Ecuacién diferencial: si W = J, Y,
L2W! 4 W+ (22— VDWW, = 0.
Férmula de Hankel:

/oo dz 2, (kz)J, (K'z) = %m — k).
JO

Comportamiento asintético;

Ju(2) = f—z {cos (z— %K - g) + O(e“mZ'/z)},
Y, (2) = % {sen (z - % - g) +O(e|l’"z‘/z)} :

Funciones de Euler

Funcién gamma de Euler:

Aco
r(z4+1)= / de¢¢7e¢
J0

donde la integral va de 0 a co en cualquier direccion A = A + 1Ay y la férmula
es valida para cualquier A\; > 0 y cualquier Ao real.
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2,
M-z = ——; |[F1+iy)f = ——

Sen e ety — e~y "

1
—=2212 P () M2+ 1/2); (1/2)=Vm I'(1)=
Nt (I +1/25 T2 =V I
I'(n+ 1) = n! para n entero.
Férmula de Stirling:

I'(22) =

1 1 139
~ 1/2 —z_2—1/2 _ _
[(2) =z (2m) ez b+ 19, T 3882 T 518408 J

Funcién beta de Euler: para «, 8 reales o complejos,

r(+ B8 +a)
I'2+a+p)

Funcién digamma, o psi, de Euler:

d[‘( 1 P
P(z) = =—“/D+Z<n+l—z+n>=—w+z .

dz
n=0 n=2

-1
Bla+1,0+1) = :/ dete(1 — )P,
J0

i

1
Wz+ 1) =9(z)+1/2, Pn+1)=—+ Z 7on= entero.
' 1=1
(1) = =ve, ®(1/2) = —ye —2log2.
Aquli, la constante de Euler—Mascheroni es yg ~ 0.577216. .. y los niimeros de
Riemann son

Sl | 72
()= —: C)=—, ((3)=~1202..., etc.

1 1 1 1
g IJ = — — - 3 e
¥(z) = Logz 2z 1222 + 12029 25226 *

Funciones hipergeométricas

(e}
(a) la+n)'(b+n) ,
Fllab.cz) = §
2Fi(a.b,c;2) F “—  I'(ctn)n! ‘

La ecuacién diferencial es
Z(l—Z) 2Fl”+ [C-((L+b+ 1)2] 2F1, ~ab2F1 =0.

Funciones de Kummer

Las funciones de Kummer se conocen también como funciones hiper-
geométricas confluyentes, y se las denota por una de las dos expresiones
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1 Fi{a,b,z) = M(a, b, z); nosotros utilizaremos la segunda notacién. La ecuacién
diferencial es

zM"(a,b,2) + (b—2)M'(a,b,z) — aM(a,b,z) = 0.

Sélo describiremos la solucién regular; una funcién singular, que se denota por
Ul(a, b, z), puede verse en los textos especializados. Tenemos,

I'(b) i Llatn) .

F = M =
1Fi(a,b,2) = M{a, b, 2) n!F(b+n)Z

n=0
Una representacion integral es

I'(b)

1
dteztta—l 1—¢ b—a—l}
T@Ib—a) Jo -1

M(a, b, z) =

Algunas relaciones utiles:

o I()I'(a+n)

Mab 2)= —~——— 2 M { 2
pye (a,b,z) F(a) (b + ) (a+n,b+mn,2),

“M(a,b,2) = (b— 1){M(a, b—1,2) — M(a—1,b—1, z)},
(14+a—b)M(a,b,z) =aM(a+1,b2)+ (1 —-bM(ab-1,z);
/:o dze ™ 2" ' M(a, v, kz) = T(y)N*V (A - k)¢
(transformada de Laplace);

Ma,b,2) =e*M(b—a,b,—2)

( transformacién de Kummer).
Asintéticamente,
1

; 1
M ~ Lira )G z _a—b .
M(a,b,z) = I'(b) {7“[) ) eF T 4 @ e’z } ,

el signo (4) es vélido si —7/2 < arg =z < 37/2; el signo (—), cuando —37/2 <
z < —m/2.
Relacién con otras funciones:

T )—CL+1/2

M(a,2a,2iz) = [(a + 1/2)el® (5 Jar1/2(2);

LN +1)

T'(N +b) Ll])\f_l(z)v N = entero > 0.

M(=N,b,z) =
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Funciones y polinomios de Legendre

Las funciones (asociadas) de Legendre, de primera especie, se definen por

M
PM(z) = (=M (1 - 2*)M/? d Fi(z), M =0

. [— M)
B :<—1>“Ez+—M§1 PM(z). M20.

Aqui, los polinomios de Legendre son

1 dt
ol dgt

Fi(z) (2 — 1)1,

Relacién de recurrencia:
2+ 1)P(z) = Pl (x) — Py (z).

Normalizacién:
A1) =1 |R(z)] <1, sifz] <1
/“ S 2 (4 M)

dz PM(2)PM (z) = —— W T
|, WBET@PT @) = g Ty

Ecuacién diferencial. Sea W,y = P, QM con

27(:1:) T {(cos Mﬂ")Piw -

PL+M+1) )
T 2sen M7 '

NL-M+1)"t
a las @ se las conoce como funciones de Legendre de segunda especie. Entonces,

M?

(1= )W)y —22W) oy + L(L+ D)Wy = e

Wi

Polinomios de Hermite

6712; dH,(z)/dx = 2nH,_ (z).

d
!
{ (=1)n/? -(nT/LQ)! , N =par

0, 7 = lmpar.

“+oc
/ dze™ H,(2)Hpn(z) = V7 2 016,

Ecuacién diferencial:
H}' —2zH! + 2nH, = 0.



APENDICES 363

Polinomios de Laguerre

v (CL) — .’L‘_”i dN N+u -—r i F(JV +v+ 1>’Ek )
N N! dzNV ~ T(N—k+1DC(v+k+ 1k’
* [ v I'(N +rv+1
/ dz 2"e LN(I> N’( ):7( N )51\’N’-
0 .

Ecuacién diferencial:
oL (2)" + (v+1—x)L%(x) + NLY (z) = 0.
Relaciones de recurrencia:
zLy(z) = (2N +v+ 1)L (z) = (N + D)Ly (2) = (N + V) L5y (z);
gLy (2) = (N + )Ly (@) = (N = 2) LY (2).
Presentamos a continuacién dos férmulas de integracién muy ttiles; ambas
pueden deducirse de una férmula atin mds general debida a Schrodinger (que

puede encontrase, en dos versiones distintas, en los textos de Galindo y Pascual
(1978) y Bethe y Salpeter (1974)):

/Oodg: e (LK (z)]?

0
ZN: T+ 1+ 7 M2(A+1—k)

—~ Flr+DI*(N+1-mI2A\N+1-k-N+71)’
ﬁ’: A+1+ 72w +k-A—7)

A>k—1;

A< k.

Pir+1OIr2(v+1-r)2%k-N)"

Apéndice V: Notaciones, férmulas, magnitudes fisicas,
unidades

Notaciones y férmulas

Un vector posicién genérico de una particula en el espacio tridimensional or-

dinario lo denotamos por r; a sus componentes por ry =71, = I, Tp =T, = Y,
ry = r, = z indistintamente. Las primeras dos notaciones para las compo-
nentes (u; = ug, etc.) las utilizaremos para cualquier vector tridimensional,
u. También para cualquier vector, u, la cantidad v = |u| = +V/u? representa
la longitud o médulo del vector. En coordenadas polares, x = 7senf cos ¢,
y =rsenfsend, z = 1cosf. Nétese que 8 varfa entre O y 7, mientras que ¢ lo
hace entre 0 y 27. La notacién d3r representa al elemento de volumen,

d*r = dry drodr; = dz dy dz.
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La integral de volumen la escribiremos en polares como

. ) . o) . +1 2T gee)
/ d3r = / df2 / drr? = / dcosd / d¢ / dr 2
R3 . 0 J-1 0 Jo

y {2 = (cos8, ) es el elemento de dngulo sélido.
- . calar de < . — 3
El producto escalar de dos vectores (reales) u, v es uv = 3" u;v;. El
producto vectorial es el vector w = u x v con componentes

3
w; = E Eikl Uk UL
k=1
Aquil €;;) es el tensor completamente antisimétrico (o tensor de Levi-Civita)
€1y = €231 = €312 = 1; €213 = €132 = €321 = —1,

y €u1 se anula si dos indices son iguales. Propiedades tiles de este tensor son

2 :
E € = 3!, E €iki€jh = 20,5, g €ikj€rly = 040k — 0it0kr

ikl Kl j

Los operadores gradiente, divergencia, rotacional y laplaciana se definen
como

rad £(r) = V() = £ (x), (grad £(x)): = 01(x)/0rs;

divf(r) =Vi(r) = 0f.(r)/0x + 0f,(r)/Oy + Of.(r)/ Oz

rot£(r) =V x f(r), (rotf(r)); = > exi(0/0r) filx);
ki

Af(r) =V2f(r) = (8°/02 + 8% /0y® + 8% /92°) f (r).

En coordenadas polares,

(grad f), =0f/0r. (grad f)g = = 01/06, (grad )y = — — 07 /06,
= ri? a(',;r:m * rsel.ne 8(86;06f9) i sin@ agféf) !
Finalmente,

18 /,0f 19 of 1 8
Af=_— — [2ZL ; =L A
f (T or ) T eno a0 (beneaa > T T en?o D¢?
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Dos férmulas tiles de andlisis vectorial son las siguientes: Sea V es un
volumen, y 9V la superficie que lo limita. Definamos por ds al elemento de
area (un vector perpendicular a la superficie y de longitud ds); entonces,

/Vd%Vf(r)=/w ds f(r).

Si S es una superficie y 0S5 el contorno que la rodea; y es d€ el elemento de
linea (un vector tangente al contorno y de longitud d¢), se tiene

/l ds rotf(r) = def(r).
JS PR

Una coleccién de formulas puede encontrarse en el texto de Panofsky y Philips
(1956), entre otros.
Coordenadas parabdlicas

Definimos &, 7, ¢ por

E=r+z,n=r—2z tand =y/z,

con inversa

= Encosp, y=\/Ensens, z= 5%77 r= 5%
&, mvarfan de 0 a co y ¢ de 0 a 27. El elemento de volumen y el de linea son,

en coordenadas parabdlicas,

£+

3, _ &1 _ 2 _
d%r = 1 dédndep; de i€

4+ S0 2 4 endg?.
4n
El laplaciano es

“e+n o \Cae ) an "oy &n 0p®

Algunas integrales y sumas usadas en el texto

Las integrales divergentes deben interpretarse en el sentido de distribuciones.
Tenemos:

oC
/ dlsenl _r / dxsen z =7T / dz2z®senz = —2.
0 z 2’

/ dx (senkz)(senk'z) = —gé(lc — k.
0

3 eikr 3. oikr 4
d°r kz ; d°ke™ k| = —8x/Ir|*.

T

n/2
/dwkeikr e—a’(k=ko)?/2 _ (2_7;) / e—r2/2a2 eikor
a
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Ecuaciones de Maxwell
En el sistema de unidades de Gauss,

V><£+%r?tl3:0., VB =0
VE = 4mp, VXB—(—];B,,SZLI%J;
Ez—if)tA—qu, B=VxA.
p es la densidad de carga y J la corriente electromagnética.

Algunas cantidades ttiles en mecanica cudntica

Los errores se refieren a las ultimas cifras; por ejemplo, 1.054 571 596 [82] es
equivalente a 1.054 571 596 + 0.000000 082. Es decir, el 96 del final viene afec-
tado por el error £82. Seguimos la notacion de indicar la separacion decimal
por un punto.

1J =107 ergios
1] =6.241 x 10'%eV.
leV = 1.60219 x 10719 J.
1 fermi (o femtometro) = 107 m.
1 A=1071 m.
I barn = 10728 m2.
1 Volt=1 Joulio/Coulombio=6.241 x 10*% eV /Coul.
1 Tesla=10? gr/sx Coul.
Constante de estructura fina: a=! = 137.0359996 [5].
Velocidad de la luz: 299792458 m s~ 1!,
Constante de Planck (racionalizada):
B o= 1.054571596[82] x 1073* Js = 6.582 11889 [26] x 10722 MeV s;
he=1.9732858 [51] x 10711 MeV cm = 0.624007 8 [16] GeV mb'/>.
Carga del protdn: e = 1.602 176 462 [63] Coulombios.
Masa del protén: 1.672 62158 [13] x 10727 kg = 938.271998[38] MeV /c2.
Masa del neutrén: 939.2 MeV /c2.
Energfa de ligadura del deuterén: 2.225[2] MeV.
Masa del electrén: 9.109 381 88 [72] x 1073 kg = 0.510998 902 [21] MeV /c?
Longitud de onda Compton del electrdn:
Ae = h/mec = 2.426 3089 [40] x 1012 m.
Radio clasico del electrén: r, = ah/m.c = 2.817938 x 107 m.
Rydberg (energfa): Ry = sm.c’a® = 13.605804 [36] eV.
Rydberg (frecuencia): Ry = mec?a?/4rh = 3.289842[17] x 10'° ciclos ™.
Constante de Boltzmann: kg = 8.61735(28] x 1075 eVK 1.
Numero de Avogadro: Na = 6.022045 [31] x 1023 particulas/mol.
Constante de Newton: Gy = 6.672[4] x 1078 cm®g=!s72.
Radio de Bohr: ap = 0.529177 06 [44] A
En unidades naturales, A = ¢ = 1, unas férmulas ttiles son las siguientes:
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1 MeV™! =1.973 x 107 cm = 6.582 x 107 s.
1 GeV ™% = 3.894 x 107 barn.
Noétese que en estas unidades energia y masa; longitud y tiempo, etc., se miden
en las mismas unidades: L = T = 1/M, etc.
Férmulas aproximadas utiles son las siguientes: en el sistema cgs,
ho~m,~10"2".
En el sistema natural 1fm >~ 1/200 MeV.
Ademds, con muy buena aproximacién, 1 ano ~ 7 x 107 segundos.
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Numero cudntico radial, n, 217

Observable, 15
Ondas parciales, fi(E), fi(k), 294
Operador: adjunto o hermitico
conjugado, AT, 16
Operador: antiunitario
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Oscilador anisétropo, 93
Oscilador armoénico (en tres

dimensiones), 81
Oscilador asimétrico, 93
Oscilador forzado, 140

Paquete de ondas, 25
Paridad, operador, P, 195
Paridad de un sistema, np, 195
Paridad de una permutacion, ér, 150
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