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Pr6logo a la segunda edici6n 

Ademas de su inten?s por si misma, la mecanica cwintica tiene el aiiadido de 
ser una herramienta esencial en muchos campos de la ffsica y de la quimica. 
Esta es una de las razones que han dictado la estructura del presente libro 
que pretende no solo dar una descripcion de los fundamentos de la disciplina, 
sino tambien presentar ejemplos que ilustren como se trabaja con ella. Por este 
motivo, este texto esta diseiiado de manera que pueda utilizarse, al menos, de 
tres maneras distintas: como texto de referenciaj para adquirir un conocimiento 
razonablemente concreto y com pIe to de la mecanica cuanticaj 0 para explicar 
dos 0 mas cursos sobre la asignatura, uno elemental (mas 0 menos, hasta el 
capitulo 9) y otro, u otros, avanzado, a partir de allf. Esta ultima funcion la 
he experimentado en ya casi veinte aiios de clases. 

La funcion de texto de referencia me ha sido util mas de una vez, y es ella 
la que me ha hecho no caer en la tentacion de utilizar unidades astutas (como 
las atomicas, 0 las naturales). Las unidades apropiadas a un problema rara vez 
10 son para los demas, y su utilizacion es latosa a la hora de aplicarlas fuera 
del contexto en el que, al autor , Ie parecfan "naturales" . Por motivos similares 
he procurado utilizar las notaciones habi tualesj de todas maneras, se recopilan 
unidades y formulas en los apendices. 

Con respecto a la nomenclatura, este texto se diferencia en dos casos de la 
utilizada en la primera edicion: utilizo la palabra desIase, en lugar del innece
sario galicismo deIasaje 0 desfasaj ej y llamo momenta a 10 que en la primera 
edicion se llamaba impuiso (con harto dolor de mi corazon, pero es que est a 
nomenclatura es ya de uso totalmente generalizado). 

Es costumbre en los libros de texto introducir ejercicios y problemas. Este 
libro no es una excepcion , y contiene varios cientos. Aparte de su utilidad para 
(como su mismo nombre indica) ejercitarse en el manejo de la asignatura, ejer
cicios y problemas son parte importante del texto. Estan escogidos en buena 
medida para ext ender las aplicaciones de la mecanica cuantica, tratar cues
tiones importantes - pero no 10 suficientemente basicas conceptualmente como 
para ir en el texto principal- y para aclarar puntos de la teoria. 

No serfa equitativo terminar este prologo sin decir unas palabras de ex
plicacion acerca de omisiones de las que no me siento plenamente satisfecho. 
Especfficamente, el lector no encontrara nada de teorfa de grupos y pocas 
justificaciones matematicamente rigurosas de los calculos que se realizan. Los 
textos de Wigner (1959) y Galindo y Pascual (1978) pueden servir de refe
rencia al lector interesado en complementar estas cuest iones . En el segundo 
puede encontrarse tambien un capitulo sobre fundamentos epistemologicos de 
la mecanica cuantica, en especial el problema de la medida. 

Una cuestion distinta es la mecanica cuantica relativista. Me ha parecido 
poco oportuno incluir uno 0 dos capitulos con sus elementos. En efecto, dada 
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la por la propia naturaleza del tema, extraordinariamente complejo, siempre 
hubieran sido insuficientes; incluso, tal vez, contraproducentes. Ellector intere
sado en esta linea puede referirse al texto del autor citado en la bibliografla. 

En el capItulo de agradecimientos quiero citar a Alfredo Poves, que hizo 
una lectura detallada de este texto, a Editorial Ariel , por su interes y apoyo, 
y a Alianza Editorial (que se encargo de la primera edicion de este libro) por 
su gentileza al revertir todos los derechos de autor . 

Madrid, diciembre , 2002 
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CAPITULO 1. 

Fundamentos 

1.1. Origen hist6rico de la Mecanica Cuantica 

A finales del siglo XIX y principios del xx la mecanica, que aqui llamaremos 
clcisica, de Galileo y Newton presentaba el aspecto de un edificio extraordina
riamente solido. En aquella epoca se pensaba que las pequefias discrepancias 
o problemas entre la teoria y el experil11.ento que existian eran cuestiones sin 
importancia, y su solucion intrascendente. 

Sin embargo, estas discrepancias condujeron ados revoluciones que alte
raron drasticamente el panorama de la fisica. Una de ellas llevo a la teorfa de 
la relatividad que mostraba la necesidad de una nueva formulacion para ve
locidades comparables con la de la luz, c:::::: 3 x 108 m/seg. La segunda implico 
que la mecanica clasica (incluso con correcciones relativistas) dej a de tener 
validez para objetos cuyas dimensiones caracteristicas son comparables con la 
constante de Planck (con dimensiones de acci6n) , 

h :::::: 7 X 10- 27 erg. x seg., 

para los que debe utilizarse otra mecanica radicalmente distinta, la mecanica 
cuantica. Aunque la mecanica cuantica vale tanto en el caso relativista como 
el no-relativist a aqui nos concentraremos practicamente solo en el caso no
relativista. 

A continuacion mencionaremos algunas de las primeras indicaciones de que 
era necesario revisar las bases de la mecanica clasica. 

(A) La radiaci6n del cuerpo negro. 

EI cuerpo negro es una cavidad que se supone no refleja la luz. 1 Se puede 
tratar al campo electromagnetico en su interior como un conjunto de osciladores 
clasicos. Para una frecuencia dada, v, el numero de modos estacionarios en la 
cavidad es , por unidad de volumen y de frecuencia, 

1 Por supuesto , no existe un cuerpo negro perfecto, pero se consigue una buena 
aproximacion pintando el interior de una esfera de negro y dejando solo un pequeno 
orificio. 
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(ley de Rayleigh- Jeans). No demostraremos esta formula, pero hacemos notar 
que el 47r esta relacionado con el area de la esfera y el factor 2 se debe a la 
existencia de dos grados de polarizacion de la luz. La energia media es 

E(v) = N(v)kBT, 

con kB la constante de Boltzmann y T la temperatura absoluta. Experimen
talmente, esto funciona si T/v » 10- 10 K seg.; pero falla cuando T/v :::; 
10-10 K seg . 

Independientemente de la discrepancia al comparar con el experimento, 
est a claro que la formula de Rayleigh- Jeans tiene que fallar para v grande; en 
efecto, con esa formula, la energia total 

100 

dv E(v) 

diverge para gran v. Planck (1900, 1901) hizo la hipotesis de que no todas 
las energias son admisibles, sino solo los multiplos enteros de una energia ele
mental , vh (cuanto de energfa). Asignando la probabilidad exp( - E / kBT) para 
cada energia, obtenemos la energia media 

,\",00 E e-En/kBT 
L-,n=O n 

E(v) = N(v) ------
,\",00 e-En/kBT 
L-,n=O 

Sumando la serie, Planck encontro 

hv 
E(v) = N(v) , /k T . e W "B - 1 

En = nhv. 

Para v pequeno esto coincide con la ley de Rayleigh- Jeans, pero para v 
grande es muy distinto. EI result ado de Planck no solo hace finita la integral 
1000 

dv E(v) , sino que esta de acuerdo con la experiencia si h es la constante de 
Planck. 

Usualmente no se trabaja con h, sino con 10 que se llama la constante 
racionalizada, 

(B) Calor especffico. 

La energia interna U de un mol de una substancia puede calcularse con
siderando que se debe a las vibraciones de sus atomos. Tratando a estos como 
osciladores obtenemos la ley de Dulong y Petit: 

EI factor 3 se debe a que las vibraciones pueden realizarse en cualquier di
reccion del espacio; na es el numero de atomos por molecula y N A el numero 
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de Avogadro. De nuevo esto solo puede funcionar para T/v grande. Einstein 
(1907) propuso utilizar el resultado de Planck y reemplazar kBT por 

con 10 que se obtiene la ley de Einstein, 

Esto es solo una primera aproximacion cuantica; hay mas correcciones, como 
las debidas a Debye (1912). La justificacion de que la energia de un oscilador 
es nhv (0 nnw, con w la frecuencia angular) la veremos mas adelante. 

(C) La estructura del atomo. 

Las experiencias de dispersion de particulas de Rutherford habian dado una 
imagen del atomo consist iendo (por ejemplo, para el caso mas sencillo del atomo 
de hidrogeno) en un pequeno nucleo de tamano '" 10- 13 cm alrededor del cual 
gira un electron, a una distancia de aproximadamente 10- 8 centimetros. 

Este modele present a contradicciones, consigo mismo y con la experiencia. 
En primer 1 ugar, una carga electric a suj eta a aceleracion (como ocurre en un 
movimiento circular) debe producir radiacion electromagnetica. Esta radiacion , 
segun la fisica clasica, se deberia emitir de forma continua y llevar a una caida 
del electron al nucleo. Sin embargo no hay tal colapso; los atomos tienen un 
estado fundamental est able y, ademas, cuando pasan de un estado "excitado" al 
fundamental, no radian energia de forma continua sino por medio de cuantos 
en forma discreta. Asimismo, el momento angular del electron alrededor del 
nucleo no puede tomar valores arbitrarios sino solo multiplos enteros de n: 
[= nn. 

Estos dos ultimos hechos estan ligados. En efecto, la energia en un 
movimiento de tipo Kepler esta relacionada con el momento angular por E = 
-me e4 /2[2, donde m e es la masa del electron y e su carga. Utilizando la formula 
[ = nn resulta que las energias posibles son solo las En = - ~mec2ex2 /n2 , con 
ex == e2 Inc ~ 1/137 la llamada constante de estructura tina. Por tanto, solo se 
puede radiar energia en cuantos, 0 paquetes, 

1 2 2 2n + 1 
En+l - En = "2me c ex n 2 (n + 1)2 . 

Estas expresiones son solo indicativas; en el texto veremos un tratamiento 
detallado y correcto. 

(D) Efectos fotoeJectrico y Compton. 

Si hacemos incidir radiacion electromagnetica con suficiente energfa (frecuen
cia) sobre ciertos materiales (por ejemplo, silicio) obsevamos que estos ma
teriales emiten electrones (efecto fotoelectrico). Sean I , y vila intensidad y 
frecuencia de la radiacion incidente; y sean Ee y N e la energia y el numero 
de los electrones arrancados. Experimentalmente se observa que Ee depende 
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solo de V e, pero no de I ,; unicamente Ne depende de I " Esto seria logico si 
la radiacion electromagnetica no fuesen ondas, sino particulas (los fotones, que 
representamos par el sim bolo 1'). Esta es la explicacion que sugirio Einstein 
(1905), adjudicando a los fotones la energia E, = hv

" 
donde h sigue siendo 

la constante de Planck. Esta hipotesis era revolucionaria; desde que Young, 
alrededar de 1800, hubiera realizado sus famosos experimentos de interferen~ 
cia, nadie ten fa dudas de que la luz fuese un fenomeno ondulatorio. 

Si aumentamos mas la frecuencia de los fotones encontramos que, ademas 
de electrones, se emiten fotones con longitud de onda A~ tal que 

A' - A = ~ (1 - cose) 
I I meC ' 

donde A, es la longitud de onda de los fotones incidentes, C la velocidad de 
la luz y e el angulo que forman las direcciones de los fotones incidentes y 
emitidos. Este es el efecto Compton, que este explico como un choque elastico 
foton-electron, asignando a los fotones un momento P, = hv I c. 

(E) Ondas de materia. 

Puesto que el campo electromagnetico, que aparece en muchas experiencias 
como un fenomeno ondulatorio, puede a veces actuar como un conjunto de 
particulas, de Broglie (1923) postulo que particulas de materia (por ejemplo, 
electrones) pueden tener un comportamiento ondulatorio. Si una particula tiene 
momento p, de Broglie supuso que la longitud de la onda asociada (longitud de 
onda de de Broglie) es A = hip; notese la analogia con la formula de Compton. 
Por tanto, bajo determinadas circunstancias los electrones (p. ej.) se deberan 
comportar como ondas y, en particular, producir fenomenos de interferencia. 

FIGURA 1.1.1. Imagen de 
difraeeion pro due ida por elee
trones al atravesar una red de 
:Homos (una lamina de oro). 
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Este es un buen punto para hacerse una idea de las dimensiones a las que 
son aparentes los efectos cminticos. Supongamos que queremos hacer interferir 
ondas de materia, digamos electrones, que pasan por dos rendijas al estilo del 
efecto Young. Para que haya interferencia es necesario que las rendijas esten 
separadas por una distancia d que sea del orden de la longitud de onda, d ~ Ae. 
Supongamos que aceleramos a los electrones por un potencial de 1 voltio, esto 
es, les damos una energfa de 1 eV ~ 1.6 x 10- 19 joulios. Entonces, 

Ae 11, ~ 6 X 10- 10 metros, 
27r J2meE e 

que es del orden de las distancias interatomicas. De hecho, poco despues de 
la propuesta de de Broglie, los fenomenos de interferencia predichos por el se 
observaron en la difraccion de electrones por redes cristalinas (fig. 1.1.1). 

(F) La ecuaci6n de Schrodinger y la m ecanica matricial. Ellibro de Dirac. 

Schrodinger (1926) escribio las ecuaciones basicas que obedecen las ondas 
de materia. Paralelamente (de hecho algo antes) Heisenberg, primero solo 
y, posteriormente, en colaboracion con Jordan, construyo una mecanica de 
matrices que permitfa explicar muchos de los efectos cuanticos. Muy poco 
despues , el propio Schrodinger y Dirac mostraron que ambas formulaciones 
eran matematicamente equivalentes. En 1930, Dirac publico un texto con un 
tratamiento sistematico de la nueva mecanica. Puede tomarse este libro de 
Dirac (1930) como marcando el establecimiento de la mecanica cuantica; de 
hecho y aunque, obviamente , ha habido desarrollos posteriores, puede aun hoy 
utilizarse como texto para iniciar el estudio de nuestra disciplina. 

1.2. Rendijas de Young cuanticas. El microscopio 
de Bohr- Heisenberg 

La discusion que sigue la hemos adapt ado dellibro de Feynman (1965). Consi
deramos (ver fig. 1.2.1 , a y b) unas rendijas de t ipo Young, R, que etiquetamos 
1 y 2. Delante de ellas hay un foco, F, que lanza partfculas (caso a) 0 , en el caso 
(b), emi te ondas. D es un detector que dice cuantas partfculas llegan a cada 
punto x (x es la coordenada vertical; consideramos el caso unidimensional , por 
sencillez) 0 que mide la intensidad de las ondas, respectivamente en los casos 
(a) y (b). 

Comencemos por el caso de partfculas. Una partfcula emitida por F puede 
pasar por la rendij a 1 0 2, ser dispersada y llegar a un punta x del detector; 
sus posibles t rayectorias vienen descritas por las lfneas de puntos en la figura 
1.2.1a . Hacemos primero la experiencia cerrando la rendij a 2; si Pdx) es el 
numero de partfculas que llegan al punto x, pasando (puesto que la rendija 
2 esta cerrada) por la rendij a 1, obtendremos una curva como la de la figura 
1.2.2a. Si cerramos la rendij a 1, obtendremos la curva P2 (x). F inalmente, si 
dej amos abiertas ambas rendij as, obtendremos una curva P12 (X) y se tendra 
P12 (X) = PI (x) + P2(x) pues, claramente, una partfcula pasa por la rendij a 1 
o pasa por la rendija 2. 
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FIGURA 1.2.1a. 
Experimento con rendijas 
de Young, lanzando parti
culas. 

FIGURA 1.2.1b. 
Experimento de rendijas 
de Young con ondas. 

Repitamos e1 experimento con ondas (fig. 1. 2.1 b). Si cerramos 1a rendija 2 y 
dibujamos 1a intensidad de 1a onda, encontramos Ir (x). Si cerramos 1a rendija 1, 
obtenemos 12(x). Si dejamos abiertas ambas rendijas 1a intensidad sera Ir2(X); 
pero ahora Ir2(X) -I- Ir(x) + 12 (x) (fig. 1.2.2b). En efecto, para ondas tenemos 
efectos de interferencia. Si 1a onda que pasa a traves de 1a rendija j es descrita 
por 1a amplitud I]/j (j = 1, 2) entonces podemos escribir 

con w, O!j rea1es y aj positivos. Las intensidades son, como sabemos por 
mecanica ondu1atoria, 

La amp1itud con ambas rendijas abiertas es 1]/12 = 1]/1 + 1]/2; entonces 
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(a) (b) 

FIGURA 1.2 .2. Dos situaciones, aparentemente muy diferentes. 
(a) Probabilidades de que las partfculas lleguen al detector; 
(b) Intensidades de las ondas que llegan al detector. 

para ondas 10 que se suman son las amplitudes, tJr j , no las intensidades I j . 

7 

Aparentemente este experimento nos permite distinguir ondas de partf
culas y resolver, por tanto, las paradojas de la seccion anterior en la que vimos 
que objetos tales como fotones 0 electrones se comportan a veces como ondas y 
a veces como particulas. Intentamos, por tanto, hacer el experimento de Young 
con electrones. 2 Supongamos que la distancia entre las rendijas 1 y 2 (fig. 1.2.3) 
es del orden de la longitud de onda de de Broglie de los electrones producidos 
por el foco F. Llamemos Wj(x) a la probabilidad de que los electrones lleguen 
al punto x, dejando solo abierta la rendija j. 

R 

2 

FIGURA 1.2 .3. Experimento de difraccion con electrones . 

2 Hablamos de rendijas para hacer la discusion mas transparente; en la pnictica se 
utilizan redes cristalinas. 
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FIGURA 1.2.4. Experimento de difracci6n con electrones, pero 
detectando los que pasan por cada rendija. 

Si los electrones tienen caracteristicas ondulatorias esperamos fenomenos 
de interferencia. Por tanto, si W 12 (x) es la probabilidad de que los electrones 
lleguen a x con las dos rendijas abiertas, esperamos que W 12 (X) no sea igual a 
Wi (x) + W2 (x), sino mas bien 

W 12 = Wi + W2 + 2JWi W2 COS(CXi - CX2). 

Sin embargo, los electrones llegan de uno en uno al detector: nuestra in
tuicion, basada en la ffsica clasica, nos dice que esto implica que el electron 
es una particula y, por tanto, parece que siguiendo la trayectoria del electron 
podemos determinar si paso por la rendija 1 0 por la rendija 2: en cuyo caso 
se deberia tener W 12 = Wi + W2 . Para estudiar esto, colocamos un foco de luz 
en la rendija 1 (fig. l.2.4); de manera que si el electron pasa por est a rendija 
podemos verlo. Si no 10 vemos, sabemos que ha pasado por la rendija 2. 

La situacion, sin embargo, no es tan sencilla como parece. Al colocar el 
foco hemos, realmente, modificado el dispositivo experimental. Si denotamos 
por Wj, j = 1, 2 Y W{2 a las probabilidades con el foco en funcionamiento, 
encontramos que, ahora S1, W{2 = W{ + W~ (!). Por tanto, parece que si sabemos 
por donde pasa el electron, este se comporta como una particula. 

Aparentemente aqui hay una falacia: podriamos haber quitado la luz; 
puesto que podemos predecir la trayectoria de las part1culas sabemos, sin 
necesidad de mirar, por que rendija pasa cada electron. Pero esto es en reali
dad la falacia. Puesto que, experimentalmente, hay interferencias, resulta que 
es necesario abandonar la idea de que una particula cuantica tenga una trayec
toria bien definida. 

En efecto, examinemos mas de cerca 10 que ocurre cuando intentamos de
terminar donde esta una particula. Para ella la miramos a traves de un micros
copio (microscopio de Bohr- Heisenberg), fig. l.2.5. Pero para verla hace falta 
iluminarla. Al intentar ganar en resolucion hay que incrementar la frecuencia 
de los fotones del haz luminoso, los cuales (recordemos los efectos fotoelectrico 
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FIGURA 1.2.5. E l microscopio de Bohr- Heisenberg. 
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y Compton) golpearan cada vez con mas fuerza al electron, desviandolo de su 
trayectoria con un momento desconocido: cuanta mayor precision queramos 
obtener en conocer la posicion del electron, con menor precision conoceremos 
la direccion y velocidad con que se mueve. De hecho, puede demostrarse la 
relacion de Heisenberg que dice que si Llx es la incertidumbre con la que se 
conoce la posicion de una particula, y Llp la incertidumbre en su momento, 
entonces (Llx) (Llp) ~ n. (Esto 10 veremos con mas detalle en las secciones 3.3 
y 3.4). 

Un ultimo comentario con respecto al microscopio de Bohr- Heisenberg. 
Parece que, en principio, se podrfa predecir en que direccion se va a mover el 
electron despues del choque con el foton aplicando las leyes del choque elastico. 
Pero para ella harfa falta que supiesemos exactamente el momento del foton, 
y cuando choca con el electron: 10 que es imposible porque tambien el foton es 
una partfcula cuantica. 

1.3. Funcion de onda. Interpretacion probabilistica 

Segun hemos visto, una partfcula cuantica tiene comportamiento de onda; 
podemos pues caracterizar su est ado por una funcion (funci6n de onda) lJi(r , t), 
equivalente a la correspondiente ampli t ud en ellugar r en el instante de tiempo 
t. Pero sabemos que la particula se comport a en algunos aspectos como tal 
particula. Por ejemplo, en el experimento de las rendijas de Young de la seccion 
anterior, y a pesar de los fenomenos de interferencia, los electrones llegan de 
uno en uno al detector D. Esto 10 tenemos en cuenta interpretando la cantidad 
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que si el objeto fuese una onda representaria su intensidad, como la probabili
dad de encontrar la particula en el punto r en el instante de tiempo t (Born, 
1926). La funcion de onda caracteriza completamente el estado de una partfcula 
cmintica. 

El concepto de probabilidad es la novedad maxima de la meuinica cuantica: 
esta implica que de una partfcula no se pueda decir que esta aquf 0 alla; sino 
solo que tiene una cierta probabilidad de estar aquf 0 alla. 

La probabildad de encontrar la partfcula en algun lugar del espacio debe 
ser la unidad; por tanto podemos exigir que 

(1.3.1a) 

Sin embargo, muchas veces es conveniente trabajar con probabilidades reI at i
vas, requiriendo tan solo que 

(1.3.1b) 

En este caso la probabilidad, Pw, se debe definir como 

(1.3.2) 

liJil2 es entonces la probabilidad relativa. 
Las funciones iJi y AiJi para cualquier numero complejo A i= 0 representan 

el mismo estado. Esto puede tomarse como postulado, aunque puede deducirse 
de los demas en el sentido de que no hay diferencia ffsica entre iJi y AiJi. Notese, 
sin embargo, que la fase relativa entre dos funciones de onda puede medirse 
con experimentos de interferencia. 

Quiza el postulado mas fundamental de la mecanica cuantica sea el llamado 
principio de superposicion. Este principio es valido para ondas ordinarias y, 
segun toda la evidencia experimental, tambien para las funciones de onda de 
la mecanica cuantica. Segun este principio, si iJil , ... , iJin son posibles funciones 
de onda de una partfcula cuantica, la funcion aliJil + ... + aniJin tambien es 
una funcion de onda posible, para cualesquiera numeros complejos al, . . . , an. 

La estructura matematica del conjunto de funciones de onda es pues la de 
10 que se conoce como un espacio de Hibert, concretamente L 2 (R3 ) . Debido 
a esto utilizaremos, cuando sea conveniente, notacion de espacios de Hilbert 
definiendo 

(iJil liJi2) == J d3r iJi{(r , t)iJi2 (r , t) 

IIiJil1 2 == J d3 r liJi(r, t)12 = (iJiliJi), etc. 

A IliJill se Ie llama norma 0 modulo del estado iJi. 
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En el Apendice I pueden verse un cierto numero de propiedades de espacios 
de Hilbert utiles para nosotros. Aquf, y por facilidad de referencia, seiialamos 
unicamente que el producto escalar es lineal, 

(<PI01tlfl + 02tlf2) = 01 (<pltlf1) + 02 (<pltlf2) 

Y que se tiene (<Pltlf ) = (tlfl<P)* 
La condicion de narmalizabilidad (1.3.1a, b) es un requisito ffsico in

soslayable. Sin embargo es muchas veces comado utilizar , como idealizaciones 
matematicas, funciones de onda no-narmalizables, para las que la integral 
I d3r Itlf(r, t)12 diverge. Por ejemplo: consideremos una partfcula acerca de la 
que sabemos que esta en el interior de una esfera de radio L , y que tiene igual 
probabilidad de encontrarse en cualquier punto de la misma. Una funcion de 
onda posible serfa 

Claramente, 

tlfdr, t) = { ~: si Irl < L 
si Irl 2 L. 

IItlfd 2 
= !7rL3

, 

que es finito. Sin embargo, si L es grande en comparacion con las dimensiones en 
las que estamos interesados, puede ser comodo utilizar la idealizacion L -+ 00, 

y la funcion de onda tlf == 1, con 10 que la integral I d3r Itlfl2 diverge. 
Presentamos, para terminar est a seccion, el ultimo postulado. Supongamos 

que hemos preparado una partfcula en un estado caracterizado par la funcion 
de onda tlf. En mecanica clasica, la probabilidad de encontrarla en un estado 
distinto (caracterizado por otra funcion de onda, <P i= tlf) serfa cero . Sin em
bargo, en mecanica cuantica, y debido a la incertidumbre fundamental de la 
misma, est a probabilidad puede no anularse. Si llamamos W(<p, tlf) a dicha 
probabilidad postulamos que 

(1.3.3) 

A la cantidad (<pltlf) se Ie llama amplitud de probabilidad (0 , simplemente, 
amplitud) de encontrar el estado caracterizado por tlf en el estado caracterizado 
por la funcion <P. 
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EJERCICIO: Demostrar que 0 ::::: W(cl>, 1ft) ::::: 1 y que W(Ift, 1ft) = 1 • 

En 10 que antecede hemos present ado los postulados para sistemas con una sola 
particula. La extension a sistemas con un numero arbitrario n de particulas 
es inmediata. En vez de l[!(r, t) tendremos funciones de n coordenadas y del 
tiempo, l[! (rl , ... , r n; t). La probabilidad de encontrar la particula 1 en rl, ... , 
la n en r 11, en el instante de tiempo t es 

(1.3.4) 

Definimos ahora 

etcetera. 

1.4. De nuevo las rendijas de Young. Limite disico 

Vamos a reinteerpretar ahora el experimento de rendijas de Young con elec
trones (0 cualquier otra particula cwintica) a la luz de los postulados que 
acabamos de introducir. El estado de un electron vendni caracterizado, a su 
llegada al detector , y cuando solo se abre la rendija 1, por la funcion de onda 
l[!1(X); suprimimos las variables y, z, t que aquf nojuegan ningun papel. Si solo 
dejamos abierta la rendija 2, la funci6n de onda sent l[!2(X). Notese que cada 
electron individual llega a un lugar bien determinado; pero este lugar cambia 
cada vez que lanzamos un nuevo electron , de manera que 10 unico que podemos 
decir es que cada electron tiene una cierta probabilidad W 1(x) = 1l[!I(XW de 
llegar al punta x con solo la rendija 1 abierta, y W2(x) = 1l[!2(XW con solo la 
rendija 2 abierta; suponemos las l[!i' j = 1, 2 normalizadas a la unidad. 

Si ahora repetimos el experimento con ambas rendijas abiertas, tendremos 
la funcion de onda 

l[!12(X) = l[!1 (x) + l[!2(X) , 

y la probabilidad de que un electron llegue a x seret (ver figs. 1.2.3 y 1.4.1) 

donde o.i es la fase de l[!j. 

WI + W2 + 2VW;-W;- COS(OI - (2) 
ll[!d2 

(1.4.1) 

i.. Que ocurre si iluminamos una de las rendijas , como en el experimento 
de la figura 1.2.4? En este caso tenemos dos sistemas distintos: cuando hemos 
vis to el electron, sabemos que paso por la rendija 1 y su funcion de onda es 
l[!{; cuando no 10 hemos visto, sabemos que tuvo que pasar poria rendija 2, y 
su funcion de onda es l[!~. En el primer caso su probabilidad de llegar a x es 
W{ = 1l[!{1 2 yen el segundo es W~ = 1l[!~12 Los electrones que vimos/no vimos 
son distintos; no puede haber interferencias, y la probabilidad total de que 
un electron llegue a x sera, en este caso, simplemente W{2 = W{ + W~. Es 
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FIGURA 1.4. 1. 
La probabilidad W I2 (linea 
de puntos) se aproxima, en 
promedio, a la suma WI + W2 

(linea continua). 

importante darse cuenta de que tJr{ i- tJrI Y tJr~ i- tJr2 : en mecanica cWlntica 
no puede despreciarse la interaccion con los aparatos de medida ya que, en 
nuestro caso, la iluminacion afecta al electron; recw§rdese el microscopio de 
Bohr- Heisenberg. 

Volvamos al caso en que no hay iluminacion. Segun (1.4.1) siempre hay in
terferencia. Pero sabemos, por teoria general ondulatoria, que la distancia entre 
dos maximos consecutivos, que denotamos por 6, es del orden de la longitud 
de onda: 6 rv A. Si A « d, donde d es la resolucion de nuestros aparatos de me
dida, los maximos estaran tan juntos que se vera la figura de interferencia W 12 

(representada por la Ifnea de puntos en la fig. 1.4.1) como una Ifnea continua 
WI + W2 · En efecto, las fluctuaciones debidas al termino 2JWl W2 COS(O:l -0:2) 

en la ec.(1.4.1) se anulan en promedio , y resultan inobservables. 
Como vemos en este ejemplo, los valores de una cantidad observable en 

mecanica cuantica (aqul, el numero de particulas que llegan a un punto) os
cilan alrededor del valor que se obtendria clasicamente; y estas fluct uaciones 

cuanticas se anulan , en promedio, en ellfmite en el que los sistemas son grandes 
y la mecanica clasica es una buena aproximacion. Esta situacion es bastante 
general; mas detalles sobre el Ifmite clasico de la mecanica cuantica, que es 
similar a la aproximacion iconal en optica, pero es menos trivial que esta, los 
veremos en la sec cion 4.1 yen los capftulos 8 y 10. 

PROBLEMAS 

P .l.l. Una partfcula vibra; su energfa de vibraci6n es E = 0.7 eV . Estimar el valor 
de la frecuencia de vibraci6n, w , para que los efectos cwinticos sean importantes, 
digamos del orden del 1%. l, Cual es el tamaiio minimo de la regi6n en la que puede 
estar confinada la partfcula? 

Soluci6n. La (mica cantidad con dimensiones de acci6n que podemos formal' es E / w, 
luego debemos pedir que E/w rv 10011,: hace falta que w rv 1014 vibraciones por se
gundo. 
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Si la particula esta confinada en una region caracterizada por la longitud l, su ve
locidad media sera v ~ lw. Esto tiene que ser menos que la velocidad de la luz , 
c ~ 3 X 1010 cm/seg. , luego l ~ 3 X 10- 6 metros. 

P.1.2. Un virus tiene L1na masa de 10- 7 gramos y un tamano de l ~ 10-4 

centimetr~s. Supongamos que se mueve a una velocidad de 10- 3 cm/seg. i Tienen 
importancia los efectos cuanticos a este nivel? 

Solucion. La longitud de de Broglie es A = hi p ~ 10- 17 cm, 1011 veces men or que el 
tamaii.o del virus . La accion caracteristica es pl ~ 10- 14 en unidades de centimetros, 
gramos y segundos, unas 1013 veces mayor que n. 



CAPITULO 2. 

Observables,operadores 

2.1. Cantidades observables. Valores propios y funciones 
de onda propias 

Consideremos una magnitud fisica medible de un sistema, F (a F se Ie llama 
observable). F puede ser, por ejemplo, la energia, momento angular, posicion, 
etc., del sistema. Hay casos en que F puede tomar solo un conjunto de valores 
discretos , in, n = 1, 2, ... ; otros observables pueden tomar un continuo de 
valores f>." donde el panimetro A varia continuamente. Comenzaremos por el 
primer caso. 

Supongamos que hemos hecho una medida de la cantidad F en un sistema 
fisico, y hemos encontrado el valor in . Segun los postulados de la mecanica 
cwintica, el sistema viene caracterizado por una funcion de onda, que deno
taremos por I]/n; a ella corresponde el valor in. En general, hay varios posibles 
est ados (y, por tanto, varias funciones de onda linealmente independientes) que 
corresponden al mismo valor in; esto es, el valor de F no det.ermina completa
mente el estado del sistema. Consider amos, de momento, el caso sencillo en que 
el estado esta determinado univocamente (se dice en este caso que el valor in es 
no-degenerado) y, por tanto, solo hay una I]/n (salvo una constante multiplica
tiva) para cada in. Si los valores posibles de F son iI,. · ., in,"', iN (N en ge
neral infinito) y las funciones de onda correspondientes son 1]/1, ... , I]/n, ... ,1]/ N, 
podemos definir un operador F por 

(2.l.1) 

A las i,., se les llama valores propios y a las I]/n funciones , estados 0 vectores 
propios1 del operador F. Al conjunto de valores propios de un operador se Ie 
conoce como su espectro. 

Antes de seguir adelante con F vamos a probar una propiedad sene ilIa, 
pero basica, de los 1]/". Suponemos que los iI, ... , i", ... son todos distintos. Si 
preparamos el sistema de forma que su funcion de onda sea 1]/", sabemos que 
el valor de F es in. Si k =1= n, est a claro que, en el estado 1]/", el valor de F 
no puede ser .fk: luego la probabilidad de encontrar el sistema con la funcion 
de onda I]/k correspondiente a ik debe anularse. Segun la ecuacion (l.3.3) , esta 
probabilidad es 

1 Los nombres autovalores y autoiunciones tambien se utilizan. 
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Por tanto, tpn Y tpk son ortogonales: 

(2.1.2a) 

Si normalizamos las probabilidades a la unidad, Iltpj 112 = 1: las tpj forman un 
sistema ortonormal, 

(2.1.2b) 

En particular, se sigue que las tpj son linealmente independientes. 

Volvamos a F . Segun (2 .1.1) , F s610 esta definido sobre las tpn; pero pode
mos extenderlo a cualquier tp de la forma 

(2.1.3a) 

por linealidad: 

(2 .1.3b) 
n 11 'fI, 

Esto s610 nos define F sobre los tp de la forma (2 .1.3a). Supondremos que tales tp 
gene ran todo el espacio de funciones de onda (de hecho, esto puede demostrarse 
aunque nosotros no 10 haremos), con 10 que F resulta ser un operador lineal 
sobre dicho espacio. 

Dado un operador arbitrario, A, se define su adjunto, At, de manera que, 
para cada par tp, <P se tenga que 

Si A = At, decimos que A es autoadjunto, 0 hermftico. Vamos ahora a ver una 
interesante conexi6n entre operadores autoaeljuntos y observables . En general 
una cantielael observable pueele tener valores complejos. Siempre es posible, 
sin embargo , elescomponerla en parte real y parte imaginaria; por tanto, y 
sin perelida ele generalielael, nosotros consielerar'emos que los valores in son 
numeros reales. Demostraremos ahora que esto implica que F es un operaelor 
autoaeljunto (y reciprocamente). En efecto, 

(tpnIFtpk) =(tpnliktpk) = h(tp".ltpk) = .hOkn = inOkn, 

(tpnlFt tpk) =(Ftpnltpk) = (fntp" Itpk) = i;Okn = i"Ok11 , 

y hemos tenielo en cuenta que in es real. Por tanto, para cualquier n, k, 

Para cualquier par <P, tp basta elesarrollarlos, 
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y sustituir en (<I>IFW) , (<I>IFt w), con 10 que obtenemos 

Puesto que <I> , W son arbitrarias, esto implica que 

(2.1.4) 

como queriamos demostrar. 

EJ8RCICIO: Demostrar el teorema reciproco , es decir: si fr = fr t , entonces las 
f n son reales • 

2 .2. Valores esperados de cantidades observables 

Supongamos que W represent a un est ado arbitario. Desarrollandolo en terminos 
de las wn de la seccian anterior tenemos 

w = z::= anwn; an = (Wn IW). (2.2.1) 
n 

En general, no existe ningun valor f del observable F que verifique Fw = fw. 
Pero, si medimos F en el est ado represent ado por W, tenemos por fuerza que 
encontrar alguno de los jll ya que, por hipatesis, son los valores posibles de F. 

i,Cual es la solucian de esta paradoja? Pues, simplemente, que tenemos 
que admitir que existen estados en los que un observable no tiene un valor bien 
definido. Si medimos F en el estado W unas veces obtendremos h, otras 12, 
otras f n ' Debido a este comportamiento aleatorio (comprobado experimental
mente infinidad de veces) 10 mas que podemos calcular es el valor medio 0 valor 
esperado de F en el estado W, que escribiremos (F)I]I. 

Para encontrar el valor de esta cantidad utilizamos que la probabilidad de 
encontrar el sistema, que hemos preparado en el estado con funcian de onda 
W, en uno de los wn es 

Si suponemos las W'II, normalizadas ala unidad, (2.2.1) y (2.1.2b) nos dicen que 

l _ lan l2 

W(Wn' w) - IIwI12 . (2.2.2) 

Pero, en el estado Wn" F tiene el valor bien definido f". Por tanto, en el estaclo W 
encontramos el valor fn precisamente con la misma probabiliclad de encontrar 
el sistema en el estaclo Wn, a saber, W(wn' w) = la'll 12 Illwl12. El valor medio de 
F en el estado wn es pues 

(2.2.3) 
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Hay otra expresion para este valor esperado que es muy util. Vamos a demostrar 
que 

(F) = (tPIFltP) 
l[/ IltP11 2 ' 

(2.2.4) 

En efecto: desarrollando tP como en (2.2.1) y utilizando la ortonormalidad de 
los tPn y la linealidad de F tenemos que 

(F)l[/ = ~ akan (tPk IFtPn) 
nk 

= ~ akanfn (tPk ItPn ) 

nk 

y hemos utilizado que (tPkltPn ) = r5k T/,' Sustituyendo en el miembro de la derecha 
de (2.2.4) vemos que se obtiene el miembro de la derecha de (2.2.3), como 
queriamos demostrar. 

Una ultima cuestion. Cualquier operador puede considerarse un operador 
integral (para la definicion de estos, ver el Apendice I). El nucleo de F es kF 
con 

kF(r, r') = ~ fntPn(r , t)tP,,:(r', t) (2.2.5) 
n 

(para el caso de una particula). 

EJERCICIO: Demostrar (2 .2.5). 

Indicacion. Aplicar el operador integral de nudeo kp a un If/n arbitrario, ver 
que produce el mismo resultado que P, y extenderlo a un If/ arbitrario por 
linealidad. En general, kF es una distribuci6n • 

2.3. Espectro continuo 

Si un observable tiene un conjunto de valores posibles ("espectro" de valores) 
continuo fA, donde el panimetro A varia de forma continua, el formalismo de 
la seccion anterior debe modificarse. No es posible encontrar estados fisicos tPA 
tales que 

(2.3 .10) 

pero vamos a trabajar con ellos como una idealizacion matematica muy util. 
Para ello sustituimos el conjunto continuo {A} por uno discret02 {An} que va 
haciendose mas y mas denso hasta llenar tanto como se quiera el conjunto {A}. 
En estas circunstancias el observable cuyos valores son las fAn se pareceni mas 

2 Una manera concreta de realizar esta "discretizaci6n" la veremos en la sec. 3.6. 
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y mas al observable F. Las funciones correspondientes, tJr).." tendenin hacia las 
1Ji).. . 

Las condiciones basicas que que rem os retener (aparte de linealidad de F) 
son las 

(2.3.2) 
n 

En el limite del continuo, las sumas se convertiran en integrales: 

Para ver en que se convierte en el caso continuo la 15 de Kronecker, la definimos 
por 

L b)..k).." a(Ak) = a(An) 
k 

para una funcion arbitraria a. En el limite continuo la suma se convierte en 
integral y vemos que la 15 de Kronecker se debe sustituir par la de Dirac , que 
es la que verifica 

J dfLb(fL- A)a(fL) = a(A). 

Par tanto, las condiciones (2.3.2) se convert iran en 

(2 .3.3) 

Esta claro por que las tJr).. no pueden ser fisicas: de (2.3.3) resulta que 111Ji11 2 = 
15(0) = 00. 

En el caso mas general posible tendremos mezcla de espectro discreto y 

continuo, in, IJin y 1>., tJr)... Entonces, 

y un est ado general IJi se escribira como 

tJr = L antJrn + J dA a(A)IJi)... 
n 

A partir de ahora no haremos diferencia entre un observable F y el operador 
que 10 represent a , F. 
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2.4 . Observables compatibles 

Sean F y G dos cantidades observables. En mecanica clasica podemos medir 
simultaneamente, y con tanta precision como queramos, los valores de las dos. 
En mecanica cuantica esto no es cierto en general. Asf, si F representa al mo
mento p y Gala posicion, x, de una partfcula, la relacion de incertidumbre de 
Heisenberg que ya hemos mencionado dice que L\pLh 2:: ~ Ii. Por ello, cuanto 
mejor intentemos medir la posicion de una partfcula, mas incertidumbre ten
dremos en el conocimiento de su momento. 

Hay casos pa~ticulares, sin embargo, en los que F y G sf se pueden medir 
simultaneamente con tanta precision como queramos; por ejemplo, la energfa 
y el momento angular de un sistema aislado. En este caso se dice que los 
observables F y G son compatibles. 

Veamos como se traduce esto matematicamente. Puesto que F y G son 
compatibles, podemos escoger est ados tJrn en los que F y G tienen, a la vez, 
valores bien definidos3 f n y gn, respectivamente: 

FtJrn = fntJrn; OtJrn = gntJrn. (2.4.1) 

Para un est ado arbitrario, tJr = I: Cl:ntJrn, calculemos FOtJr. Se tiene, 

n n 

= L Cl:nfngntJrn 

n 

y hemos utilizado linealidad de los F, G. Analogamente comprobarfamos que 
se tiene, tambien, 

n 

Puesto que los miembros de la derecha son iguales, esto implica que FOtJr = 
OFtJr; y, ya que tJr es arbitrario, debemos tener 

FO=OF. (2.4.2a) 

Si, para dos operadores cualesquiera A, B definimos su conmutador [A, B] por 

[A,B] == AB - BA, 

resulta que hemos demostrado que, si dos observables F y G son compatibles, 
su conmutador se anula: 

[F,O] =0. (2.4.2b) 

El redproco tambien es cierto: si F y 0 conmutan, se pueden encontrar 
estados tJrn que verifiquen (2.4.1). Si F y 0 fuesen matrices finitas, esto serfa 
una consecuencia inmediata del conocido teorema que dice que dos matrices 

3 Suponemos que los espectros de F y G son ambos discretos; la extension al caso de 
espectros continuos 0 mixtos no present a problemas y se deja como ejercicio. 
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autoadjuntas que conmutan se pueden diagonalizar simultaneamente. En el 
caso generalla demostracion es muy complicada y nosotros no la haremos; ver 
p. ej., von Neumann (1932). 

Ahora vemos par que en mecanica cuant ica hay cantidades que no son 
medibles simultaneamente: sus operadores correspondientes no conmutan. Por 
ejemplo, si 0 es el operador posicion y F el momento, demostraremos en la 
seccion 3.4 que verifican 

[O,F] = in "I O. 

En el lfmite cl<isico esperamos que los conmutadores t iendan a cero con 17" 

de manera que podamos despreciarlos si las dimensiones caracterlsticas del 
sistema son mucho mayores que 17,; con 10 cual, la incompatibilidad entre sus 
medidas sera despreciable. 

2.5. Valores propios degenerados. Conjuntos completos 
de observables 

Ahora podemos ya tratar el caso de valores propios degenerados, esto es, 
cuando a los valores propios in de un observable F corresponden varias fun
ciones de onda linealmente independientes, que distinguiremos con el fndice j: 
lJrn;j , j = 1,2, .. . Tenemos pues, 

(2.5 .1) 

Puesto que dos de ellas, digamos lJrn;j y lJrnj" j "I j', corresponden por hipotesis 
a estados distintos, tiene que diferir en el valor de algun observable. Sea G est e 
observable; entonces, 

(2.5.2) 

EJERCICIO : Utilizando (2.5.1) y (2.5.2) demostrar que [F, G] = 0 • 

Es posible que todos los gn;j sean distintos para distintos j. Si no 10 fuesen , 
y hubiera varios vectores lJrn;j;l, l = 1,2, ... linealmente independientes, estos 
tambien representarfan estados distintos; luego tendrfa que haber un nuevo 
observable, iI, que distinguiera entre ellos. Prosiguiendo el proceso, llegamos 
finalmente a un conjunto de observables 

F, G, iI, ... , Y, Z 

tales que todos conmutan entre sf, 

[F, G] = 0, [F, Z] = 0, ... , [Y, Z] = 0 

y un conjunto de vectores lJrn;j;l; .. ;8 tales que 

FlJrn ;j;l; ... ;8 = fnlJrn;j;l; .. ;8' GlJrn;j;l; .. ;8 =gn;l rJ/n;j;l; .. ;8 ' 

ZtJtnilil ; .. jS =Znjlj ... ;sWn;j;l;".;s 
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y los !Jrn;j;l; ... ;s son unicos salvo, como siempre, una constante multiplicativa. 
A un conjunto como el F, G, il ... , Y, Z de observables que definen com

pletamente el est ado de un sistema se Ie llama conjunto completo de observables 
compatibles. Aunque nosotros hem os dado argumentos intuitivos que indican 
su existencia, la demostracion rigurosa, que se puede encontrar en el texto 
de von Neumann (1932), es muy complicada. De hecho, en teoria relativista 
(teorfa cwintica de campos) el conjunto F, G, . . . necesariamente requiere in
finitos operadores. 

El conjunto F, G, il ... , Y, Z no es unico. Si hubiel'amos empezado con 
un operador F' que no conmutase con F habrfamos econtrado otro conjunto 
distinto. Ejemplos de conjuntos completos los veremos a 10 largo del texto. 

2.6. Principio de correspondencia 

Sea F un observable y consideremos un sistema cwintico con funcion de onda 
!Jr. Sabemos que el valor medio de F en este estado viene dado por 

(2.6.1) 

La mecanica clasica representa una buena aproximacion a la naturaleza para 
objetos macroscopicos; esto quiere decir que, si !Jr representa un sistema cuyas 
dimensiones tfpicas son grandes comparadas con n, los valores medios calcula
dos con la formula (2.6 .1) tienen que coincidir , despreciando terminos de orden 
n, con las correspondientes cantidades clasicas, que denotamos por Fcl . En 
formulas ,4 

(F)i[.I rv Fcl , es decir (F)i[.I = Fel + O(n) . (2.6.2) 

Esto es parte del llamado principio de correspondencia. Su formulacion 
completa incluye la siguiente hipotesis: si el observable clasico Fel es una funcion 
de los G cl, ... ,ZcI, FcI = ip( G c1, ... , Zel), entonces, y salvo quiza terminos de 
orden n, el correspondiente operador cuantico F viene dado porIa misma 
funcion de los G ... Z: 

F = ip(G, ... , Z) + O(n). (2.6.3) 

Aunque util heurfsticamente para sugerir la forma de operadores en mecanica 
cuantica, el principio de correspondencia (debido a Bohr) ni es riguroso ni 
completo; en efecto, no nos indica los terminos O(n) en (2.6.3) y, ademas, hay 
observables y situaciones cuanticas que no tienen analogo clasico. 

EJERCICIO : Demostrar que si F = ip(G), F y G conmutan • 

4 A veces la diferencia es de orden fraccionario; por ejemplo, a veces se tiene (F) = 
Pel + O(nl / 2). Seguiremos escribiendo (2.6.2) por simplicidad. 
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EJERCICIO: Demostrar que, si F = tp(C), los valores propios fn, gn satisfacen 
fn = tp(gn). 

Indicaci6n. Desarrollar tp en serie, 

n 

y aplicar los dos miembros de la igualdad a las funciones de onda IJIn que 
satisfacen ClJln = gnlJln • 

PROBLEMAS 

P . 2 .1. Supongamos que el espacio de los estados de un sistema fuese de dimension 
finita, n. 
A) Dado el observable 

... Aj ] 
con Ai =1= Aj para i =1= j, demostrar que todo observable que conmuta con F es funcion 
de F. 
B) Supongase que A1 = A2, pero todos los demas Aj son distintos entre sf, y de los 
dos primeros . Completese un conjunto completo de observables. 

Soluci6n. Cualquier C = (gij) con gij = j.Libij con j.Ll =1= j.L2. 

P.2.2. Imaginar aparatos que midan los siguientes observables de una partfcula: mo
mento, energfa y momento angular. Supongase que la partfcula tiene carga electrica. 

P.2.3. Demostrar que, si [A ,.8] conmuta con ambos A y .8, entonces 
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Paquetes de onda. 
Operadores posicion y momento . 
Relacion de incertidumbre. 
Formulacion en un reticulo 

3 .1. Ondas planas. Paquetes de onda. Gaussianas 

La funcion de onda mas sencilla es una onda plana, 

th(r , t) = Cei(kr -wt) . (3 .1.1) 

Aquf, w es la frecuencia (angular) y k el vector fllim ero de ondas, relacionado 
con la longitud de onda racionalizada, ); = A/ 27r por ); = 1/lkl . C es una 
constante. 

Esta claro que (3.1. 1) es una idealizacion matematica. En efecto, la proba
bilidad de encontrar la partfcula en cualquier punta del espacio es la misma, 
puesto que 1 t1Ik (r, tW = ICI2. La integral J d3r It1Ik (r , t) 12 es divergente. 

Para formar funciones de onda ffsi camente aceptables tenemos que consi
derar paquetes de onda, superposiciones de ondas planas con un cierto peso: 

(3.1.2) 

El factor 1/(27r)3/2 se introduce por comodidad posterior. 
Un caso sencillo es el de una distribucion de pesos tipo Poisson (0 gaus-. 

siana.) en la que f es independiente del t iempo e igual a f a con a positivo y.tal 
que 

(3.1.3) 

Si consideramos el caso de una dimension, omitimos la dependencia en el 
tiempo, par simplificar , y definimos entonces 

1 ; .+00 . 
t1If (x) = -. - dk f (k)e ,kX , 

.j2; -00 
entonces la integral (3.1.2) es elemental yencontramos 

(3.1.4) 
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Esta funcion de onda representa una partfcula localizada en una region del 
espacio Ixl :s a. En efecto, 

Si I.TI » a, la exponencial es muy pequeiia, mientras que, para Ixl « a, 
2/ 2 e-X a c::: 1. La onda plana puede considerarse como un caso limite del paquete 

(3.1.4) cuando a es muy grande. 
Volvamos a dimension 3. La condicion de normalizacion 

se cumple si, y solo si, 

En efecto, aplicando conocidas formulas de transformacion de Fourier (ver 
Apendices I, II) resulta que 

(3.1.5) 

(esta es, por supuesto, la razon del coeficiente 1/(27r)3/2 en (3.1.2)). En par
ticular, para la fa de (3.1.3), 

{ d3k Ifa(k)12 = ICl2 ( d3k e- a2 (k-ko) = ICI27r3/2. 
JR 3 JR 3 a3 

Continuando con este ejemplo gaussiano, es intesante notar que la region 
en la que est a concentrada la partfcula, Ll lr l ~ a es el inverso de la dispersion 
en k: Ifa(k W solo difiere apreciablemente de cero cuando Ik - kol « l/a; si 
Ik - kol » l /a , entonces exp{ -a2 (k - kO)2} es mucho menor que la unidad . 

Un resultado que nos va a ser muy tltil es que c llaiqllier funcion de onda 
puede escribirse como un paquete de ondas. En efecto, sea !li (r ) una funcion 
de onda cualquiera; omitimos a veces la variable temporal, que no juega aquf 
ningtlil papel. Utilizando formulas de transformacion de Fourier , y denotando 
por ;p a la transformada de Fourier (inversa) de !li tenemos 

- 1 J 3 ·k !li(k) = (27r)3/2 d r e- 1 r!li (r ). (3.1.6) 

Invirtiendolo , y escribiendo el tiempo explfcitamente, 

1 J 3 ikr -!li(r , t) = (27r)3/2 d r e !li(k , t) (3 .1.7) 

que es de la forma (3 .1.2) con f = ;Po 
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Si dividimos el espacio de las k en celdas de volumen V, y escogemos k j en 
el interior de la celda j-esima, la definicion de integral de Riemann nos permite 
reescribir (3.1.7) como 

lJr(r t) = lim ~ 0 ·(V t)e ikj r 
, v--->o~ J' , 

J 

donde hemos definido los nllmeros OJ (V, t) por 

V -
OJ (V, t) = (27r)3/2 lJr(kj , t). 

(3.1.8a) 

(3.1.8b) 

Esta expresion (3.1.8) nos dice que cualquier fun cion de onda es ellfmite de 
una superposicion de ondas planas. POI' tanto, dado un operador lineal nos 
basta saberlo aplicar a ondas planas para poderlo extender a cualquier funcion 
de onda por linealidad. Este resultado nos va a ser util muy pronto. 

3.2. Operador posicion 

Ya hemos dicho que la probabilidad de encontrar una partlcula con funcion de 
onda lJr(r , t) en el punto r (en el instante de tiempo t) es IIJr(r , tW , normalizando 
probabilidades a la unidad de manera que 111Jr11 = 1. Si denotamos pOI' Q al 
operador que representa la posicion en mecanica cuantica, el valor medio de la 
componente j (j = I , 2, 3) de la posicion sera pues 

Segun la regia general, dada por la ecuacion (2.6.1), esto tiene que coincidir 
con 

(1JrIQjlJr) = J d3
T 1Jr*(r, t) (QjlJr(r, t)) . 

Puesto que esto ha de ser cierto para cualquier IJr se sigue que 

(3.2.1) 

el operador posicion Q.i es, simplemente, el producto poria variable Tj. 

Como ejercicio , calculemos el valor esperado de Q (en una dimension) en 
el est ado (3.1.4): 

= o. 

La particula se encuentra, en promedio, en el origen de coordenadas. Un estado 
de una particula localizada en un Xo dado se obtiene desplazando: 

IJrxo(x, t) = C e-(x-xo)2/2a2 eikox. 
a 

(3.2.2) 
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. EJERCICIO : Demostrar la formula siguiente : 

(Q)>P,o = Xo • 

En estadistica, la dispersion (cuadnitica) de una cantidad F aleatoria se define 
como la diferencia entre el valor esperado del cuadrado de dicha cantidad, y el 
cuadrado del valor esperado. Si denotamos por l1F a la dispersion entonces, 
en mecanica cuantica, y para un observable F, tenemos 

(3.2.3a) 

(l1F).p puede tomarse como una medida de la incertidumbre con la que se 
conoce la cantidad F, en el est ado rJ;. 

EJERCICIO: Demostrar que , si F es autoadjunto, i1F es siempre mayor 0 igual 
que cero 

Indicaci6n. Cuando 1.[/ no esta normalizado , (3 .2. 3a) se sustituye pOl' 

(3.2 .3b) 

Tenemos que demostrar, pues, que 

es positivo. Desarrollemos 1.[/ en los I.[/n con FI.[/n = fnl.[/n: 1.[/ = Ln O!nl.[/n. 

Sustituyendo, podemos escribir la expresion de mas arriba como 

~ L IO!nl 2 10!kl 2 (f~ + f~ - 2fnik) , 
nk 

10 que evidentemente es positivo • 

Para el operador Q y el estado rJ;a de (3.1.4), 

ICl 2 J+oo d 2 _ x 2 j a2 
-- xx e 

( 
2 a 2 - 00 

l1Q).pa = -=-:,..,-,2--------
~ J+OO dx e-x2ja2 

a2 - 00 

2 

Notese que la constante C se cancela, como debe ser; la cantidad medible 
(l1Q)~a no puede depender de una constante arbitraria. EI result ado 

l1Q = a/h, (3.2.4) 

10 habiamos visto cualitativamente antes. 

EJERCICIO: .Demostrar que tambien se tiene (i1Q)oJfxo = a/V2 donde I.[/xo es la 
funcion de onda desplazada de (3 .2.2) • 
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3.3. Operador momento 

Para obtener el operador momenta comenzamos con una onda plana, 

Cei(kr -wt) . 

La relacion de de Broglie nos dice que Pj = nkj es el valor de la componente 
j del momento correspondiente. Si denotamos por Pj a la componente j del 
operador momento, definimos, de acuerdo con esto, 

(3.3.1) 

Par encontrar la accion de Pj sobre una funcion de onda arbitraria comenzamos 
por reescribir (3.3.1) identicamente como 

Pjei(kr -wt) == nkje i(kr -wt) = -in 00 ei(kr -wt). 
Tj 

Utilizando (3.1.8) y que Pj es lineal, 

Pjif/(r , t) = Ji~o L an(V, t)Pjeikr 

n 

= lim L an(V, t) ( _ inaa ) eikr 

V->O n T j 

= - i;. 00 lim L an (V, t )eikr 

Tj V->O n 

= - in a~ . if/(r , t); 
] 

en el penultimo paso hemos utilizado que los an(V, t) no dependen de r para 
sacar la derivada a la izquierda. Por tanto, hemos encontrado que, para una 
funcion de onda arbitraria, 

es decir, 

En notacion vectorial, 

, a 
Pjif/(r , t) = -in-a if/(r , t) , 

Tj 

, a 
P = - in\! = - in grad = -in or' 

(3.3.2a) 

(3.3.2b) 

(3.3.2c) 
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EJERCICIO: Demostrar que los Q, P son autoadjuntos • 

Calculemos (en una dimension) el valor medio de P en el estado (3.1.4): 

como era de esperar. La dispersion es, tomando para facilit ar el d Jculo ko = 0, 

Por tanto, 

(3.3.3) 

10 que habiamos visto cualitativamente en la seccion 3.1. De (3.2.4) y (3.3 .3) 
se sigue que 

(3.3.4) 

Esta es la relacion de incertidumbre de Heisenberg. La igualdad (3.3.4) vale 
para paquetes de onda de tipo gaussiano; en general, y como demostraremos 
en la proxima seccion , se tiene 

(3.3.5) 

3.4. Relaciones de conmutacion 

Apliquemos el conmutador [Q j, Pzl a una funcion de onda arbitraria, iJr: 

Restando, 

y, puesto que iJr es arbitraria hemos demostrado las relaciones de conmutacion 
de Heisenberg, 

(3.4.1) 

Ahora ya podemos demostrar la relacion (3.3.5) con toda generalidad . Para 
ella escojamos un sistema de referencia en el que (P )<p = 0, y un origen de 
coordenadas tal que (Q )<p = O. Evidentemente, sea cual sea A, 



PAQUETES DE ONDA . OPERADORES POSICION Y MOMENTO , ETC 31 

POI' tanto, para todo A real y escogiendo la normalizacion de forma que IllJill = 1, 

La condicion de positividad para todo A es que el discriminante sea negativo, 
esto es, 

10 que implica (3.3.5). 

EJERCICIO: Demostrar que, en general, (i1Pj)~ no depende del sistema de 
referencia, ni (i1Q j ) ~ del origen de coordenadas. 

Soluci6n . Para, por ejemplo, el primero, al pasar a un sistema de referencia 
que se mueve con una velocidad v con respecto al original debemos cambiar el 
operador P -+ pi = P+mv donde m es la masa de la partfcula y trabajamos en 
una dimensi6n para simplificar . N6tese que v represent a una velocidad chisica; 
los sistemas de referencia los consider amos macrosc6picos. Se tiene, 

(i1pl)~ = (P'2).p - (P')~ = (tJll(p2 + m2v2 - 2mvP)tJI) 

- {(tJlIPtJI)2 + m2v2(tJlltJI)2 - 2mv(tJlIPtJI)} 

=(i1P)~ 

ya que los demas terminos se cancelan unos con otros • 

Un ultimo comentario para acabar la seccion. Nosotros estamos desarrollando 
la mecanica cuantica a partir de la funcion de onda; y, de ella, hemos deducido la 
forma de Qj , Pl y la relacion de conmutacion de Heisenberg, (3.4.1). Es posible, 
sin embargo, seguir el camino opuesto: postular (3.4.1) y, de aqul, deducir la 
funcion de onda y de hecho toda la mecanica cuantica. Esto 10 veremos en la 
seccion 4.4. 

3.5 . Funciones y valores propios de Q y P. 
Representaci6n de moment os 

La ecuacion de valores propios para el operador posicion es 

(3.5.1) 

esto es, (rj -Aj)lJi>.(r , t) = O. La unica solucion de esta ecuacion es proporcional 
a la delta de Dirac: 1 

lJi>.(r, t) = C(t)o(r - -\). (3.5.2) 

1 La definici6n y propiedades de la delta de Dirac pueden verse en el Apendice II. 
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EI espectro de Q es continuo, y las funciones de onda correspondientes son, en 
consecuencia, impropias: 

Para el operador momento la ecuacion de val ores propios 

(3.5.3) 

se convierte en las ecuaciones diferenciales 

con solucion 
lfp(r, t) = C(p, t)eikr

, k = pin. (3.5.4) 

Tambien aquf el espectro es continuo y las funciones de onda impropias: 

EI que las funciones de onda propias de Q, P sean no-normalizables era de 
esperar: debido a la relacion de incertidumbre es imposible tener un estado con 
posicion 0 momenta totalmente definidos. 

Los conjuntos {Qj}, {Pj }, j = 1, 2, 3 nos proporcionan dos primeros ejem
plos de conjuntos completos de observables compatibles, para una particula. En 
efecto, dados los tres valores propios (.~, 0 p) los estados estan perfectamente 
determinados; las funciones de onda propias son unicas, salvo la inevitable 
constante multiplicativa. 

Consideremos una funcion arbitraria, If. Desarrollandola en funciones pro
pios de Q, (3.5.2) con C = 1, tenemos 

If(r, t) = J d3 A Ctq;,(.~, t)c5(..\ - r) = Ct.p(r, t). 

Los coeficientes del desarrollo coinciden con la propia funcion de onda. 
Si hubiesemos desarrollado en funciones propias de P, (3.5.4) con C = 1, 

obtendrfamos 

(3.5.5a) 

Podemos pues identificar los coeficientes del desarrollo con la transformada de 
Fourier inversa de la funcion de onda, salvo una constante. Denotando a esta 
transformada pOl' If tenemos, en efecto, 

1 ~ 

Ct.p(p, t) = (27rn)3/2 If(p, t); 

,T,( t) - 1 J d3 -ipr/fi,T,( t) 
~ p, - (27rn)3/2 re ~ r, . 

(3.5.5b) 
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Como es logico, podemos identificar un estado 0 por la propia funcion 
de onda rJr(r , t), a la que (si hace falta precisar) se llama fun cion de onda 
en espacio, 0 representacion de posicion, 0 par sus coeficientes en cualquier 
base. Por tanto, podemos describir un estado por la funcion tP(p, t) a la que 
se conoce como funcion de onda en espacio (0 representacion) de momentos. 
Esta denominacion viene justificada por la siguiente propiedad: ItP(p, t)12 es la 
probabilidad de encontrar la particula con momento p. 

EJERCICIO: A) Demostrar esta ultima afirmaci6n. B) Demostrar que 

(3.5 .6) 

10 que da la forma del producto escalar en espacio de momentos • 

En las secciones 3.2, 3.3 hemos encontrado la forma de Q, P en espacio de 
posicion. Vamos aver ahora su expresion en espacio de momentos . Comencemos 
por P. Puesto que ItP(p, t)12 es la probabilidad de encontrar la particula con 
momento p, est a claro que 

(3.5.7) 

La forma de Q es algo mas complicada de encontrar. Utilizando (3.5.5) y la 
forma conocida de actuacion de Q sobre rJr(r , t), 

Q' 'T'(rt) r 'T'(rt) 1 jd3peipr/li r]. ,T;(p,t) 
j'J:' , = j'J:' , = (27r11)3/2 'J:' 

- 1 j 3 (~ iPr/li ) ~ tP( ) 
- (27r11)3/2 d P OPj e i p , t 

- 1 j d3 ipr/Ii.t ~ ;T:( ) 
- (27r11)3/2 pe In OPj 'J:' p , t , 

y en el ultimo paso hemos integrado por partes. Pero, por otra parte, y dado 
que Q es lineal y una integral es (el lfmite de) una suma, 

, 1 j. 3 . / n ' -
Qj rJr(r , t) = (27r11)3/2 d pe,pr 'QjrJr(p, t). 

Igualando, hemos encontrado que 

, - 0 -
QjrJr(p, t) = i11-;:;- rJr(p , t). 

UPj 
(3.5.8) 

Q es sencillo en espacio de posicion, y P en espacio de momentos. 

EJERCICIO: Demastrar (3.5.7) utilizando el misma metoda que hemos seguido 
para probar (3 .5.8) • 
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3.6. Discretizaci6n de espectros continuos: 
mecanica cuantica en un reticulo 

En la seccion 2.3 se dijo que si un operador tiene espectro continuo, siempre se 
puede aproximar por uno con espectro discreto. En la presente seccion veremos 
un importante ejemplo de como se puede implementar esto. 

Comencemos por el operador posicion, y trabajemos de momento en una 
dimension. El espectro de Q, QiJi(x, t) = xiJi(x , t); es continuo porque la varia
ble x recorre toda la recta real. Para discretizarlo, vamos a sustituir esta recta 
(que denotamos por R) por el conjunto de puntos Ra de la forma Xn = na con 
n entero, positivo, negativo 0 nulo. a es una longitud elemental que podemos 
interpretar como la precision maxima de nuestros aparatos de medida de lon
gitudes. El espacio L2(R) de funciones de onda sobre R 10 reemplazamos por 
el espacio £2 cuyos elementos son sucesiones 

iJi +-t {iJin }, con iJin == iJi(xn = na). 

EI operador posicion se reemplaza por el Qa con 

QaiJin = naiJin. 

El producto escalar 10 definimos ahora como 

+00 

(iJilp) == a L iJi~Pn. 
n=-(X) 

(3.6.1 ) 

(3.6.2) 

El factor a se introduce aquI por conveniencia para el paso al limite continuo. 
Este limite se alcanza cuando a -7 0; entonces, utilizando la definicion de 
integral de Riemann, vemos que (3.6.2) se convierte en 

+00 

a '" iJi~Pn -7 jdXiJi*(X)P(X), ~ a---+O 
n = - oo 

es decir, el producto escalar ordinario en L 2 (R). 
Las funciones propias de Qa son las iJi()") con A = ai , siendo l entero y 

(3 .6.3) 

C una constante arbitraria. El factor 1/a se introduce en (3.6.3) de forma que 
en ellimite continuo a -7 0 se tenga 

Para definir un operador pa tal que pa -7 P, pero de forma que pa tenga 
espectro discreto, hay que hacer una aproximacion extra: tenemos que suponer 
que n varIa en un recorrido finito , -N ::; n ::; N (ver figura 3.6.1). Na puede 
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FIGURA 3.6.1. Retfculos en una y tres dimensiones con, respecti
vamente , N = 5 y N = 1. 

representar fisicamente, por ejemplo, el tamaiio del laboratorio. Para definir 
IJrn cuando Inl > N 10 hacemos por periodicidad,2 requiriendo que 

IJrn ±(2N+1) = IJrn · (3.6.4) 

Con estas condiciones el producto escalar hay que modificarlo, definiendo 

+N 

(1Jr1<p) == a L 1Jr~<Pn. (3.6.5) 
n=-N 

Esta claro que ahora el espacio de "funciones de onda" , {IJrN }, tiene dimension 
finit a, igual a 2N + 1: solo hay ese numero de componentes independientes, cor
respondiendo an = -N, -N + 1, ... ,0,1, .. . , +N. Por tanto, en este espacio, 
todos los operadores tendran espectro discreto. 

2 Podrfamos tambien haber definido i[r±(N+ l ) = O. La infiuencia de estas "condiciones 
de contorno" desaparecera en ellfmite aN ---> 00. 



36 CAPiTU LO 3 

Ya podemos ver ahora la forma en este espacio de pa , y su espectro. 
Recordamos que, en el caso continuo, se puede escribir 

piJr(x) = - in lim iJr(x + a) - iJr(x - a) ; 
a--> O 2a 

en consecuencia, definimos 

( ' ) in paiJr = -- (iJrn+1 - iJrn-d, 
11, 2a 

(3.6.6) 

con 10 que es evidente que se recobra el valor del continuo para a ----) O. 
La solucion de la ecuacion de valores propios, 

(3.6.7a) 

incluida la condicion de contorno (3.6.4), es 

_ n ap 
Pk =;, sen h ; 

27rfik 

iJr (p) = Ceiapn/n. 
11, , 

(3.6.7b) 
para a ----) 0, 

P = a(2N + 1) , k = entero. 

E J ERCICIO: Demostrar (3.6 .7) • 

EI limite del continuo ordinario se obtiene haciendo a ----) 0, N ----) 00, pero no 
de forma arbi t raria , sino primero N ----) 00 y, luego, a ----) O. Alternativament e, 
podemos tomar a la vez a ----) 0 Y N ----) 00 si requerimos simultaneamente que 
se tenga aN ----) 00. Hay que tomar ademas, en (3.6.7b), n y k creciendo de 
forma que an ----) x y 27rnk/a(2N + 1) ----) pyx, P sean finitos. 

En tres dimensiones definimos iJrn = iJr(rl = nla, r2 = n2a, T3 = n3a) con 
los nj enteros y Inj I :S N y requerimos periodicidad en las tres dimensiones. 
Ademas 

(3.6.8a) 

Si j es un vector con componente j-esima igual a 1 y las otras dos cero, 

( ' ) in PjiJr = -- (iJrn +j - iJrn - j ). 
n 2a 

(3.6.8b) 

Esta aproximacion reticular a la mecanica cuantica es util no solo porque 
permite reducir espectros continuos a discretos, sino porque nos proporciona 
una aproximacion al espacio de Hilbert de las funciones de onda por un espacio 
de dimension finit a, y a los operadores por matrices finitas . Esto facilita la 
resolucion numeric a, con tanta precision como queramos, de muchos problemas 
que no tienen solucion analitica exacta. Pero hay que tener cuidado, porque esta 
aproximacion tiene propiedades peculiares. Para ver un ejemplo, consideremos 
el conmutador de Heisenberg. Al discretizar el espacio se convierte en 

(3.6.9) 
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es decir, ya no tenemos [Q , F] = in. 
De hecho, es facil demostrar que la relacion de conmutacion [Q, F] = in 

implica que el espacio de estados es de dimension infinita. En efecto: tomando 
trazas, si el espacio fuese de dimension finita tendriamos Tr Q F = 1'1' FQ y por 
10 tanto el absurdo 

0= Trin = inD 

donde D es la dimension del espacio. 

EJERCICIO: A) Demostrar que Cr, pa son autoadjuntos. 
B) Demostrar que el operador que aparece en el miembro de la derecha de 
(3.6.9), irda definido por 

(inrtJ!)n = i~ (tJ!n+l + tJ!n - 1) 

tiene traza cero, aunque es evidente que , en el limite, fa ---> 1 • 
a~O 

Esta situacion es peculiar: Tr fa = 0 pero, para a = 0, Tr 1 = 00. Como hemos 
dicho, esto es una advertencia contra un tratamiento excesivamente alegre de 
limites, discretizaciones y similares. 

PROBLEMAS 

P.3.1. Calcular [Q - 1,p]. 

Solucion. EI metoda de desarrollo en serie que utilizamos en el capitulo anterior no 
sirve. Consider amos la cantidad Q[Q- 1, Pl · Utilizando la regia de conmutacion de 
Heisenberg nos resulta 

P.3.2. l,Cual es el tamaiio minimo de un aparato que pretende medir la velocidad de 
un electron con una precision de 1mm/seg? 

Solucion. El tamaiio minimo se sigue de la incertidumbre en la posicion del electron, 
y es de unos 10 cm. 

P.3.3. Estimar la energia minima de un foton con el que se pretende explorar el 
interior de un nucleo (tamaiio de un nucleo, del orden de 10- 13 em.) 

Solucion. La longitud de onda ha de ser ).."1 < 10- 13 cm. Por la relacion de Compton
Einstein, E -y = hv-y luego E-y > 102 MeV. 

P.3 .4. Para dos observables arbitrarios A, iJ , y un estado cualquiera tJ!, demuestrese 
que, si tJ! no es estado propio de ninguno de ellos, se tiene 

2 2 1 (1 ,A )2 (LlA)<I'(LlB)<I' 2: 2" i ([A,B])<I' 

+~ (({A , iJ})<I' - (A) <I' (A)<I')
2 

. 

Aqui, {A , iJ} == AiJ + iJA se conoce como el anticonmutador. 
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Soluci6n. Considerense los operadores A' = A - (A)op, 13' 13 - (B )op . Dado el 
operador 0 = A' + a.B' + ifJB', se tiene que, para cualesquiera a., fJ, (01/'10 1/') 2': O. 
Escojanse a. , fJ de forma que 

y desarrollese (01/' 101/'). 

a.(B'2)op + ~({A' , B'})op = 0, 

fJ(B'2)op + ~ ([A' , B'Dop = 0, 

Esta generalizacion de la relacion de Heisenberg se debe a A. Gamba, Nuovo 
Cimento, 7, 378 (1950). 

P.3.5. Aparentemente podriamos haber considerado, en vez de una onda exponencial , 
una sinusoide sen kr y utilizado la relacion de de Broglie para definir un operador 
momento, Fs por 

Fs sen(kr + 8) = hk sen(kr + 8). 

"Por que no es esto posible? 

Soluci6n. Definido as!, F8 no es autoadjunto (ni lineal) luego no puede representar 
un observable. 

P .3 .6 . En la formulacion de la mecanica cuantica en un reticulo, con las condiciones 
de contorno I/'N+l = I/'- N- l = 0, comprobar que 

y 

etc . 

(

N 
A 0 

Qa = a 0 

o 
N -1 

P3.7. Demostrar (3 .3.3) para ko 1'= o. 

1 
o 

-1 

o 
1 
o 

o 
o 
1 

... . .. ) 
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Evolucion temporal. 
Ecuacion de Schrodinger 

4.1. EI limite clasico de la funcion de onda 

Consideramos una particula con dos posibles funciones de onda IJtn , n = 1, 2. 
Podemos escribirlas como 

Formando la superposicion de ambas, 1Jt12 = 1Jt1 + 1Jt2 , los efectos cwinticos son 
tipicamente las interferencias; recuerdese la discusion a proposito del limite 
cllisico de las rendijas de Young. La probabilidad de encontrar en un punto la 
particula con la funcion de onda superpuesta es 

11Jt12 (r)1 2 =11Jt1 + 1Jt212 = 11Jt1 (r)1 2 + 11Jt2(r)12 + 211Jt1 (r)111Jt2(r)1 COS(O:l - 0:2) 

=ai + a~ + 2ala2 COS(O:l - 0:2)' 

La diferencia entre esto y la expresion clasica se debe al termino de interferen
cia, 211Jt1 (r)111Jt2(r)1 COS(O:l -0:2). Consideremos una region pequefia del espacio, 
U. La probabilidad de encontrar el sistema en la region U es 

Podemos considerar que la aproximacion clasica es una buena aproximacion, 
en la region U, si el termino de interferencia es despreciable, esto es, 

ya que entonces 

Para que la integral con el coseno sea despreciable hace falt a que este coseno 
oscile mucho en la region de integracion, de forma·que las diferentes contribu
ciones se cancelen en promedio al hallar la integral. Por tanto, esperamos que 
ellimite clasico correspond a a grandes fases. Una funcion de onda de un objeto 
casi-clasico sera pues de la forma 

IJt = ae ia
, 10:1» 1. (4.1.1) 
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De hecho, es asi como se obtiene el limite de la optica geometrica a partir de 
la ondulatoria (Goldstein, 1956). 

La esc ala tipica de la mecanica cwintica es h. Podemos definir la cantidad 
A como A = ha y entonces la condicion matelmitica lal » 1 se nos convierte 
en la condicion fisica IAI » h. Para identificar A , la desarrollamos en serie de 
potencias de 11, y escribimos pues 

Ellimite clasico se alcanzara al despreciar todos los terminos excepto el primero 
en el desarollo de A, y al considerar que este es mucho mayor que 11,: 

1 a:::, - Ao, IAol» h. 
11, 

Pero a no tiene dimensiones y 11, las tiene de accion; por tanto, Ao tiene dimen
siones de accion, yes puramente clasica (no depende de h). La supondremos 
proporcional a la accion clasica, Ao = AAcl , donde A es una constante. 

Para encontrar la constante A, consideremos una particula clasica, en una 
dimension, con momento Pcl, Y en un potencial V (x). Su lagrangiano es 

1 2 
Lei = - Pel - V(x). 

2m 

La energfa Eel es igual a la funcion de Hamilton (hamiltoniano), Hcl: 

1 2 
Eel = Hel = 2m Pel + V(x). 

Por tanto, en terminos de Hcl Y de la velocidad clasica Vel = Pel/m, 

1 2 
Lcl = - Pel - V(x) = PclVeI - Hcl · 

2m 

La accion clasica, calculada a 10 largo de la trayectoria cl<=isica, es 

Si el potencial no depende del tiempo, Eel = Hcl es constante, con 10 que 
el segundo termino de la ecuacion se puede integrar; cambiando tambien de 
variable en el otro termino de la ecuacion de arriba, dt = dx(dt/dx) = dx/vel, 
obtenemos finalmente 

Acl = JX dx Pcl - Eelt. (4.1.2) 

Consideremos una particula libre. Entonces Pel es constante Y 

que para t = 0 se convierte en Ael = XPel. 
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Comparando con una onda plana, que corresponde a un valor del momenta 
bien definido, a t = 0, 

vemos que la constante A es de hecho la unidad y, por tanto, hemos obtenido 
que, en ellfmite clasico, la funcion de onda tiene la forma 

( 4.1.3) 

donde Ael es la accion clasica. En tres dimensiones se puede escribir esto como l 

( 4.1.4) 

Un resultado que vamos a utilizar inmediatamente es que, de (4.1.4), 

(4.1.5) 

4.2. La ecuaci6n de Schrodinger (dependiente del tiempo) 

En mecanica clasica la dinamica consiste en encontrar la dependencia en el 
tiempo de las variables canonicas, r e i , P c!' esto es, determinar la trayectoria de 
la partfcula. Como en mecanica cuantica el concepto de trayectoria pierde su 
sentido, y 10 que caracteriza a un sistema es su funcion de onda, la dinamica 
vendra dada por la evolucion de la funcion de onda con el tiempo. 

Consideremos una partfcula en el tiempo t l , con funcion de onda iJ!(r , h). 
Al pasar el tiempo a t2 > tl este sistema habra evolucionado a un est ado 
con funcion de onda iJ!(r, t2)' Claramente, iJ!(r, t2) tiene que ser funcion de 
iJ!(r, h); debido al principio de superposicion, pedimos que est a funcion sea 
lineal, luego vendra dada por un operador lineal (operador evolu ci611 temporal) 
que denotamos por U(t2' tl): 

(4.2.1) 

Mas adelante, en la sec . 5.3, veremos la expresion explfcita de U cuando la 
diferencia t2 -tl es finita; de momenta, vamos a considerar el caso infinitesimal, 
y calcular la cantidad oiJ! (r, t) / at. 

Es conveniente introducir la notacion at par a/at; en nuestro caso es
cribimos, pOI' tanto, otiJ!(r, t) = oiJ!(r, t)/ot. Para encontrar , pues, otiJ!(r, t), 

1 En (4.1.4) df represent a una diferencial de linea, a 10 largo de la trayectoria: 

dfp = L drjpj 

j=1,2,3 
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comenzamos por el caso casi-clasico; de (4.1.3) y despreciando terminos de 
orden relativo n, 

. . 

odi(r , t) c::: (ota)e iAci / 1i + * (OtAcl)aeiAci /1i c::: * (OtAcI)iJi. 

Utilizando ahora (4.1.5) obtenemos 

(4.2.2a) 

Volvamos ahora a (4.2 .1), y consideremos el caso plenamente cuantico. 
Tomando h == t , t2 - t l = E, 

iJi (r , t + E) = U(t + E, t)iJi(r, t). 

Desarrollando ambos miembros en potencias de E, y quedandonos a primer 
orden, 

iJi ( r , t) + EiJi ( r , t) = (1 + Ell) iJi ( r , t) + 0 ( E2 ) 

Y hem os utilizado que, obviamente, U(t, t) = 1 para escribir 

Por tanto, 
OtiJi(r , t) = AiJi(r, t). (4 .2.2b) 

Solo nos falta identificar el operador A. Comparando (4.4.2a) y (4.2.2b) result a 
que, en el caso casi-clasico, 

el operador corresponde a - i/n veces el hamiltoniano (la energia) del sistema. 
Si denotamos, ya en el caso plenamente cuantico, a este operador por iI , resulta 
que hemos encontrado la ecuacion de evolucion deseada: 

(4.2.3) 

Esta es la ecuaci6n de Schrodinger (dependiente del tiempo). Todavfa no cono
cemos la forma explfcita de iI, excepto en el caso casi-clasico, donde (4.2.2a) 
nos dice que 

(4.2.4) 

Mas adelante veremos la forma de iI en casos plenamente cuanticos. 

EJERCICIO: Demostrar que iTt = iT. 

Indicaci611. Evidentemente, 111Ji (r , t)112 no puede depender de t. Utilizar esto 
y la definicion de iT en funcion de A, y de este a partir de U. 
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4.3. Estados estacionarios. Ecuaci6n de Schrodinger 
independiente del tiempo 
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Puesto que il es un observable, busquemos funciones de onda propias de este 
operador, esto es , correspondientes a estados de energia bien definida: 

(4.3.1) 

Los estados I}/ E se Haman estados estacionarios; como veremos, el paso del 
tiempo solo los afecta multiplid.ndolos pOl' una fase global (es decir , indepen
diente del espacio) . 

La ecuacion de Schrodinger nos dice que, para los I}/E que cumplen (4.3.1), 

con solucion 
(4.3.2) 

La dependencia en el tiempo se encuentra totalmente en la fase e- iEt/ ll.. Susti
tuyendo esta I}/E en (4.3.1) y, puesto que il es lineal, obtenemos que 'l/JE( r) 
satisface la ecuacion 

( 4.3.3) 

conocida como ecuaci6n de Schrodinger independiente del tiempo. La reso
lucion de (4.3.3) es uno de los problemas centrales de la mecanica cuantica. 

En general utilizaremos mayusculas (I}/, iP , . .. ) para las funciones de onda 
dependientes del tiempo y minusculas ('l/J, c.p, ... ) para las independientes del 
tiempo. 

4.4. Evoluci6n de operadores con el tiempo. Corchetes 
de Poisson y variables conjugadas. Formulaci6n can6nica 

4.4.1. Evolucion en el tiempo 

Hay operadores que dependen explicitamente del tiempo (el U(t2 ' t 1 ) de la 
seccion 4.2 es un ejemplo) y otros que no, como Q 0 P. De todas mane
ras, como los operadores (autoadjuntos) corresponden a observables, nos in
teresa no solo la dependencia en el tiempo de las funciones de onda sino la 
variacion en el tiempo de los operadores. Sea P un operador que puede depen
del' explicitamente del tiempo 0 , no. Definimos el operador variaci6n de Peon 

e1 tiempo, y 10 denotamos por P, al operador que verifica 

~ d, 
(F)tJF = dt (F)tJF (4.3.4) 

para toda I}/ solucion de la ecuacion de Schrodinger (dependiente del tiempo). 
Calculemos esto. Se tiene, 
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Para evaluar ot'l! utilizamos la ecuacion de Schrodinger, (4.2.3). Teniendo 

tambien en cuenta que iIt = iI, 

(1jfIFIjf) = \ i~ iIljflFIjf ) + \ IjfIF i~ iIljf) + (1jf1(OtF)Ijf) 

= \ Ijfl { OtF + * [iI, F]} Ijf) . 

Puesto que esto es valido para cualquier Ijf hemos obtenido que 

~ of i A A 

F = at + 1i [H,F]. 

En particular, si F no depende explicitamente de t, 

Esto nos permite definir la componente j del operador velocidad como 

4.4.2. Formulacion canonica de la meca.nica cWlntica 

( 4.4.2) 

( 4.4.3) 

(4.4.4) 

La ecuacion (4.4.3) Y la relacion de Heisenberg, (3.4.1), nos sugieren una 
conexion entre conmutadores, [ , ] en mecanica cuantica y corchetes de 
Poisson,2 { , } p en mecanica clasica, a saber, 

10 que completa el principio de correspondencia. 
Gracias a esto podemos definir en mecanica cuantica variables (operadores) 

canonicas conjugadas. Si qcl es una variable canonica clasica, y q el operador 
cuantico correspondiente, la variable clasica conjugada de qcl, que denotamos 
Pc\' se define por {qcl , Pel}P = 1. Definimos el operador canonico conj ugado al 
q, que denotamos por p, como el que satisface la relacion de conmutacion 

[q ,p] = in. 

Esto nos permite una nueva formulacion , conocida como formulacion 
canonica, de la mecanica cuantica. En esta formulacion canonica se postula la 
relacion de conmutacion canonica de Heisenberg; trabajando en una dimension 
por simplificar, 

[Q,F] = in. ( 4.4.5) 

2 Definimos los corchetes de Poisson con el subindice "P" para que no se confundan 
con el anticonmutador. 
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Para probar la equivalencia con la formulacion que hemos considerado hasta 
ahora, en terminos de funciones de onda, tenemos que demostrar que el estado 
de un sistema se puede representar por funciones lJr(q) de una cierta variable 
q tales que 

QIJr(q) = qlJr(q), FIJr(q) = -in}JlJr(q)18q. 

Comenzamos por denotar por q a los val ores propios y IJrq a los estados 
propios de Q: QlJrq = qlJrq. Consideramos ahora el estado (exp iaF In )lJrq; de 
(4.4.5), desarrollando la exponencial, se deduce faci lmente que 

[Q, eiaP/ Il ] = _aeiaP/ Il . 

Por tanto, 

el estado eiaP/nlJrq es un estado propio de Q correspondiente al valor propio 
q - a luego, si consideramos que el espectro es no-degenerado3 deb era ser 
proporcional a IJrq- a: 

eiaP /n.T, = ei</J.T, '¥q '¥q -a · 

La constante de proporcionalidad ha de ser una fase ya que el operador eiaP /11 
es unitario. Podemos escoger la fase arbitraria de IJrq- a de forma que ¢ = 0, 
luego hemos encontrado que 

eiaP/n .T, _ .T, '¥q - '¥q-a· (4.4.6a) 

Derivando con respecto a a y tomando a = 0, 

(4.4.6b) 

Sea IJr arbitrario. Desarrollemoslo en los IJrq y llamemos lJr(q) a los coeficientes 
de este desarrollo, IJr = J dq lJr(q)lJrq . Entonces, 

QIJr = Q J dqlJr(q)lJrq = J dqlJr(q)QlJrq = J dqqlJr(q)lJrq : 

la accion de Q en los coeficientes es 

QIJr(q) = qlJr(q). 

Analogamente, usando (4.4.6b) e integrando por partes, 

3 El caso del espectro (finitamente) degenerado y una demostracion rigurosa puede 
verse en el texto de von Neumann (1932). 
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luego la accion de F en los W(q) es 

, rJr(q) 
PW(q) = -inaq w(q) 

10 que completa la demostracion. A partir de aqui, podemos identificar W(q) 
con la funcion de onda en espacio de posicion y continuar con el desarrollo del 
formalismo cwintico. 

La formulacion canonic a de la mecanica cuantica se debe a Heisenberg 
(que, de hecho, la obtuvo algo antes que la formulacion de Schrodinger) y a 
Heisenberg y Jordan. La primera demostracion de la equivalencia de ambas 
formulaciones se debe al propio Schrodinger. 

4.5. Forma general del hamiltoniano 

Antes de determinar la forma del hamiltoniano es conveniente demostrar un 
teorema auxiliar muy util: 

TEOREMA DE VON NEUMANN Si un operador, F, conmuta con los tres Qj, 
entonces es una funcion de los Q j. Si un operador G, conmuta con los tres Fj , 

entonces es una funcion de los Fj . 

Demostraci6n Trabajamos en una dimension para simplificar,4 y vamos a 
demostrar, como ejemplo, la segunda parte. Consideramos una onda plana, 
Wp(x) = eipx / Ii . Para ella, Feipx/ Ii = peipx/ Ii" 

Supongamos ahora que G y F conmutan. Entonces, 

luego GrJrp es tambien una funcion de onda propia de F, con valor propio p. 
Por tanto, ha de ser de la forma (3.5.4), 

donde Cc es una constante. Esta ecuacion podemos tambien escribirla como 

(recuerdese el primer ejercicio de la sec. 2.6) y, como las Wp forman una base, 
tenemos que tener la igualdad 

G = Cc(F, t) 

como queriamos demostrar. 

4 La demostraci6n que presentamos no es rigurosa; una prueba comp1eta puede verse 
en e1 tratado de von Neumann (1932). 
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4.5.1. Representacion de posicion 

Pasemos a determinar la forma del hamiltoniano, comenzando pOl' una 
partfcula libre. Clasicamente, sabemos que en este caso Hoc! = p~1/2m; uti
lizando el principio de correspondencia postulamos 

flo = _1_ p2 = _ ,.2 ~ 
.. 2m 2m' (4.5.1) 

la segunda formula en representacion de posicion, y donde ~ = L:~=l 02 lOT; 
es el operador iapiaciano. 

Es posible dar una demostracion de (4.5.1) independiente del principio de 
correspondencia. Para ello, caracterizamos una partfcula libre como aquella 
cuyo momento es constante. Por tanto, su hamiltoniano tendra que satisfacer 

~ i A A 

0= P = "fL [Ho, Pl· 

(trabajamos en una dimension). Segun el teorema de von Neumann, esto im
plica que fIo es una funcion de F, que denotamos por fIo = f(F). POI' otra 
parte, identificamos el momenta como el producto de la velocidad pOI' la masa, 
de forma que F = mv. Tenemos pues 

A i A A 

P = mv = m"fL [Ho ,Ql· (4.5.2) 

DesarroUando f(F) en serie, 

DO 

f(F) = LanFn 

n=O 

y aplicando la relacion de Heisenberg, (3.4.1), obtenemos que (4.5.2) implica 
que todos los coeficientes an se anulan excepto a2 Y ao· Identificamos a2 con 
112m; ao es la constante arbitraria que define el origen de energfas. Con esto 
(4.5.1) queda demostrada. 
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EJERCICIO: A) Extender esto a 3 dimensiones. B) Comprobar las relaciones 
de conmutaci6n , a, 

[f(Q), Fd =in-, f(Q), 
aQt 

, a, 
[Qt, f(P)] =in-, f(P) . 

aFt 

Indicaci6n. (B) Desarrollar f en serie • 

En el caso de una particula en un potencial, Vcl (r), tenemos 

1 2 
He! = 2m Pc! + Vel (r); 

podemos utilizar el principio de correspondencia y escribir 

A I, 2 ' 
H=-P +V, 

2m 

donde el operador V se define por 

Vtli(r, t) = Vcl(r)tli(r, t). 

(4.5.3) 

(4.5.4a) 

(4.5.4b) 

De ahora en adelante suprimimos el circunflejo en Vy el indice "el" en Vel, salvo 
que haya peligra de confusion. Utilizando la forma explicita de P, ec. (4.5.3), 
podemos reescribir (4.5.4b) como 

, _n2 

H = 2m ~ + V (r). (4.5.4c) 

De nuevo podemos dar una demostracion general de (4.5.4). Definamos la 
interaccion, Hint por 

H == Ha + Hint, con Ha = P2 /2m; 

trabajamos en una dimension para simplificar. Salvo correcciones relativistas, 
la relacion P = mv sigue siendo valida para una particula en interaccion. 5 Por 
tanto, tenemos que tener todavia 

, i A A 

P=mJi[H,Q]. 

Pera, como ya hemos visto, ya se tiene 

A i A A 

P = mJi [Ha,Q] : 

se sigue que Hint debe de verificar [Hint' QJ = 0 10 que, segun el teorema de 
von Neumann, implica qe Hint es una funcion de Q, que podemos llamar V: 

como queriamos demostrar. 

5 Una prueba formal de esto requiere estudiar las repressentaciones del grupo de 
Galileo, y puede verse en el t exto de Galindo y Pascual (1989). 
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4.5.2. Representacion de momentos 

En representacion de moment os la forma del hamiltoniano no es dificil de 
encontrar. Escribimos las funciones de onda simplemente como tJi(p , t) en lugar 

de tP(p, t); el argumento ya indica que estamos en espacio de momentos. Sin 
embargo, distinguiremos a los operadores en representacion de momentos por 
el subfndice p. La parte libre de Hp, Hop es trivial: 

A p2 
HOptJi(p, t) = - tJi(p, t). 

2m 

la accion del potencial se puede hallar utilizando las ecuaciones (3.5.5). Deno
tando por tJiv a VtJi, 

VptJi(p, t) =tJiv(p, t) = (21f:')3/2 J d3r e-ipr/"tJiv(r, t) 

= 1 J d3r e-ipr/n'V(r)tJi(r t) 
(21fn )3/2 ' 

= 1 J d3r e- ipr/n'V(r) J dp' eiP'r/"tJi(p' t) 
(21fn )3/2 ' 

= J dp' V(p - p')tJi(p' , t) , 

donde hemos definido 

(4.5.5a) 

hem os encontrado que Vp es un operador integral de nucleo V y tenemos 

(4.5.5b) 

Esta forma Hp es util en muchos casos para encontrar soluciones aproximadas 
a la ecuacion de Schrodinger. 
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4.6. La ecuaci6n de continuidad 

Sabemos que la cantidad 1!Ii(r, t)12 represent a la probabilidad de encontrar la 
particula con funcion de onda !Ii en el punto r en el instante de tiempo t. Esto 
nos permite visualizar una particula cmintica como un fluido con densidad p, 
variable de un punto a otro, densidad dada, precisamente, par 

p(r , t) = 1!Ii(r, tWo 

Para que la analogia sea valida hace fait a que el movimiento de este "fluido" 
satisfaga una ecuacion de continuidad, con una definicion apropiada del vector 
"corriente." En efecto , esto es asi, como vamos a ver a continuacion. 

Consideremos la cantidad 

pu(t) = l d3rp(r ,t) = l d3r!Ii*(r , t)!Ii(r , t), 

que representa la probabilidad de encontrar la particula en el interior del vo
lumen U en el tiempo t. En la analogia del fluido , pu(t) seria la cantidad de 
fluido en dicho volumen. Calculamos ahora la variacion de pu(t) con el tiempo. 
Utilizando la ecuacion de Schrodinger (4.2.3), 

dP~t(t) = l d3 r { (Ot!Ii(r , t) *) !Ii(r , t) + !Ii * (r , t)Ot!Ii(r, t)} 

=* l d
3
r {!Ii* if!Ii -!Ii (if !Ii r} ; 

if = _Ji
2 
~ + V. 

2m 

(4.6.1) 

Ahora bien: est a claro que el termino en V de if no da contribucion al miembro 
de la derecha de (4.6.1), ya que V es real. Por tanto, sustituyendo if , 

dpu(t) = ~ j d3r{!Ii* (~!Ii)-!Ii(~!Ii*)}. 
dt 2m u 

Evidentemente, para cualquier funcion f, 

f(~j*) - j*(~1) = div {J(\7 j*) - j*(\7 1)}, 

luego si definimos la corriente de probabilidad jiJi por 

jiJi == ~ {!Ii(r ,t) \7!Ii*(r , t) - !Ii*(r , t)\7!Ii(r , t)} , 
2m 

obtendremos la ecuacion 

(4.6.2) 

(4.6.3) 
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Sea [)U la superficie que rodea al volumen U, y sea ds el elemento infinitesimal 
de superficie. Podemos utilizar el teorema de Gauss para reescribir (4.6.3) como 
la buscada ecuacion de continuidad, 

~ J d3
T p(r, t) + r dsjlj/(r, t) = o. 

ut u Jau 
( 4.6.4) 

Esta ecuacion nos permite interpretar la cantidad dsjlj/ como la probabi
lidad, par unidad de tiempo, de que la particula atraviese el area ds. 

Como una primera aplicacion vamos a calcular la corriente de probabilidad 
asociada a una onda plana. Sea 

tJr(r, t) = ei(kr-wt), k = pin, w = E/n; (4.6 .5) 

entonces, 

\ltJr = iktJr, \ltJr* = -iktJr*; jlj/(r, t) = p/m = v, (4.6.6) 

como era de esperar: la densidad es Plj/ = 1 luego la corriente result a ser 
jl[/ = plj/V = v, analogamente a 10 que ocurre para un fiuido de densidad 
constante, y que se mueve con velocidad constante. 

EJERCICIO: Comprw§bese (4.6.4) en el caso de una onda plana • 

EJERCICIO: Demostrar la forma infinitesimal de la ecuaci6n de continuidad, 

Ot ('1/* lfr) + div j.p = 0 • (4 .6.7) 

4.7. Sistemas con n particulas 

Hasta ahora solo hemos tratado sistemas de una particula. La extension a n 
particulas no present a problemas. La funci6n de onda es ahora 

tJr(rl"'" rn; t); 

su modulo al cuadrado representa la probabilidad de encontrar la particula 1 
en rl, . .. , la a-esima en r a., ... , y la n-esima en rn , en el instante de tiempo 
t. EI operador posicion de la particula a-esima, Qa, viene dado por 

EI operador momento es, similarmente, 

A [) 

PajtJr(rl, .. ·,rn ;t) = -iii-;::;--tJr(rl, ... ,rn;t), j = 1,2,3. 
uTa.j 

Las relaciones de conmutacion son 
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La ecuacion de Schrodinger es ahora 

i nat tJt ( r 1 , . .. , rn; t) = H tJt ( r 1 , ... , r n ; t) . 

Si tenernos un estado estacionario, HtJt E = EtJt E, entonces 

.T, ( . t) - e- iE1,jliol. ( . t) ~E rI ," ., r n , - o/E rI ," . , r n , 

y 

H 1/JdrI ,' " , rn) = E1/JE(rl , '" , r n} 

Si no hay interaccion entre las partfculas, el harniltoniano es la surna de los 
harniltonianos de cada una de ellas: 

, ~ 1 '2 
Ho = ~ 2m P a , 

a= I 

con ma la rnasa de la particula a-esirna. En general , 

H = Ho + V(rI" .. , rn} 

PROBLEMAS 

P.4.1. Calcular la corriente asociad a a una onda esferica saliente , 

eiA:r 

tlf(r) = 1(8, ¢)-, k = pi li , 
r 

con 1 inciepenciiente de r , a grandes distancias (r -> (0) . Utilicese coordenadas po
lares. 

SoiL/cion. En polares (Apenciice III) 

. ili (1 or _ j '. 01 ) 
Jo = 2mr-3 08 08 ' 

. lik 2 
Jr =-2111 , 

mr 

2mr3 sen8 ( l or _ r (1 ). 
o¢ o¢ ] '" 

ili 

Al orden dominante s610 hay componente raciia l. 
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Simetrias y leyes 
de conservaci6n 

5.1. Simetrias de un sistema cwintico 

En un sistema chisico, la existencia de una simetria implica que, si una trayec
toria de este sistema es posible, la transformada por la simetria tambien 10 
es. A cada simetrfa Ie corresponde una ley de conservaci6n: a la invariancia 
por traslaciones temporales (esto es , a que He! sea independiente del tiempo) 
corresponde la ley de conservaci6n de la energia; a la de traslaciones espaciaJes, 
la del momento, y, a la invariancia bajo rotaciones, la de conservaci6n del mo
mento angular. Con los cambios apropiados to do esto puede trasladarse a la 
mecimica cwintica. 

Consideremos una transformaci6n T de un sistema fisico; por ejemplo, una 
traslaci6n. Si antes de efectuar la transformaci6n la funci6n de onda era iJi , 
despues de efectuarla el sistema estani en un nuevo estado cuya funci6n de 
onda denotamos por iJiT . Debido al principio de superposici6n, pedimos que 
iJiT dependa linealmente 1 de iJi , 1 uego podemos im plementar la transformaci6n 
por medio de un operador lineal que denotamos por U (T): 

iJiT = U(T)iJi. (5.1.1) 

Si T es una simetria, las probabilidades deberan ser preservadas por la trans
formaci6n y, por tanto, pedimos que 

(U(T) iJi IU(T) iJi ) = (iJi liJi ) : (5.1.2) 

resulta que el operador U(T) es unitario, 

(5.1.3) 

1 Hay una importante excepcion a esta regia, que es la simetria bajo el cambio t --> -t 
(inversion temporal), que estudiaremos en la seccion 15.2. En este caso, tjlT depende 
anti1inealmente de tjI , esto es, (atjl + {3iP)r = a* <PT + {3* <PT . 

Existe un teorema debido a Wigner que dice que, escogiendo apropiadamente 
las fases arbitrarias de una simetrfa, de la igualdad 

se sigue q ue se puede representar siempre la transformacion T por un operador 
unitario 0 antiunitario. 



54 CAPiTULO 5 

Si S, T son transformaciones de simetria, tambien ST, T- 1 10 son: las 
transformaciones de simetria forman grupo. Podemos pedir que tambien 10 
sean los operadores que las representan y, por tanto, exigiremos que 

(5.1.4) 

Cualquier operador unitario, U, puede escribirse como U = ei'xA, con A 
autoadjunto y hemos introducido el panimetro real A por futura conveniencia. 
Por tanto, a cada transformaci6n de simetria T Ie corresponde un operador 
observable, A, con 

Supongamos que T no dependiera explicitamente del tiempo. Si T es una 
simetria del sistema y 1]/ satisface la ecuaci6n de Schri::idinger, ilil]/ = HI]/, 
tambien su transformada I]/T deb era satisfacerla: 

ilil]/T = HI]/T. 

Como T no depende explicitamente del tiempo, 8t U(T) = 0 y entonces 

HU(T)I]/ =HI]/T = ili8t l]/T = ili8t U(T)1]/ 

=iliU(T)8t l]/ = U(T)HI]/. 

Puesto que esto vale para cualquier 1]/ , hemos demostrado que las transforma
ciones de simetrfa conmutan con el hamiltoniano: 

[H , U(T)] = 0 (5.1.5) 

10 que, en vista de (4.4.3), implica que 

U(T) = o. (5.1.6) 

Sustituyendo U en funci6n de A, diferenciando con respecto a A y poniendo 
despues A = 0 obtenemos que, tambien, 

[H,A] = 0; A = o. (5.1.7) 

Por tanto, el observable A conmuta con el hamiltoniano y represent a una cant i
dad fisica conservada en el tiempo; esto es, los valores esperados (A) no cambian 
con el tiempo. 

En 10 que sigue veremos ejemplos concretos de simetrias. 
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5.2. Las traslaciones espaciales y el operador momento 

Consideremos una traslacion del origen de coordenadas por el vector u ; los 
radios vectores cambian por 

u: r ----> r - u . 

Definimos la accion de esta transformacion en una funcion de onda por 

Escribamos U como U = exp iuA; diferenciando (5.2.1) con respecto a Uj Y 
poniendo u = 0 tenemos 

Por tanto, hemos obtenido que 

A 1 A 

A=--P 
.7 17, J' 

donde P es el operador momento total del sistema, 

11. 

Y podemos escribir U(u) como 

A a 
Paj = - i -a ' 

'raj 

U(u) = e-iuPln. 

(5 .2.2) 

(5.2 .3) 

Debido a estas ecuaciones se dice que el operador momento, P, genera las 
traslaciones. 

Es instructi vo proceder a la inversa. Conociendo 1a expresion de P, (5.2 .2), 
consider amos e - i uP Iii: vamos a verificar que este operador genera tras1aciones 
por e1 vector u . En efecto; desarrollando en serie , 

que no es mas que e1 desarrollo de tJi (rl - u , .. . , 1'11. - u ; t) en serie de potencias 
de u , con 10 que efectivamente hemos deducido (5 .2 .1). 

Si un sistema esta ais1ado, un cambio en e1 origen de coordenadas no debe 
afectarle. Deducimos, pues, que en este caso 

[il, U(u)] = [il, P] = 0; U = P = 0 : (5.2.4) 
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el momenta total se conserva en el tiempo; es decir, el valor medio del momenta 
total en cualquier estado, (P).p, es independiente del tiempo. 

Veamos una aplicaci6n al caso de dos particulas. El hamiltoniano es 

, 1 ' 2 1 '2 
Ho = -- PI + -- P2 . 

2ml 2m2 

Puesto que [H, P] = 0 y como, evidentemente, [Ho, P] = 0, deducimos que 
[V, P] = 0 0, exponenciando, 

[V, U(u)] = O. 

Apliquemos esto a una funci6n de onda arbitraria, IJ/: 

U(u)V(rl,r2)IJ/(rl,r2;t) =V(rl - U,r2 - u)lJ/(rl - u,r2 - u;t) 

= V(rl' r2)U(u)lJ/(rl' r2; t) = V(rl' r2)IJ/(rl - U, r2 - U; t). 

Hemos obtenido que 

(5.2.5) 

esto es , V no depende de rl, r2 individualmente sino s610 de la diferencia: 

5.3. El hamiltoniano como generador de traslaciones 
en el tiempo 

(5.2.5) 

Vamos a encontrar el operador que representa traslaciones en el tiempo. Tal 
como 10 definimos en la sec. 4.2, tenemos 

(5.3.1a) 

Denotando por Tat - to Y desarrollando en potencias de T , 

Utilizando reiteradamente la ecuaci6n de Schrodinger tenemos 

relaci6n valida si H es independiente del tiempo. Segun esto, 

(5.3.1b) 
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y, en consecuencia, 

(5.3.1c) 

Es evidente que el hamiltoniano conmuta consigo mismo, luego iI = 8t H. 
Segun esto, la energia sera conservada cuando H no dependa explfcitamente 
del tiempo. La unica dependencia explfcita posible de H en t es la del potencial 
V, luego la energia sera conservada si V no depende explfcitamente del tiempo, 
exactamente igual que en mecanica clasica. 

La expresi6n (5.3.1c) s610 es valida si H es independiente del tiempo. Si 
H = H(t) depende del tiempo, hay que reemplazar (5.3.1c) por 

U(t, to) = Texp ~I dt' H(t' ). 'i t 

11 to 
(5.3.2) 

La demostraci6n de esta f6rmula y la definici6n de la funci6n Texp se veran en 
las secciones 9.5 y 9.6 . 

PROBLEMAS 

P.5.1. 88 dice que T es antiunitario si es antilineal, 

y, ademas, 

Demostrar que, si (h,2 son unitarios y T1 ,2 antiunitarios, entonces Ud)2 y TIT2 son 
unitarios mientras que UiTj es antiunitario. 

P.5.2. Demostrar que las traslaciones, rotaciones 0 desplazamientos en el tiempo 
vienen representadas necesariamente por operadores unitarios , nunca antiunitarios. 

Soluci6n. Consideramos, pOl' ejemplo, la traslacion representada por U(a) (en una 
dimension). Esta claro que 

U(a) = U(a/2)U(a/2), 

luego , por el resultado del problema anterior, U(a) es unitario independientemente 
de la hipotesis que hagamos para U(a/2). 





CAPITULO 6. 

Problemas en una dimension 

6.1. Generalidades 

Hasta ahora los temas tratados han sido, en su mayor parte, formales. Pero, 
antes de continuar con el desarrollo del aparato matematico, es conveniente 
estudiar con un cierto detalle algunos ejemplos sencillos que, aparte de su uti
lidad intrinseca, sirven para desarollar el sentido fisico de la mecanica cuantica. 
Especificamente, en este capitulo nos vamos a concentrar en el sencillo sistema 
que consta de una unica particula moviendose en una dimension. Solo hay, 
pues, una variable espacial x y un operador momento, 

P = -ina/ox. 

Consideraremos, en general, estados estacionarios para los que 

y la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo se puede escribir como 
una ecuacion diferencial ordinaria: 

iI~e(x) = -~ ~'J,;(x) + V(X)~E(X) = E~E(x) 
2m 

con ~'J,;(x) == d2~e(x)/dx2 . 

(6.1.1) 

La primera propiedad de las soluciones de (6.1.1) que vamos a demostrar 
es que los niveles de energia son no-degenerados, si las ~E son normalizables. 
Es decir , si , para la misma E, 

(6.1.2) 

entonces ~ E 1 Y ~ E2 son proporcionales. 
En efecto: de (u .1.2) resulta inmediatamente que 

/I / 2m ( ) /I /01, ~E1 ~E1 = h! V - E = ~E2 '/-'E2, 

luego ~'J,;1 ~E2 - ~'J,;2~E 1 = O. Integrando, 

~'e1 ~E2 - ~'e2~E1 = constante. (6.1.3) 

El valor de la constante 10 podemos encontrar con el siguiente argumento. Para 
que r~: dx I ~Ea(x)12 sea finito hace falta que ~E (X) tienda a cero cuando x 
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tiende a infinito; por tanto, haciendo tender a cera el miembro de la izquierda 
en (6.1.3) se nos anula, 10 que quiere decir que la constante que hay all! vale 
cera. Podemos integrar de nuevo (6.1.3) y obtener 

7/JE2(X) = (constante)7/JE1 (x), 

como querfamos demostrar. 
Una segunda prapiedad que se sigue muy facilmente de esta es que, ajus

tando la constante arbitraria en 7/JE, podemos, si 7/JE es normalizable, hacer 
que sea real. Para demostrarlo, tomemos complejos conjugados en (6.1.1). Nos 
resulta que 7/JE y 7/JE satisfacen exactamente la misma ecuaci6n. Como esta es 
lineal, tambien 7/JE + 7/JE la satisface. Pera, por el teorema anterior, tendra que 
ser 

7/JE = C {7/JE + 7/JE } · 
Como 7/JE + 7/JE es real, el teorema queda demostrado. 

Estos dos resultados son ciertos incluso si las 7/JE no son normalizables, con 
tal de que tengan un cera en comun. En efecto, con esto basta para concluir 
que la constante de (6.1.3) se anula. 

6.2. Particula libre 

Comenzamos por estudiar la situaci6n mas sencilla, la de una partfcula libre. 
La ecuacion de Schrodinger la podemos escribir ahora como 

/I () 2mE () 7/JE X = --2-7/JE X . 
'Ii 

la solucion mas general dependera de dos constantes1 y la podemos escribir de 
varias formas equivalentes: 

7/JE(X) =C1 sen kx + C2 cos kx 

=C+e ikx + C_e- ikx 

=Csen(kx + C'); 

(6.2.1a) 

la relaci6n entre laS C es elemental, y se dej a como ejercicio, y k (numera de 
ondas) esta definido por 

k = +V2mE 
'Ii . (6.2.1b) 

Puesto que, para una partfcula libre, P y fI conmutan, podemos diago
nalizarlos simultaneamente, esto es, buscar soluciones simultaneas de las ecua-
ciones 

(6.2.2) 

1 Por tanto, hay dos soluciones linealmente independientesj esto no contradice el 
teorema de unicidad de la seccion anterior ya que ni son normalizables ni tienen 
ceros comunes. 
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Encontramos inmediatamente 

.1. () C ikx 'PEp X = e , p = nk = +V2mE (6.2.3a) 

si p :::: ° y, para p ~ 0, 

. 1. () C -ikx 'PEp X = e , p = -nk = -V2mE. (6.2.3b) 

Podemos escribirlas simultaneamente como 

(6.2.3c) 

La solucicSn (6.2.3a) representa ondas planas (partfculas) moviendose en la 
direccicSn de las X crecientes, y la (6.2.3b) 10 mismo hacia las x negativas. 
NcStese que la relacicSn entre energia y momenta clasicos, Eel = p~1/2m, se 
mantiene para los valores proPf~ cuanticos, E = p2/2m. 

Calculemos la normalizacion de los estados (6.2.3): 

(6.2.4) 

Ondas normalizadas a J(p - pi) se obtienen escogiendo ICI = (27rn)-1 /2. 
Los estados 'lj;E 0 'lj;Ep no son de norma finita. Para acabar est a seccicSn 

vamos a construir estados normalizables que evolucionen de acuerdo con la 
ecuacicSn de Schrodinger dependiente del tiempo. Evidentemente, no seran 
estados estacionarios y por tanto tampoco seran solucicSn de la ecuacicSn de 
Schrodinger independiente del tiempo, sino que seran superposiciones de esta
dos con distintos valores del momento y de la energia. 

Comenzamos con un paquete de ondas a tiempo t = 0, 

t[/(x , t = 0) = -- dpeipx/nt[/(p , 0). 1 1 + <Xl 
v27rn -<Xl (6.2.5) 

En representacicSn de moment os el operador evolucicSn temporal para una 
partfcula libre es, segun (4.5.4b) , 

con 10 que obtenemos 

En espacio de posicion, por tanto, 

t[/(x,t) = _1_1+<Xl dpeipx/n- ip2 /2mn t[/(p, 0). 
v27rn -<Xl 

(6 .2.6) 

(6.2.7a) 

(6.2.7b) 
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Estas integrales pueden calcularse explfcitamente para un paquete gaussiano 
como los de la sec. 3.1, que por comodidad tomamos centrado en el origen: 

Entonces, 

_a2p2 
iJi(x,O) = exp --2- . 

2n 

{ 
itp2 _ a2p2 } 

iJi(p, t) = exp - 2mn 2n2 

y, despues de una integracion estandar, 

n1/ 2 _x2 

iJi(x, t) = .. exp . . 
Ja2 + Itnjm 2(a2 + Intjm) 

N6tese que (6.2.9b) se puede reescribir como 

con 10 que vemos imediatamente que 

(6.2.8) 

(6.2.9a) 

(6.2.9b) 

Al evolucionar con el tiempo, el paquete se ha ensanchado de forma que, a 
tiempo t, 

2 10;2 
2 a It 2 

(L\Q)W(x,t) = 2 + 2m2a2 t (6.2.10) 

Esta es una propiedad general, que estudiaremos con mas detalle en la 
secci6n 21.1. 
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6 .3. Partfcula en un pozo infinito . Barrera infinita 

6.3.1. Pozo infinito 

EI siguiente ejemplo que consideramos es el de una partfcula confinada en 
un pozo de potencial infinito de longitud L, de manera que se tiene 0 :::; x :::; 
L. Tomamos el origen de energias de manera que, en el interior del pozo, el 
potencial sea cero (fig. 6.3.1) y por tanto la funcion de onda, para un estado 
estacionario con energia E, satisface la ecuacion 

/I () - 2mE () 7jJE X = ~7jJE x, 0 :::; x:::; L, (6.3.1a) 

que es formalmente identica a la de una particula libre. Sin embargo, para x :::; 0 
y para x > L la funcion de onda tiene que anularse ya que la partfcula no puede 
penetrar ;n estas regiones. La ecuacion (6.3.1a) debe pues complementarse con 
los requisitos 

7jJE (O) = 0, x < 0; x> L. (6 .3.1b) 

La probabilidad de encontrar la particula en un punto no puede variar brusca
mente. Por tanto, los valores de 7jJe(x) en el interior y en el exterior del pozo 
deben de empalmarse suavemente. Es decir , de las soluciones de (6.3. 1a) solo 
podemos aceptar las que satisfacen las condiciones de contorno 

7jJE(O) = 7jJE(L) = O. (6.3.1c) 

FIGURA 6.3.l. 
Pozo de potencial infinito . 

- - "- -"---------'" 

o L 
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Si escribimos la solucion general de (6.3 .1a) como 

V2mE 
k=+-n-' 

la unica posibilidad de satisfacer (6.3.1c) es tener C2 = 0 y, adem as , 
n7r 

k = kn == L' n = entero positivo = 1, 2, 3, .. . 

POl' tanto, la energfa esta cuantizada y tenemos 

n7rX 
'l/;n(x) == 'l/;E,,(X) =Csen L ' 

n 2n2
7r2 

En =---=------::::-;;-
2mL2 

n = 1, 2, 3, ... 

(6.3.2a) 

En el caso del pozo infinito podemos estudiar con detalle ellimite clasico, 
n ---> O. Para que la mecanica clasica sea una buena aproximacion hace falta que 
la dimension caracteristica sea muy grande en comparacion con la constante 
de Planck. La unica cantidad con dimensiones de accion que podemos formar 
es la "accion" entre 0 y L, 

Utilizando (6.3 .2b), A = n7rn: es pues necesario que n » 1. Los niveles ener
geticos siguen cuantizados, pero el saito relativo entre dos niveles consecutivos 
tiende a cero: 

2n+ 1 
-- «1 

n2 

y, en los aparatos de medida, est os niveles apareceran como un continuo. 
Para hacernos una idea numerica, tomamos una particula con masa m = 

10- 20 gr., confinada en una region L de 1 mm, y con energia E = 10-3 ergios. 
Entonces, n ~ 1.3 x 1014 y el saito entre dos niveles consecutivos es 

En+1 - En ~ 1.7 X 10- 17 erg., 

total mente indetectable. 
Esta propiedad de que el limite clasico se alcanza para grandes valores de 

los numeros cuanticos (n, en nuestro caso) es valida con bast ante generalidad. 
El segundo limite que vamos a considerar es el de la particula libre, esto 

es, cuando las paredes del pozo se van al infinito. Para simplificarlo hacemos 
primero un cambio del origen de coordenadas de forma que x ---> x - L /2 y el 
pozo pasa a estar situado entre -L/2 y +L/2. Las funciones de onda son pues, 

'l/; (x) = C sen -- cos - - cos -- sen - . { 
n7rX n7r n7rX n7r } 

n L 2 L 2 
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Hay que distinguir entre valores pares e impares de n. En el primer caso, tene
mos una solucion de tipo seno; en el segundo, de tipo coseno. Combiwindolas, 
es decir , considerando combinaciones del tipo A~n+ l +B~n ' encontrariamos la 
solucion general como la (6.2.1a). El que la solucion tipo seno y la tipo coseno 
ocurran para dos valores distintos (pero contiguos) de n no es un problema; 
como veremos, en el limite L ~ 00 hay que t omar tambien n ~ 00 y los dos 
val ores n , n + 1 se confunden. 

En efecto; considermos el caso n = par, para fijar ideas. Absorbiendo el 
coseno en la constante arbitraria C tenemos 

(6 .3.3) 

Para que ~n no se anule cuando L ~ 00 es necesario hacer a la vez n ~ 00 de 
forma que el cociente n/ L tenga un limite finito. Definamos k por lim n/ L == 
k / n. Utilizando tambien (6 .3.2b) encontramos 

L ~ 00; n ~ 00; 
mr ~ k = V2mE 
L n 

y 

6.3.2. Barrera infinita 

Consideramos ahora una barrera infinita, que localizamos en x 
fig. 6.3.2) . La ecuacion de Schrodinger y condicion de contorno son 

/I () - 2mE () ~Ex =~~EX, o ::; x, ~E (X) = 0, x ::; o. 

(6.3.4) 

(6.3.5) 

o (ver 



66 CAPITULO 6 

Podemos escribir la solucion como 

'l/JE(X) = C sen kx = C {e~ikX + ei (b;+7r)} , (6.3.6) 

y podemos interpretarla ffsicamente como la suma de una onda incidente sobre 
el "fronton", e~ikx, y una reftejada e i (kx+7r), desfasada en 7r con respecto a la 
incidente. 

Notese que, debido al cero de las funciones de onda aceptables, localizado 
en x = 0, la solucion cuando hay una barrera infinita es unica (salvo la cons
tante multiplicativa), a pesar de que no es normalizable. 

6.4. Condiciones de contorno peri6dicas 

En muchos casos de interes pnictico nos encontramos con la propagacion de 
particulas en un medio periodico; por ejemplo, electrones en cristales. Supon
gamos que la periodicidad recurre cada distancia L. Podemos incorporar esto, 
al menos en una primera aproximacion, suponiendo la particula libre pero im
poniendo condiciones de contorno de periodicidad, 

'l/JE(X + L) = 'l/JE(X). 

La solucion genral de la ecuacion de Schrodinger con estas condiciones es 

y la condicion de periodicidad implica que 

Lkn = 2n7r, n = entero = ... , -2, -1,0, 1,2, ... 

La energia est a cuantizada: 
E _ 2n27rn 

n - mL2 . 

(6.4.1a) 

(6.4.1b) 

(6.4.1c) 

En el limite de L ---> 00 la periodicidad desaparece y el espectro tiende a uno 
continuo. 

Este caso es muy parecido al de la seccion anterior, y su discusion se deja 
como ejercicio. Tambien se deja como ejercicio el comparar est a situacion con 
la discutida en la seccion 3.6. 
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El siguiente caso que consideraremos es ligeramente mas complicado, y consiste 
en un pozo cuadrado (fig. 6.5.1) de longitud L y altura a. Tomamos el origen 
de energfas en el fondo del pozo, y es conveniente distinguir tres regiones: 

Region I: 0 S; x S; L; Region II: x S; 0; Region III: x ~ L. 

Asimismo hay que considerar por separado los dos casos E > ayE < a (pero, 
por supuesto, E > 0; si no, no hay solucion) . 

En la region I la ecuacion de Schrodinger es la misma en ambos casos, 

/I () -2mE () 
'l/JEx =~'l/JEx , 

cuya solucion escribimos (recordar (6.2.1)) 

OS; x S; L, 

'l/Jr E(X) = CI sen(kx + 61), 
J2mE 

k = +-- ' 0 < x < L. n ' - - (6.5.1) 

Consideremos para comenzar el caso E > a. En las regiones II y III, V(x) = a; 
luego la ecuacion de Schrodinger es como la de una partfcula libre, pero con 
energfa E - a, 
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con las soluciones 

0/' () C+ ik x C - -ik x 'f/II ,1II E X = II,m e a + II ,m e a; 

J2m(E - a) 
ka. = + n . 

(6.5.2) 

Fisicamente, sin embargo, '!/Jr,II,III no son tres funciones independientes , sino 
trozos de la misma funci6n de onda. Esta no puede variaI' bruscamente, luego 
debemos satisfacer las condiciones de empalme, 

'!/In E (0) = '!/JI E (0) , '!/JI E (L) = '!/JIll E (L ) . (6.5.3) 

Todavia debemos imponer una condici6n mas, y es que la derivada '!/J ' sea 
continua en 0 y L. La raz6n es que , de 10 contrario , '!/J" seria infinita en est os 
puntos, 10 que no es posible ya que el hamiltoniano contiene una segunda 
derivada (el termino _ (n 2 /2m)d2 /dx2 ). POI' tanto, hemos de t ener 

(6.5.4) 

Las cuatro condiciones (6.5.3) y (6.5.4) nos permiten fij ar las seis constantes 
C en funci6n de una de ellas (y la inevitable constante global). El valor de la 
constante no-trivial depende de las condiciones de contorno, que varian segun 
el problema fisico que queramos describir. POI' ejemplo, si queremos estudiar el 
caso en el que lanzamos particulas desde -00, no puede haber funci6n de onda 
que represente particulas viniendo de + 00 , luego debemos poner CiII = O. De 
la misma manera, si las particulas viniesen de + 00 se tendria crt = O. 

No vamos a estudiar mas este caso E > a, que se deja como ejercicio, 
ya que en la sec. 6.6 veremos una situaci6n similar (barrera cuadrada). S610 
mencionaremos que, a diferencia del caso clasico, donde todas las particulas 
atraviesan el pozo, en mecanica cuantica unas 10 atraviesan y otras son refle
jadas. 

Pasemos ahora al caso E < a. La soluci6n en la regi6n I no cambia; en II 
y III , sin embargo, al ser E - a negativo las soluciones son 

'!/Jrr ,III e(x) =Crt,III el<a
X + Cil,III e - l<a

X
, 

vlE-al ""0 =+ . n 
(6 .5.5) 

Estas soluciones s610 son fis icamente aceptables para ciertos valores de las C. 
En efecto: consideremos '!/JIll E (x) para x ---+ +00. E I trozo CIII e- l<a

X decrece 
muy rapidamente y nos queda 
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10 que es absurdo ya que el< a
X crece sin limite al crecer x y, por tanto, repre

sentarfa una particula cuya probabilidad de desaparecer hacia +00 crece ex
ponencialmente. Por tanto, necesariamente se ha de tener citr = O. De forma 
amiloga probarfamos que Cil = 0, luego 

of, () C+ l<a X 
'l-'II E X = II e , 

7/JIII E(X) =CiITe-l<a X 
(6.5.6) 

Las condiciones de empalme (6.5.3) y (6.5.4) siguen valiendo y nos dicen que 

cit = Cr senor, CilI = Cr sen(kL + or)el<a L
. (6.5.7a) 

y 
k Cit = CI - COSOI , 

/'i,a 

(6.5. 7b) 

Por consiguiente ahora or esta fijo, 

y el valor de E no puede ser cualquiera sino que viene forzado por la condicion 
de consistencia 

que nos permite eliminar Or. La condicion de cuantizacion se obtiene una vez 
eliminado Or. La funcion arco tangente esta determinada salvo un multiplo en
tero de 11"; llamando Arc tan a la determinacion principal de este arco tangente , 
definida entre -11"/2 Y 11"/2, la ecuacion de consistencia es 

k 
Lkn + 2Arc tan - = n11" . 

/'i,a 

El numero de soluciones (estados Jigados) es un mJ.mero finito, N, 

N = parte entera de ( 1 + Lv;::n ) 
como es facil comprobar. 

(6.5.7c) 
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FIGURA 6.5.2. Pozo asimetrico, con barrera infinita. 

6.5 .2. Potencial cuadrado con barrera infinita 

Hay una situacion que, aunque no aport a nada desde el punta de vista de 
problemas en una dimension, es util para discutir mas adelante problemas 
tridimensionales. Es un pozo cuadrado de longitud L y profundidad a, con una 
barrera infinita en :r: = 0 (fig. 6.5.2). La ecuacion de Schrodinger en la region I 
es 

y en la region II , 

-~ 'l/Jf~(x) = E'l/Jn(x). 
2m 

Comencemos con el caso E < O. Las soluciones en I, II son 

J2m(a -lEI) 
K,a = n ' 

(6.5.8a) 

(6.5.8b) 

(6.5.9a) 

Si normalizamos la solucion a ('l/JI'l/J) = 1 y utilizamos las condiciones de em
palme, entonces encontramos los valores de las constantes2 

c _ { 2K,a }1/2 
o - K,a L + sen2 K,a L - sen 2K,a L 

(6 .5.9b) 

y la ecuacion de consistencia 

(6.5.9c) 

2 Salvo una fase que escogemos para que la funci6n de onda sea real. 
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F IG URA 6 .6 .1. Barrera cuadrada simetrica. 

Esta ultima solo tiene solucion si l'\,aL 2: 7r /2, luego solo en este caso habra 
estados ligados. Si se tiene exactamente 

entonces el estado ligado est a justo en el borde, E = O. 
Para E > 0 escribimos las soluciones como 

'l/JI(X) =Cosenkax, 'l/Ju(x) = Csen(kx + 0); 

k v'2mE ka = J2m(E + a) . 
11 11 

Las condiciones de empalme nos dan 

sen kaL 
C = COsen(kL + 0) , 

cot 0 = ka + ktankL tankaL . 
k tan kaL - ka tan kL 

6.6. Barrera de potencial. Efecto tune! 

(6 .5.10) 

(6.5 .11a) 

(6 .5.11b) 

Hay un caso parecido al pozo cuadrado que es tambien interesante: es el 
de una barrera cuadrada (fig. 6.6.1). Si E > a , la situacion es similar a la 
del pozo, y la solucion la dejamos como ejercicio. Pasemos al caso E < a. 
Clasicamente, una particula lanzada, por ejemplo desde la izquierda, siempre 
rebotara; cuanticamente la situacion es muy distinta, y hay una probabilidad 
de que la particula atraviese la barrera (e fecto tunel). 
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FIGURA 6.6.2. Penetraci6n y reflexi6n en una barrera cuadrada 
simetrica. 

En las regiones II, III la ecuacion de Schrodinger es identica a la de una 
particula libre. Escribimos las soluciones como 

nl, () C+ ikx C- - ikx 
'l-'1I,rlI E x = II,II 1 e + II ,II J e 

== 'ljJ~,III(X) + 'ljJil,m(X) 
(6.6.1a) 

mientras que, en la region I , 

(6.6.1b) 

K,a Y k son como antes. Las condiciones de empalme nos dan 

+ __ ik (+ _) . Cr - Cr - -- CII - CII , 
K,a 

(6.6.1c) 

Vamos a considerar una situacion en la que la fisica es particularmente 
transparente. Como sabemos, una funcion de ondas 'ljJ±(x) = Ce±ikx representa 
una particula libre moviendose en el sentido de las x positivas ('ljJ+) 0 negativas 
('ljJ - ). Si queremos considerar el caso de una particula lanzada hacia la barrera 
desde las x negativas (fig. 6.6.2), la funcion de onda en la region II tendra 
ambas componentes, ya que esperamos que haya onda refiejada; pero la funcion 
de onda en la region III solo deb era tener la componente 'ljJ~I' ya que no hay 
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partfculas que vengan de x > L. Por tanto, en esta situacion debemos de tomar 
Cirl = 0 con 10 que (6.6.1c) se simplifica a 

2e- ikL 

C+ = e - K,a L C+ ~C-
III , I = -, I ; 

1 - ik/Ka 

C - 2 C+. 
I 1 + iKa/k - (1 - iKa./k)r II' 

( )

-1 
Ka r + 1 +. 

1 + ik r _ 1 Cn, 

(6.6.2) 

Podemos describir 10 que ocurre como sigue (figura 6.6 .2). La partfcula llega 
ala barrera desde las x negativas (onda ?J;iI); parte se refieja, y contribuye a 

?J;ll' y parte se transmite al interior de la barrera (onda ?J;j). Esta es una onda 
atenuada con la distancia, ya que decrece exponencialmente. Alllegar ?J;r a L , 
parte se refieja (onda?J;i, que sigue siendo atenuada) y parte se transmite, ?J;iIl. 
Desde luego esto no acaba aqui; hay refiexiones/transmisiones multiples en los 
extremos de la barrera, pero muy atenuadas: al viajar dentro de la barrera, 
por ejemplo de 0 a L, la onda sufre una atenuacion e-K,a

L , luego la n-esima 
refiexion estani suprimida por un factor e-nK,a

L . 

EJERCICIO: Demostrar que, en ellfmite clasico, 

y todas las demas 1)!~III tienden a cera comparadas con 1)!t • 

6.7. Ceros. Comportamiento de las funciones de onda 
de est ados ligados a gran distancia. 
N ormalizaci6n de estados del continuo 

6.7.1. Ceros 

Volvemos ahora a estudiar propiedades generales de sistemas en una di
mension. En todos los casos que hemos resuelto, si ordenamos el espectro 
iI?J;n = En?J;n de manera que 

Eo < El < E2 < .. . < En < . .. 

hemos encontrado que ?J;o (la funcion de onda del estado fundamental) no 
se anula en la region accesible a la partfcula, ?J;1 (primer estado excitado) se 
anula una vez, ?J;2 dos veces, etc. Ademas, los ceros de 'ljJn +l separan a los de 
?J;n (teorema de Sturm). Esto son propiedades generales para potenciales que 
solo tengan un minimo; nosotros no las demostraremos. 
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6 .7.2. Funciones de onda de estados ligados a gran x 

Hemos visto en los ejemplos de las secciones anteriores que las funciones de 
onda decrecen exponencialmente en las regiones en las que la partfcula no tiene 
posibilidad ciasica de penetrar. Por ejemplo, cuando x -7 +00, si no existe la 
posibilidad cliisica de alejarse indefinidamente. Esto es de esperar: los efectos de 
tipo tunel, puramente cwinticos, deben decrecer a grandes distancias y tambien 
en ellimite h -7 O. 

Es posible dar una demostracion bast ante general de esto; para fijar ideas, 
consideramos el caso x -7 +00. Supongamos entonces que tenemos un potencial 
cualquiera con tal de que, para x -7 +00, 

V(x) :::' AX'.!, A > 0,1/ 2: 0, (6.7.1) 
x-+oo 

y supongamos, ademas, que E < limx-++oo V(x). Para x -7 +00 podemos susti
tuir V(x) por su forma asintotica (6.7.1) con 10 que la ecuacion de Schrodinger 
nos queda 

que se puede resolver asintoticamente con solucion 

'l/JE(X) :::' exp( -bxM), 
x~+CX) 

b = ~ M = 1 + 1//2 
h(l + 1//2) , 

(6.7.2) 

donde A/.I = A si 1/ > 0 Y A/.I = A - E para 1/ = O. 
Un punto importante es la presencia de h en el denominador de b, en 

(6.7.2). Esto quiere decir que, como anunciamos, la probabilidad de encontrar 
una particula en regiones clasicamente prohibidas decrece exponencialmente 
en ellimite clasico, h -7 o. 

EJERCICIO: Verificar el result ado (6 .7.2) en los casos que hemos estudiado 
anteriormente • 
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6.7.3. Normalizacion de estados del continuo 

En la seccion 2.3, cuando discutimos por primera vez es tados propios 1Jt), de 
un observable correspondiendo a valores propios continuos, hicimos ver que 
podfan normalizarse no por una delta de Kronecker, sino una de Dirac: 

(6.7.3) 

Dado que 1Jt), y ClJt), corresponden al mismo estado, dada una funcion de onda 
especifica, se nos plantea el encontrar la constante de normalizacion tal que se 
tenga exactamente una delta, como en (6.7.3). 

En algunos casos el dJculo es casi trivial; por ejemplo, si tenemos lJtp 

C exp(ipx/Ii) , podemos integrar explfcitamente y comprobar que, si ICI 
1/ J 27[" Ii , entonces 

Pero en much os casos la expresion explfcita de las 1Jt es muy complicada y un 
calculo directo muy diffcil ; para algunas interacciones no es posible ni encontrar 
la solucion de la ecuacion de Schrodinger en terminos de funciones estandar. 

En esta subseccion vamos a describir un metoda que nos permite obtener la 
normalizacion de soluciones de la ecuacion de Schrodinger sin mas que conocer 
su forma asintotica (a gran x). Vamos a discutir unicamente el caso en que A 
es k = 1i- 1 J2mE y, en vista de aplicaciones, suponemos que las funciones de 
onda se anulan para x ~ O. Suponemos, ademas, que el potencial V( x) se anula 
rapidamente3 para x --t 00 

Denotemos por 'l/Jdx) a las soluciones de la ecuacion de Schrodinger, con 
k el numero de ondas. Puesto que k es un observable, tendremos 

r+oo 

J
o 

dx'I/JZ(x)'l/Jdx) = Co(k - k') ; (6.7.4) 

se trata de encontrar el valor de la constante C. Para ello, consideramos la 
ecuacion de Schrodinger para gran x. Puesto que el potencial tiende hacia cero 
en el infinito, la ecuacion sera identica a la de una partfcula libre y, por tanto, 
tendremos 

'l/Jk(X) :::: Asen(kx + 0). (6.7.5a) 
x-+ + oo 

Para otro valor k', 'l/Jk'(X) :::: A'sen(kx + 0'). En el c:ilculo actual solo nos 
interesa el caso k :::: k': ya sabemos que, si k -=I- k' , entonces la integral en 
(6.7.4) se anula. Podemos, por tanto, tomar A = A', 0 = 0'. 

Haciendo ahora el cambio de coordenadas x = y - Xo, Xo = o/k, tenemos 
el comportamiento 

'I/J:::: Asenky, 

3 Esto quiere decir que va a cero como rv l /x v con v > l. El caso v = 110 discutiremos 
a l final. 
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con A, 15 independientes de k. Supongamos 15 > 0 para fijar ideas; definimos la 
funci6n IP por 

'l/Jk(Y) == IPk(Y) + Asenky, y 2 o. (6.7.5b) 

entonces IPdy) --+ 0 para y --+ 00. De hecho, con la condici6n que hemos puesto 
para V (x), este limite se alcanza con suficiente rapidez4 para que las siguientes 
integrales sean convergentes: 

{+= 
J

o 
dYlPk(y)senk'y == a; 

Con una sencilla evalaci6n, encontramos que 

1
+= 

dy sen ky sen k' y = ~ 15 (k - k'). 
o 2 

(6.7.6) 

Por tanto, 

( += dx 'l/Jk(X)'l/Jkl (x) = a + a* + b + IAI2~ l5(k - k'). Jo 2 

Comparando con (6.7.4) obtenemos que tiene que ser a + a* + b = 0 y 
C = IAI27f /2: 

dx'l/Jk(x)'l/Jdx) = _7f_I5(k - k'). j + = IAI2 
_= 2 

(6.7.7) 

Resumiendo, tenemos la receta siguiente: evaluese 'l/Jdx) para grandes va
lores de .T . Necesariamente ha de ser de la forma 

'l/Jk(X) ~ Asen(kr + 15). 
x---++oo 

(6.7.8) 

Entonces, las 'l/J k (.T) estan normalizadas por (6.7.7) . 
El caso del potencial coulombiano, que estudiaremos en detalle en la 

secci6n 17.3, sale fuera de esta demostraci6n ya que no decrece suficientemente 
rapido en el infinito . Si denotamos por Xk(r) ala funci6n coulombiana, se tiene, 
a grandes valores de r, 

Xk(r) ~ sen (b- - (a/aok) 10g2kr -l7f/2 + 15z) 
T--J.+OO 

(6.7.9) 

(el significado de las constantes que aparecen aqui 10 veremos en la sec. 17.3). 
Sin embargo, el result ado sigue sindo valida ya que, debido a 10 lentamente 
variable dellogaritmo, la integral correspondiente a (6.7.6) con 

sen (kr - (a/aok) log2kr -l7f/2 + 15z) 

es identic a a la integral con sen( kr + 15). 

4 Dejamos como un ejercicio la demostraci6n de esta propiedad 
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E JERCICIO: Proporeionar los detalles del easo eoulombiano. Extender la dis
eusion al caso de tres dimensiones • 

6.8. Coeficientes de transmision y reflex ion a traves 
de una barrera de potencial 

Consideremos un potencial tal que 

V(x) ---> 0; V(x) ---> a 2 0; 
X-------7' -CX) x---++oo 

(6.8.1) 

la forma detallada de V no nos importa ahora. Para x ---> -00 la funci6n de 
onda sera 

·t/J (x) ~ 't/J-(x ) = Aeikx + Be- ikx
, k = n-1V2mE . (6.8.2) 

X----+ OO 

Para x ---> +00 

suponemos E > a . Si consideramos que hemos lanzado la partfcula desde 
x = -00, en la regi6n x « 0 tendremos onda incidente y reflejada; 10 que 
podemos poner de manfiesto reescribiendo (6.8.2) como 

oJ, () A ikx . oJ, () B - ikx 'l-' in :x: = e ,'I-'r X = e ; 
(6.8 .3a) 

pero, en la region x » 0, s610 tendremos onda moviendose hacia la derecha . 
Por tanto, en esta situacion B+ = 0 y podemos escribir 

(6.8.3b) 

Calculemos las corrientes de probabilidad. En una dimensi6n hay que reem
plazar (4.6.2) por 

. ( ) in { d * * d } J x,t = - if/-if/ - if/ - if/ . 
2m dx dx 

(6.8.4) 

La corriente transmitida es ellimite para gran x positivo de (6.8.4) , esto es, 

(6.8.5) 

Notese la clara interpretacion fisica: IA+12 es la densidad de particulas, y nka/m 
la velocidad . 
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En la region x ----7 -00, 

(6 .8.6) 
y el termino mixto (con producto de As yEs) se anula. Como vemos, el miem
bro de la derecha es la diferencia de dos trozos: corriente incidente (jin) Y 
refiej ada , j r, con 

j_(X) =jin (X) - jr(X), 

. 2nk . 2!ik 
Jin(X) =IAI -, Jr = lEI -. 

m m 

(6.8.7) 

Los coefi cientes de transmisi6n (0 difusi6n) , D , y de reBexi6n, R , se definen 
como la probabilidad de que la partfcula atraviese 0 se refieje en el potencial: 

(6.8.8) 

Utilizando (6.8.6) y (6.8.7) tenemos que 

(6.8.9) 

Es evidente que una particula es transmitida 0 es refiejada, luego debe ser 

R+D = 1, (6.8. 10) 

esto es, 
(6.8 .11 ) 

Veamos esto en el caso sencillo de una barrera como la de la figura 6.6 .2, 
con altura a y longit ud L. Definimos 

k = v'2mE n ' 
k _ y'2m(E-a) 

a - n ' 
y'2m(a - E) 

"'a = n ' 
Encontramos, despues de un caJculo sencillo, pero algo latoso, 

4k2 ",;. 
D para E < a; 

(p + ",2)2 sinh2 L",2 + 4k2",2 ' a a a 

4k2k 2 

D = (k 2 _ k 2)2 sen2 ~k2 + 4k2k 2 ' para E > a; 
a a a 

(6.8.12) 

EJERCICIO: Calcular R en este caso de la barrera y comprobar que, efectiva
mente, R + D = 1 • 
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PROBLEMAS 

P.6.1. Considerese una particula en un pozo infinito. Se tiene, para su funcion de 
onda, 

Cn7r n7rX 
d'lji(x)/dx = ----y;- cos L' 0 < x < L, 

d'lji(x)/dx = 0, fuera del pozo. 

Aparentemente, esto implica que 

d~~X) = _ (~n ) 'Iji(x) + C (7rZ ) {8(x) + 8(x - L)}. 

Demuestrese que, considerando la situacion fisica en la que un pozo infinito es, real
mente, el limite de un pozo finito con paredes muy altas, se pueden suprimir los 
t erminos con 8(x), 8(x - L). 

P.6.2. Dada una particula en un pozo infinito, en el estado fundamental, encontrar 
la probabilidad W(p) de que su momento tenga el valor p. 

Soluci6n. W(p) = 1'ljiI(p)12, donde 'lji1(p) es la funcion en espacio de impulsos. Nor

malizando a la unidad, 'lji1(X) = ftiL sen7rxL, se tiene 

P.6.3. Calcular los coeficientes de transmision y reflexion, D y R, en un potencial 
escalon 

V(x) = 0, x < 0; V(x) = a , x> 0 

cuando E > a. 

Soluci6n . 

con 
PI = ·J2mE, P2 = J2m(E - a). 

Para E = a hay reflexion total: R = 1, D = O. 

P.6.4. Calcular los estados ligados para un potencial dhidico 0 separable, Vf 
AlnUI definido por 

Soluci6n. En espacio de momentos la ecuacion de Schrodinger es 

(p2/2m)'Iji(p) + Af(p) / dp' F(p')'Iji(p') = E'Iji(p), 

con J(p) la trasformada de Fourier de f. Definiendo 

a == / dp' F(p')'Iji(p') 
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hallamos la funcion de onda 

'IjJ(p) = AQ J dp' j(p) /(E - p2 / 2rn). 

Los valores de la energia se obtienen de la ecuacion (implicita) de consistencia que se 
obtiene sustituyendo este valor de 'IjJ(p ) en la expresion para Q : 

P .6.5 . Calcular los estados li gados para un potencial de tipo delta, esto es, Vxo (x ) = 

A6(x - xo) . 

Soluci6n. En espacio de momentos el correspondiente hamiltoniano es 

H'IjJ(p) = (p2/2rn)'IjJ(p) + A(27rn) -1/2e- ip xo/n'IjJ (xo) 

=(p2/2rn) 'IjJ(p) + A(27rn) - le - ipxo/ li J dp' eiP'xo/n'IjJ(p'), 

que es como el del problema anterior con f(p) = (27rn)-1/2e-ip
xo/h 
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EI oscilador armonico 

7.1. Generalidades 

Consideremos una particula, clasica 0 cuantica, que se mueve alrededor de 
un punto que tomamos como origen de coordenadas, y sujeta a un potencial 
regular en el origen y con simetria esferica, V(r 2

). Si suponemos que la particula 
no se aleja mucho del origen (pequeiias oscilaciones, a vibraciones) podemos 
considerar que Irl es pequeno y aproximar 

despreciando terminos de orden Irl4 y superior. EI termino V(O) 10 podemos 
reabsorber en una redefinicion del origen de energias; vemos pues que , en estas 
circunstancias, podemos aproximar cualquier potencial que sea regular en el 
origen por el del Hamado oscilador arm6nico. Consideramos potenciales atrac
tivos; de 10 contrario, la particula no se quedaria en una region proxima al 
origen. En este caso es conveniente definir la frecuencia w por VI (0) = ~ mw2 ; 

con esto el hamiltoniano se convierte en 

(7.1.1a) 

Como vemos, este es la sum a de tres hamiltonianos independientes para cada 
coordenada, 

3 

iI = "£ iIj , (7.1.1b) 
.1=1 

Los tres iI j conmutan entre S1, y por tanto pueden diagonalizarse simultanea
mente: basta buscar soluciones por separado de 

con 
3 

'ljJE(r) = II'ljJjE(r;), E = El + E2 + E 3 · 

j=l 

(7.1.2a) 

(7.1.2b) 

Es decir: hamos reducido el problema, originalmente tridimensional, a resolver 
el oscilador armonico en una dimension, que escribimos simplemente como 

(7.1.3) 
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Antes de resolver el problema cuantico (10 que haremos por dos metodos 
distintos, uno funcional y otro algebraico) vamos a recapitular el caso clasico, 
en particular reescribiendolo de una forma que va a ser util para vel' despues 
el caso cuantico. El hamiltoniano (1a energfa) y las ecuaciones del movimiento 
clasicos son 

H -E - 1 2 1 2 2. 
el - el - 2m Pel + "2mw xcI' 

1 
XcI = - Pel, 

m 
. 2 

Pel = -'mw Xci, 

(7.1.4) 

y hemos utilizado un punta para denotar derivaci6n con respecto al tiempo. 
Para resolver el problema podemos, en lugar de las variables reales Pch Xci, 

utilizar la variable compleja a (y su conjugada, a*) con 

1 {If i } a(t) = r.;-- w - Xci + ~ Pel . 
vnw 2 v2m 

(7.1.5) 

La n se introduce aquf pOI' comodidad de paso al caso cuantico pero, por 
supuesto, a es tan clcisica como las XcI, Pel. En terminos de a, (7.1.4) se con
vierte en 

Eel = nwa*(t)a(t), a(t) = - iwa(t) (7.1.6a) 

con soluci6n 
(7.1.6b) 

y au es una constante. 

7 .2. Metodo funcional 

Es conveniente hacer el cambio de variables 

rmw 
X -t ~ = V r: x, (7.2.1a) 

Con el, se puede reescribir (7.1.3) como 

(7.2.1b) 

Consideremos el limite ~ -t 00; en el podemos despreciar 2E /nw frente a e, 
con 10 que tenemos 

con soluci6n 
'ljJE(O ~ C+et.>/2 + C_e-t.>/2. 

t;~CX) 

C+ tiene que anularse porque, si no, 'l/JE(O crecerfa sinlfmite para gran ~. POI' 
tanto, 
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Esto nos sugiere que definamos rp E por 

con ella (7.2 .1b) se nos convierte en la siguiente ecuacion para rpE: 
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(7.2.2a) 

(7.2.2b) 

La ecuacion (7.2.2) es una ecuacion diferencial clasica; sus unicas soluciones 
que no estropean el comportamiento asintotico son polinomiales, los conocidos 
como polinomios de Hermite,l Hn: 

2 dn 
2 

rp(O = Hn(O = (-l)ne~ d~n e-~, n = 0, 1,2, ... (7.2.3a) 

Ademas, los Hn satisfacen la propiedad de ortogonalidad 

(7.2.3b) 

y esta solucion solo existe si nE = n =entero. Por 10 tanto, la energfa esta 
cuantizada y hemos obtenido que sus valores posibles son los En con 

En = nw(n + ~), n = 0, 1,2, .... (7.2.4) 

Deshaciendo el cambio de variables, las soluciones completas y normalizadas a 
una delta de Kronecker son las 'l/Jn con 

'l/Jn(X) = (mw) 1/4 _1_ e-mwx2/21i Hn (xJmw) ; 
nn v'n!2n n ('l/Jnl'l/Jn'/ = bnn,· 

(7.2.5) 
El oscilador armonico tiene la propiedad de ser simetrico en el espacio de 

las x y el de las p. En efecto: distinguiendo con el subfndice p a los operadores 
en representacion de momentos, Pp = p, Qp = ind/dp, tenemos 

A 1 2 mw2n2 d 2 

Hp = 2m p - --2- dp2 . (7.2.6) 

Para obtener la solucion de Hp'l/Jp,n(P) = En'l/Jp,n(P) basta con definir, en (7.2.6) , 
M == 1/mw2 . Entonces, (7.2.6) es formalmente identica a la ecuacion original 
en x con la sustitucion m ----> IvI. Por tanto, 

'l/J, n(P) = (MW )1/4 _1_ e-lvIwp2/21i Hn (pJMW) 
p , nn v'n!2n n 

(7.2.7) _ (_1_) _1_ e-p2/2mw/l'H (_p_) 
- nmwn v'n!2n n v'nmw . \ 

1 Ver, por ejemplo, Courant y Hilbert (1953); Oberhettinger, Magnus y Soni (1965). 

, , 
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7.3. Metodo algebraico 

El metodo algebraico se basa en el uso sistematico de las relaciones de con
mutacion de Heisenberg. Sin embargo, en vez de trabajar directamente con los 
operadores Q y P es conveniente introducir, analogamente a como hicimos con 
a en el caso clasico, un nuevo operador a, 

A 1 
a=--vr;;;; {~ A i A} w -Q+--P 

2 ,j2m 
(7.3.1a) 

y su adjunto, 

{ /rnA I A} wy 2: Q - ,j2m P . (7.3.1b) 

En efecto, en terminos de estos tanto el hamiltoniano como las relaciones de 
conmutacion se simplifican: 

(7.3.2) 

Lo primero que se puede demostrar facilmente, utilizando (7.3.2), es que 
cualquier valor propio de la energia, E, es igual 0 superior a nw 12. En efecto, 
normalizando 'l/;E a II'I/;EII = I, 

E = ('I/;EIH'I/;E) = n('I/;Elat a'l/;E) + ~nw('I/;eI'I/;E) 
= ~nw + nwlla'l/;El12 2: ~nw. 

Debido a esto, debe existir un valor minimo de la energia, Eo 2: ~nw; deno

taremos por '1/;0 a la correspondiente funcion de onda propia, H'I/;o = Eo'l/;o· 
Para calcular Eo (y todas las de mas energias) comenzamos por probar que 

el operador at I a incremental disminuye la energia en la cantidad nw. En efecto: 
si tenemos H'I/;E = E'I/;E, entonces, utilizando (7.3.2), 

H (at 'I/; E) = ~ nwa t 'I/; E + nwa t aa t 'I/; E 

= at nw { ~ + at a } 'I/; E + nwa t 'I/; E = at H 'I/; E + nwa t 'I/; E 

= Eat'l/;E + nwat'l/;E = (E+ nw) (at'l/;E)' 

La demostracion de que 

es similar y se deja como ejercicio. Debido a estas propiedades se llama a a 
operador de destruccion 0 aniquilacion de energia, y a at operador de creacion; 
y a ambos operadores escalera. 

Volvamos a Eo y '1/;0' La funcion de onda a'l/;o corresponde, segun 10 que 
acabamos de demostrar , a energia Eo - nw. Como, por hipotesis, Eo era la 
energia minima, encontramos una contradiccion a menos que a'l/;o se anule. 
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Utilizando la forma (7.3.2) del hamiltoniano vemos que esto implica que iI1/Jo = 
~nw1/Jo: hemos demostrado que 

, 1 
H 1/Jo = '2 nw1/Jo; a1/Jo = O. (7.3.3) 

Construimos ahora las funciones de onda 1/;n, 

.1. - ('t)no/. 
'Pn = a 'PO' 

Dado que cada vez que aplicamos at incrementamos la energia en nw , result a 
que 

n = 0, 1,2, . . . (7.3.5) 

Hemos encontrado una parte del espectro de energias; nos falt a por demostrar 
que no hay mas. Para ello, supongamos que 'P E fuese una solucion de iI 'P E = 

E'PE' Aplicando al a 'PE disminuimos su energia en lnw luego 

iI(al'PE) = (E - lnw)(al'PE )' 

Cuando l crece, llegani un momento que E - lnw sea menor que ~nw . Como 
esto es imposible, hace falta que, para algun lo , sea al°'PE = O. Por tanto, 

' (' lo- 1 ) 0 a a 'PE = , 

10 que, en vista de la forma de iI, (7.3.2), implica que 

iI (alo- 1'PE) = ~nw (alo - 1'PE) 

por una parte; pero, por otra, 

iI (alo - 1 'PE) = {E - nw(lo - I)} (a1o- 1 'PE) ' 

luego, identificando, hemos encontrado que E = (lo - l)nw + ~nw, que es de 
la forma (7.3 .5) . Que a1o - 1'PE es proporcional a 1/;10- 1 se sigue del hecho que, 
para estados ligados en una dimension, el espectro es no-degenerado (sec. 6.1). 

Los estados 1/;n no estan normalizados a la unidad. Escribimos 

Suponemos que hemos escogido 1/Jo normalizado a la unidad, (1/Jo l1/Jo) = l. 

Utilizando reiteradamente las relaciones de conmutacion para llevar las at a la 
izquierda de las a, result a que 

an(at)n = n ! + (terminos con al menos un a a la derecha). 

Estos ultimos terminos daran cero al aplicarseles sobre 1/Jo luego 

Los estados normalizados son, pues, 

. /. _ 1 ( ' t)n. / .. 
'Pn - q a 'PO , 

vn! 
(7.3.6) 
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EJERCICIO: l. Comprobar las relaciones 

[A (At)n] _ (At)n- l a, a -n a , 

[il , ii] = - fiwii , 

ii'l/;n = vn'l/;n - l, 

7 .4. Sistemas de osciladores independientes 

(7 .3.7) 

• 

Consideremos un cuerpo solido, y supongamos que las moleculas del mismo 
estan localizadas en promedio en los puntos R( n) , donde n = (nl ' n2, n3) son 
numeros enteros, nj = 0, I, 2, . .. Nj -1. Por ejemplo, en un cristal, los puntos 
de la red de moleculas vienen dados por 

con U j los vectores elementales de la red; en total hay NIN2N3 moleculas. En 
la figura 7.4.1 hay un ejemplo de red bidimensional, con Nl = 6, N2 = 5. 

Si r(n) es el vector posicion de la molecula n-esima, denotamos por q(n) 
al desplazamiento de esta molecula de su posicion de equilibrio (fig. 7.4.1): 
r (n) = R(n) + q (n). 

• • • • • • 

• • R q • • • 

• • • r • • • 

• • • • 

• • • • 
u 1 

FIGU RA 7.4.1. Red bidimensional. 
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Como primera aproximacion podemos reemplazar la interaccion entre las 
moh~culas por un potencial global periodico V, con mfnimos para las R(n) y 
que, para pequeiias vibraciones, podemos aproximar por 

No consideramos la posibilidad de que haya un termino lineal que, por otra 
parte, podrfa eliminarse (problema P.7.1). 

Supongamos, por simplificar, que el solido es homogeneo e isotropo: todas 
las moleculas tienen la misma masa m, y el potencial no cambia de un punto 
a otro. Por tanto, V~:ij = C6ij Y c es independiente de n. Podemos definir w2 

por c = ~mw2 con 10 que el hamiltoniano del sistema se nos convierte en 

, '""' { 1 '""' '2 1 2 ,"", ,2 } H = ~ - ~Pnj + 2mw ~qj(n) + V(O), 
2m . . 

n J J 

(7.4.1) 

V(O) == L:Vn(O). Hemos preferido guardar aquf V(O) explicitamente en vez 
de cambiar el origen de energfas para cancelarlo por motivos que se venin 
despues. (j es el operador multiplicacion por q, y el operador momento para 
cada molecula es 

,88 
Pnj = - in 8rj(n) = - in 8qj(n) , 

puesto que las R son constantes. 
El problema se convierte en uno de NIN2N3 osciladores armonicos inde

pendientes; su solucion es sencilla si buscamos estados propios, a la vez, de 
todos los operadores if(n,j), 

, . 1 , 2 1 2 ,2 
H(n,]) =-PnJ· + 7)mw qJ(n) , 2m ~ 

if = L if(n,j) + V(O). 
n ,j 

Para ello, definimos los operadores a(n ,j), y su adjunto at(n,j), con 

1 { /m i ' } a(n ,j) = ~ wy 2 (jj(n) + V2ffi Pnj . 

Tenemos las relaciones de conmutacion 

[a(n,j),a(n',j')] =0, 

[a(n,j),at(n' ,j')] =6.jj,6nn,. 

Ademas, en terminos de los a, at, 

if(n,j) = nw { at (n,j)a(n,j) + ~}. 

(7.4.2) 

(7.4.3) 

(7.4.4) 

(7.4.5) 
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y la energia minima se obtendni para un est ado 1/Jo tal que 

a(n, j) 1/Jo = 0, para todos los n, j. (7.4.6) 

Por tanto, 
'. 1 
H(n , J )1/Jo = ciJiw1/Jo 

luego 
(7.4.7a) 

y hemos tenido en cuenta que L n , nw = 3NIN2N3nw. 
,] 

Ahora se ve por que hemos guardado la V(O). Cuando el solido es 
macroscopico, las N j son enormes; tipicamente, NIN2N3 rv 1023 (el numero de 
Avogadro). Por tanto, resulta mas comodo y natural escoger 

(7.4.7b) 

con 10 que (7.4.7a) se convierte en 

H1/Jo = 0, (7.4.7c) 

esto es, contamos energias desde el minimo. 
Para obtener el resto del espectro de energias y los estados propios for

mamos los est ados 

(N, ~1 ,N2~ l.N3~ 1) 3 l( n ,.1) 

1/Je= IT IT [at(n,j)] 1/Jo (7.4.8) 
n =(O,O.O ) j=1 

donde los l (n, j) son una coleccion de nllmeros enteros y se tiene 

(N,~ l. N2~I,N3~ 1 ) 3 

E = nw ~ ~ l (n ,j), (7.4,9) 
n= (O,O,O) .1=1 

E JERCICIO: l. Escribir las formulas correspondientes a las que van de (7.4.2) 
hasta (7.4 .9) en una dimension (n -> n , el fndice j desaparece) • 
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7.5. Osciladores acoplados. Modos normales. 
Vibraciones de un cristal: fonones. 
Estructura en bandas de las energias de un cristal 

7.5.1. Vibraciones de un solido 
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Nuestro siguiente paso en el estudio de las vibraciones de un solido va a ser el 
tener en cuenta las interacciones entre las moleculas , 10 que nos va a permitir 
considerar el caso en que las perturbaciones se transmiten de unas a otras 
(por ejemplo, como las ondas de sonido). De est as interacciones solo tenemos 
en cuenta las de cada molecula con las adyacentes (interaccion a prim eros 
vecinos). Esto aiiade un termino extra al potencial que denotamos por Vpv 
y que, para una dimension (vibraciones de una "cuerda" 0 "varilla") y para 
pequeiias oscilaciones, podemos escribir como 

Vpv = Vpv (lx(n + 1) - x(n)l) ~ L VJoJ + VJ~ L {q(n + 1) - q(n)} 2 . 

n 

Es decir , suponemos que la interaccion depende de 10 que se separan, rela
tivamente, los vecinos proximos. Hemos supuesto tambien que el solido es 
homogeneo para tomar V(2) independiente de n y recordamos que x(n) = 

R(n) + q(n) con R(n) = nu; aqui u es la distancia entre dos moleculas adya
centes, en la posicion de equilibrio (en el caso disico; en el caso cu;intico, en 
la posicion media) . Notese, ademas, que un posible termino lineal proporcional 
a L:n {q( n + 1) - q( n)} se anula al sumar a todos los puntos de la cuerda, ex
cepto por terminos involucrando los extremos, que son de orden relativo l /N 
y despreciaremos sistematicamente. 

Para comodidad del calculo es conveniente dejar a n que recorra los enteros 
positivos y negativos , de -N hasta +N: 

n = -N, -N + 1, ... - 1, 0, 1,2, ... , +N 

de forma que el total de moleculas es ahora 2N + 1. El hamil toniano total es, 
pues, 

(7.5.1) 

donde hemos definido ~ A == V;~~). 
Es conveniente hacer ahora una pequeiia discusion acerca de los extremos 

de la varilla (0 cuerda). En las ecuaciones de mas arriba , por ejemplo en 
la ultima, tenemos un termino de la forma ~A[q(N + 1) - q(N) ]2 que no 
esta definido. Podemos definirlo requiriendo periodicidad, q(N + 1) = q( -N), 
q(-N - 1) = q(N) 0 poniendo q(N + 1) = q(-N - 1) = 0, tambien por 
definicion. Estas condiciones de contorno int roducen terminos de orden relativQ 
1/(2N + 1) Y por tanto, como ya hemos mencionado antes, los despreciaremos. 
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7.5.2 . Modos normales (caso cl<isico) 

Antes de resolver el problema cwintico, es conveniente estudiar en algun detalle 
el caso elasico. El hamiltoniano es ahora 

H e! = ~ {2~ p~(t) + ~mw2q;(t) +~,,\ [qn+l(t) - qn(t)f} + C; (7.5 .2) 
n--N 

hemos cambiado un poco la notaci6n y la hemos aligerado prescindiendo del 
jndice "el" en qs y ps. Las ecuaciones del movimiento son 

Pn (t) = mQI1,(t) , 

Pn(t) = - mw2qn(t) + ,,\[qn+l(t) + qn-l (t) - 2qn(t)]. 
(7.5 .3) 

El problema se resuelve en terminos de los llamados modos (0 variables) nor
males, que describen las vibraciones del cristal como un todo. Sustituimos el 
conjunto discreto de variables Pn(t), qn(t) por el conjunto continuo, a(k, t) 
donde k varfa entre -7f lu y +7f lu y definimos 

+N { . } 
a(k, t) = (3( k) n~N e- ink'u qn(t) + m~(k) Pn(t) ; (7.5.4) 

comparese con (7.4.3). Las D(k) (frecuencias normales) se van a determinar 
pidiendo que las ecuaciones (7.5.3) se conviertan en 10 analogo ala (7.1.6a), 

a(k, t) = - iD(k)a(k, t) . (7.5.5a) 

Derivando (7.5.4) y utilizando (7.5 .3), 

. (3 "'"' - inku. { 1 . mw
2 

+ 2,,\ i ( )} a = L e m Pn - 1 mD qn + mD qn+l + qn- l . 

Los dos ultimos terminos pueden tratarse cambiando de variable de sum a, 
n --+ n' = n + 1 y n --+ nil = n - 1 Y utilizando la periodicidad con 10 que nos 
queda 

. . _ (3 "'"' - ink'IL { i mw
2 + 2/\(1 - cos ku) } 

la - L e - Pn + n qn , 
m mJt 

luego (7.5.5a) se obtendra si escogemos 

2,,\ 
D2(k) = w2 + - (1 - cos ku). 

m 
(7.5.5b) 

A esta relaci6n se la suele llamar ley 0 relacion de dispersion. De momento (3 
es arbitraria; la vamos a fijar requiriendo que 

j
+7r/U 

Hcl = -7r/U dkhD(k)a*(k, t)a(k, t) + constante + O(lIN ), 

10 que es cierto si 

(3(k) = 
umD(k) 

47fh 

(7.5.6) 

(7.5.7) 
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EJERCICIO: Comprobarlo. 

Indicaci6n. Utilizar las ecuaciones 

1
+7T / U 

dk i(n- n')ku _ 27f s: 
e - Unn' , 

- 7T / U U 

+ 00 L ein(k- k')u = 2: o7T /u(k - k') , 

(7 .5.8) 

11.=-00 

y la funci6n 07T /U se define por J~::~L dk' 07T /u(k - k')f(k') = f(k) • 

Ahora ya tenemos resuelto el problema. La solucion de (7.5.5a) es , obviamente, 

a(k , t) = e- in(k:)tao(k), (7.5.9a) 

con 10 que 

Hcl = 1+
7r

/
u 

dknD(k)lao(k)12 + C : 
- 7r/U 

(7.5.9b) 

el sistema se comporta como una suma continua de osciladores independientes 
de "frecuencia" D (k ). 

7.5.3. Vibraciones de un crista!: caso cml.ntico. 
Estructura en bandas de las energfas 

El caso cuantico es totalmente analogo al clasico. Definimos a( k) (y su adjunto, 

at (k)) por 

a(k) = 
muD(k) 

47fn 
+N { . } L e- inku q(n) + 1 F(n) 

n = -N mD(k) 

junto con la ley de dispersion 

2>-D2(k) = w2 + - (1- cosku). 
m 

(7.5.10a) 

(7.5.10b) 

La ecuacion (7.5.lOa) se puede invertir facilmente; para, por ejemplo, q(n), 

{ffn 1+7r/ u dk· . 
q(n) = - {emkU'a(k) + e-mkuat (k)} . 

41fm - 7r/U JD(k) 

Las relaciones de conmutacion de a, at son, en el llmite N -+ 00, 

[a(k), a(k')] = 0, 

[a(k) ,at(k')] =<5(k - k'). 

(7.5.11) 

(7.5.12) 
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La expresi6n de fI en terminos de creadores y aniquiladore es 

1
+7r / U 

fI = - 7r / U dk nJl(k) {at (k)a(k) + ~ } + c , 

0 , escogiendo C para que cancele el termino I~: f:~ dk nJl( k) x ~, 

1+7r / 1L 
fI = - 7r / n dk nJl(k)at (k)a(k). (7.5.13) 

En esta representacion de fI los valores y estados propios se obtienen 
faci lmente. E l estado fundamental , 'ljJo , satisface 

a(k) 'ljJo = 0, para todo k; 

los estados y valores propios son los 

7f;J.] , .kl = at(kl) ... at (kl) 'ljJo, 

fI 7f;kl , .. ,kl = n{Jl(kd + .. . Jl(kl )}7f;k
"

, kl 
(7 .5.14) 

con los kl ' ... , kl distintos 0 no. 
La extension al caso tridimensional no present a problemas. Para un cristal 

cubico, esto es , con 

R(n) = un, ni = 0, ±1 , ±2, . . . , ±N, 

tcnemos 

(7.5.15) 

Las relaciones de conmutaci6n son, en el limite N ---7 00 , 

[aj(k), al(k') ] = 0, 

[aj(k) , at (k' )] = 6(k - k' )6j l. 
(7.5.16) 

Finalmente, 

(7.5.17) 
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aquf, i es un vector unitario a 10 largo del eje i, i = 1,2, 3, y el termino en A 
en la primera expresi6n de if tiene en cuenta la interacci6n con los primeros 
vecinos en las tres direcciones espaciales. 

El estado '~k l ' ... , kl tiene propiedades parecidas a las de un estado de l 
partfculas libres, con energfa nD(ki ) cada una. A estas "pseudopartfculas" (0 
cuasi-partlculas) se les llama fonon es. Las energfas de un cristal se ordenan 
en bandas; en el caso sencillo que hemos considerado, la primera banda la 
constituyen las energias nD(k) , - 7r /u :S k :S 7r/u (un fonon excitado); la 
segunda, las n {D(kJ) + D(k2 )} , -7r/u :S k1,2 :S 7r /u (dos fonones excitados) , 
etc . Mas detalles, aplicaciones y la generalizaci6n a cristales distintos de los 
cubicos pueden verse en el texto de Kittel (1971). 

PROBLEMAS 

P . 7.1. Ha llar las funciones de onda estacionarias y el esp ectro de energias del os-
cilador asimetrico, 

Soluci6n . Cambiando de variables x 
convierte en 

Y - v / mw2 la ecuacion de Schrodinger se 

11.2 d2
'ljJas(Y) 1 2 2 () ( . V2 ) () 

- -2 d 0 + 2mw Y 'ljJas Y = E + -2 2 'ljJas Y , m Y- mw 

identica a la del oscilador armonico ordinario cambiando 'ljJ(x ) por 'ljJas(Y) Y E por 
E - v / 2mw2. Por t anto, 

E as, n = (n + ~ )1iw - 1/2/2mw2; 'ljJas , n(Y) = 'ljJn(X + V /mw
2

), 

con 'ljJn las de (7.2.5) . 

P.7.2. Resolver el oscilador anisotropo en tres dimensiones , con potencial 

3 

V(r) = 2...: Vij T iTj. 

'i ,j = l 

SQluci6n. Es claro que p odemos suponer Vij = Vji . Ademas, para que V sea au
toadjunto, las V i j tienen que ser reales . Por tanto la matriz y = (Vij) es hermitica y 
real , luego se la puede diagonaliza r por m edio de una matriz ortogonal , 9 = (Cij) . 

Cambiemos de variables : 
pi, = 2...: CijTj. 

j 

Por ser 9 ortogonal, el laplaciano no cambia : .6." = .6.p . Si los valores propios de 
y (que suponemos positivos) los denotamos por ~mw; , i = 1, 2, 3, la ecuacion de 
Schrodinger se nos convierte en 

" ( -11.2 0
2 1 2 2) () ( ) L 2m OPT + 2mwi,Pi 'ljJ p = E'ljJ p , 

, 
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aqui, i es un vector unitario a 10 largo del eje i, i = 1,2,3, y el termino en A 
en la primera expresi6n de iI tiene en cuenta la interacci6n con los primeros 
vecinos en las tres direcciones espaciales . 

El estado '~)kl ' ' ' ' kl tiene propiedades parecidas a las de un estado de I 
particulas libres, con energia lH?( k.;) cada una. A est as "pseudoparticulas" (0 
cuasi-partfculas) se les llam a fonones. Las energias de un cristal se ordenan 
en bandas; en el caso sencillo que hemos considerado, la primera banda la 
constituyen las energias 'ltD(k), -7r/u ::; k ::; 7r/u (un fonon excitado); la 
segunda, las 'It {D(k1 ) + D(k2 )} , -7r/u ::; k1,2 ::; 7r/u (dos fonones excitados) , 
etc. Mas detalles, aplicaciones y la generalizaci6n a cristales distintos de los 
cubicos pueden verse en el texto de Kittel (1971). 

PROBLEMAS 

P . 7 .1. Hallar las funciones de onda estacionarias y el espectro de energias del os
cilador asimetrico, 

Solucion . Cambiando de variables x 
convierte en 

y - {/ /mw2 la ecuaci6n de Schrodinger se 

identica a la del oscilador arm6nico ordinario cambiando '1f;(x) por '1f;as(Y) Y E por 
E - {/ /2 mw2. Por tanto , 

E as , n = (n + ~ )1tw - {/2 /2mw 2
; '1f;as, n(Y ) = '1f;n(X + {/ /mw 2

), 

con '1f;n las de (7.2.5). 

P.7.2. Resolver el oscilador anis6tropo en tres dimensiones, con potencial 

3 

V(r) = L VijTiTj. 

i,j = 1 

SGlucion. Es claro que podemos suponer Vij = Vji . Ademas, para que V sea au
toadj unto , las Vij tienen que ser reales . Por tanto la matriz 1j = (Vij ) es hermitica y 
real, luego se la puede diagonalizar por medio de una matriz ortogonal, 9 = ( Cij) . 

Cambiemos de variables: 

POl' ser 9 ortogonal , el laplaciano no cambia: D. r = D.p. Si los valores propios de 
1j (que suponemos positivos) los denotamos por ~mw; , i = 1,2,3, la ecuaci6n de 
Schrodinger se nos convierte en 
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que se separa en tres osciladores armonicos unidimensionales ordinarios . 

P.7.3. Comprobar que, para pequeno valor delnumero de ondas k , la relacion entre 
energfa y k para un fonon es como la de una partfcula ordinaria con .omasa" efectiva 



CAPITULO S. 

Limites clasico y semiclasico: 
Teorema de Ehrenfest. 
Aproximaci6n WKB 

8.1. Teorema de Ehrenfest 

Hemos mencionado repetidas veces que la mecanica clasica es el lfmite de la 
cuantica cuando Ii es pequeno con respecto a las dimensiones del sistema; 
formalmente, cuando Ii ---7 O. Vamos ahora a estudiar esto en mas detalle. 

Comenzaremos por el teorema de Ehrenfest que nos dice, en terminos ge
nerales, que los promedios cuanticos se comportan como las cantidades clasicas 
correspondientes. Concretamente, vamos a considerar el momenta y la posicion. 

Clasicamente, las ecuaciones que obedecen r eI Y Pel son las de Newton; 
denotando con un punto a la derivacion con respecto al tiempo, 

1 
rel = - Pel, 

m 

con F el la fuerza y V el potencial. Cuanticamente, en cualquier estado I}) , 

d, i" 
dt (QjIOP = h ([H, Qj])OP ' 

Pero if = P 12m + V(r) luego 

" 1, 2' -iii ' 
[H,Qj] = -2 [P ,Qj] = -Pj, 

m m 

esto es, 
d , 1, 
- (Q)op = - (PlOP , 
dt J m 

(S.1.1) 

Analogamente, 
d, i" 
dt (Pjlop = h ([H, Pj])op; 

como [if, Pj ] = iliaV I aTj, tenemos 

~ (Pj)op = _ / aV(r)) . 
dt \ aTj op 

(8.1.2) 

Notese, sin embargo, una importante diferencia con el caso clasico: no es cierto 
en general que (V (r)) sea 10 mismo que V ( (f) ): el valor medio de V en r no 
es 10 mismo que el valor de V en el r promedio. Para ver ellfmite clasico con 
mas claridad tenemos que restringirnos a funciones de onda apropiadas, 10 que 
vamos a ver en detalle para el oscilador armonico. 
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8.2. Limite clasico del oscilador armonico. 
Estados coherentes 

Buscamos estados lJr(x, t) tales que se tenga 

(8.2.1) 

Trabajamos en una dimension y esta claro que los estados estacionarios que 
encontramos en el capitulo 7 no nos valen ya que en ellos los valores esperados 
de momento y posicion son independientes del tiempo. Utilizaremos, en vez de 
Xci y Pel las variables a(t) = aoe- iwt ya* definidas en la seccion 7.1 , y tambien 

haremos los calculos para los operadores a, at en lugar de utilizar los P, Q. 
Debido al teorema de Ehrenfest no tenemos que comprobar que (8.2.1) vale 

para to do instante de tiempo, t; basta que se cum pIa en un instante inicial, 
que tomamos convenientemente como t = O. Escribendo lJr(x , t = 0) == 1/J (x) 
tenemos pues que verificar 

(8.2.2) 

En realidad, no necesitamos preocuparnos de la segunda ecuacion, ya que es 
consecuencia de la primera: si (a)", c:::: ao entonces 

Consideremos el operador b = 0,- ao. De (8.2.2) resulta inmediatamente 
que (b1/Jlb1/J) c:::: O. Esto sugiere especificar 1/J que, en principio, esta unicamente 
determinado salvo correcciones de orden relativo n, requiriendo igualdad, esto 
es, que b1/J = O. Podemos denotar a este 1/J por 1/Jao' estado que esta por tanto 
definido por 

o'1/Jao = ao1/Jao' 

Desarrollando 1/Jao en las 1/Jn de (7.3.6), 

00 00 

. f, _ ~ . f, _ ~ Cn ( ' t)n." 'l'ao - ~Cn'l'n - ~ VnT a '1'0, 

(8.2.3) 

Sustituyendo esta expresion en (8.2 .3), utilizando las relaciones de conmutacion 
de creadores y aniquiladores, y la propiedad o'1/Jo = 0, obtenemos la condicion 
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Por tanto, Cn+l = o:ocnlJn + 1, relaci6n de recurrencia cuya soluci6n es Cn = 
O:ocol v:;:;J. Podemos calcular Co pidiendo que II"l/Jao 112 = 1: 

Tomando Co real hemos obtenido por tanto, 

(8.2.4a) 

que tambien se puede escribir en terminos de Eel como 

00 (E It.; )n/2 n 
.1. _ -Ec1/2Iiw ,"", eI t"LW 0:0 .1. 
'Pao - e L , , 'PO· 

n=O n. n. 
(8.2.4b) 

A estos "l/Jao se les llama estados coherentes. 
Las dos primeras ecuaciones en (8.2.2) se satisfacen; de hecho, tenemos 

igualdad estricta, 

(0,)"'0.0 = 0:0· 

Veamos la tercera: despues de un caJculo sencillo encontramos 

que, efectivamente, es igual a 10:01 2 salvo una correcci6n de orden n. 
EJERCICIO: 1. Demostrar que (i1E)1j; o.o/Eci ~ j'fiW/Eci • 

Consideremos ahora el valor esperado de a en un instante de tiempo arbitrario, 
(a)t == (a)V)o (t). Tenemos 

d(a)t = ~ ([H, a])t = -iw(a)",o 
dt n 

y hem os utilizado que [H, a] = -nwa. Por tanto, integrando esto, 

(a)t = e-iwt(a)t=o = o:oe- iwt 

que, como era de esperar, es el valor cl<isico para todo t. 
Calculemos la proyecci6n de "l/Jao sobre otro estado coherente, "l/J{30: 

("l/Jao 1"l/J(30) = e-(laoI2+I{3012) f (o:o~o)n 
n=O 

= exp { _10:01
2 + 1,B0t - 20:0,Bo } . 

(8.2.5) 
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Los estados 'l/Jao Y 'l/J{3o no son ortogonales. Esto no es sorprendente ya que son 
autoestados del operador Ii que no es autoadj unto (ni normal 1). Sin embargo, 
en ellimite cla,sico, n -+ 0, el solape tiende a cero. En efecto, de (8.2.5), 

1 / 2 11 / 212 

1(0" 10" )1 2 < e-1Ecl -E cl /liw -+ ° <pao <p{3o - Ii->O ' 

y hemos denotado por E~l a la energia correspondiente a {30, E~l = nw 1 {30 12 . 
La forma analitica de 'l/Jao es facil de encontrar. La ecuacion Ii'l/Jao = cxo'l/Jao 

puede escribirse como 

con solucion 

{ 
mw ~} 'l/Jao(x) = Cexp - 2n X2 + xcx6V T-n- . (8.2.6) 

8.3. La aproximacion WKB 

Aunque la mecanica cuantica es ellimite de la clasica para n -+ 0, este limite 
no es analitico. En efecto, recordamos que en la sec. 4.1 argiiiamos que las 
funciones de onda tienen un comportamiento 

Lo que esperamos poder desarrollar, sin embargo, es el coeficiente de lin en el 
logaritmo de I}/. Este es el metoda WKB.2 

Segun esto, escribimos (considerando el caso estacionario para fijar ideas) 

(8.3.1a) 

y vamos a desarrollar a en potencias de n: 

n (n) 2 a = ao + T a1 + T a2 + ... ; (8.3.1b) 

la i se introduce por conveniencia futura. Esperamos que ao este relacionado 
con la accion clasica y veremos que, en efecto, es as!. 

1 Se dice que un operador es normal si conmuta con su adjunto. Puede demostrarse 
que los vectores propios de operadores normales, correspondientes a valores propios 
distintos, son ortogonales. 

2 WKB son las iniciales de Wentzel, Kramers y Brillouin. Otras permutaciones de las 
letras WKB se pueden encontrar en la literatura. El nombre "metodo de Jeffreys" 
tambien aparece en algunos textos. 
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Sustituyendo (8.3.1) en la ecuacion de Schrodinger e igualando orden por 
orden las potencias de n podemos encontrar las (In. En una dimension, y para 
una sola particula, la ecuacion de Schrodinger se nos convierte en 

1 '() 2 in "() ( ) -17 X --17 x =E-Vx . 
2m 2m 

(8.3.1c) 

Al orden mas bajo esto da 

170 (X)2 
2m = E - V(x) 

luego, para E > V(x), 

(JO( x) = ± JX dy J2m(E - V(y). (8.3.2) 

Por tanto, a este orden, la solucion mas general es 

(8.3.3) 

y hemos identificado Pel (x) = J2m(E - V(x)) con el momento clasico. 
Este resultado era de esperar. La funcion de onda completa sera, escogiendo 

por ejemplo la solucion con A _ = 0, que corresponde a particulas moviendose 
en el sentido de las x positivas, y escribiendo directamente la funcion de onda 
con dependencia temporal incluida, 1[r(0) (x, t) , 

Si cambiamos variables en la segunda integral, 

podemos escribir , absorbiendo el limite inferior de la integral en la constante 
arbitraria, 

1[r(0) (x , t) = C exp * fat dt' {Xel (t')Pel (t') - E} . 

Por otra parte, al orden que est amos trabajando, E coincide con Eel, 

Eel = ~ XelPel + Vel' 

Como el lagrangiano clasico, calculado sobre la trayectoria clasica, es Lei 
~XelPel - Vel , result a que hem os obtenido 

(8.3.4) 
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con 10 que, en particular, la discusion de la sec. 4.1 queda completamente 
justificada. Esta ultima expresion (8.3.4) es valida en general (y no solo para 
una dimension). 

Pasemos ahora al caso E < V(x). Podemos definir 

p(x) = j2m(V(x) - E), 

y entonces la solucion general es 

E < V(x). (8.3.5) 

Podemos obtener est a solucion, asf como el analogo de (8.3.4) directamente 
(como 10 hemos hecho aquf) 0 con el siguiente truco: hacemos continuacion 
analftica en la variable tiempo, de manera que 

t ---7 it. (8.3.6) 

Denotando por una barra las cantidades obtenidas con la sustitucion (8.3.6) 
tenemos, en el caso E < V, 

(8.3.7a) 

con 

j
t ·2 

Ael dt'LeI, Lei == - m;eI - V. (8.3. 7b) 

Pasemos al orden siguiente, O(n) en (8.3.1). Obtenemos de nuevo el valor 
de (To ya conocido y, ademas, encontramos la ecuacion 

luego 
(Tl(X) = -~ 10gpeI(x) + constante. (8.3.8) 

Por tanto, a este orden, 

(8.3.9) 
y 

.T. (l)(X) = ~+ et r dyp(y) + ~- e-t .r dyp(y)., E V() (8310) 
If' G:T:::\ G:T:::\. < x. .. 

yp(x) yp(x) · 

El empalme entre las dos regiones, E > V(x) y E < V(x) es complicado y 
nosotros no 10 veremos aquf,3 a pesar de que son precisamente las condiciones de 

3 EI lector interesado puede consultar el texto de Galindo y Pascual (1978) 0 el de 
Landau y Lifshitz (1967), que contiene tambien much as aplicaciones del metoda 
WKB. 
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empalme las que permiten encontrar el espectro de energias en la proximacion 
WKB. 

LCwindo sera una buena aproximacion el metodo WKB? Al menos cuando 
In(Jll « l(Jol, esto es, cuando 

I~: 1« 1, ,\ = lil pcI : (8.3.11 ) 

la aproximacion es buena cuando la longit ud de onda de de Broglie es lent a
mente variable de un punta a otro. 

Por supuesto, la condicion (8.3.11) no se satisface en los puntos en los que 
se tiene E = V, donde Pel = 0 Y ,\ = 00. Estos son precisamente los puntos 
de empalme, que corresponden a puntos de retroceso en la trayectoria clasica. 
Sin embargo, la aproximacion WKB es excelente para calcular, por ejemplo, 
coeficientes de reflexion/transmision incluso cuando (8.3.11) fa lla. La razon la 
veremos en la sec. 10.4, cuando demos otra interpretacion de la aproximacion 
WKB. 

8.4. Efecto tunel en la aproximaci6n WKB 

Vamos ahora a calcular el coeficiente de transmision, al orden mas bajo en 
la aproximacion WKB, para tres barreras representativas (fig. 8.4.1). En los 
tres casos suponemos que la particula viene de la izquierda y despreciamos la 
reflexion multiple. Escogiendo el origen de coordenadas de forma que V(O) = E, 
tenemos 

i/;WKB(X) = Cexp ~1 lax dyj5(y). (8.4.1) 

E l coeficiente de transmision sera4 

(8.4.2) 

En el caso A (barrera cuadrada), V - E = a, y entonces 

En el caso B (diente de sierra), V(x) - E = axiL, luego 

- () J2max PB x = --L . 

4 Intuitivamente, esto es obvio; D es el cociente entre la probabilidad de encontrar la 
particula en 0 + E (a la entrada en la barrera) y en L - E (a la salida de la barrera), 
para E --> O. Una demostraci6n mas completa requiere discutir las condiciones de 
empalme; ver Galindo y Pascual (1978). 
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En el caso C (barrera parab6lica), V(x) - E = 4ax(L - X)/L2 Y tenemos 

2 
pc(x) = L J2max(L - x) . . 

Los coeficientes de transmision son, por tanto, 

D WKB _ {_ 2V2rTU1 L} 
A - exp n ' 

D WKB _ {_l 2V2rTU1 L} 
B - exp 3 n ' (8.4.3) 

D WKB _ {1f 2V2rTU1 L} c - exp -"4 n . 

Podemos comparar el primero con el dJculo exacto, ecuacion (6.8.12). La 
primera de estas ecuciones, con la notacion de la figura 8.4.1 nos da 

D exacto = 16Ea (1 + O(e-2..j2rnaL/ Ii)) exp {_ 2V2rTU1 L} . 
A (E + a)2 n 

El termino O(e- 2 ..j2rnaL/Ii) se debe a refiexiones multiples , que tampoco tuvi
mos en cuenta en el calculo WKB. El termino exponencial , 

{ 
2V2rTU1 L} exp - n 

es identico en el dJculo exacto y en el WKB. Como veremos, esto es una 
propiedad general. 

8.5. Operadores en el limite clasico 

Vamos ahora a tratar brevemente el limite cl<isico de operadores. Cuando 
n -+ 0 podemos utilizar como funcion de onda la WKB, (8 .3.4): 

(por sencillez trabajamos en una dimension). Por tanto, y a orden relativo n, 

Q!f/(x, t) ~ Xci (t)!f/(x, t), 

F!f/( ) = -ina!f/(x, t) ~ aAcI(x, xo) !f/( ) = ()!f/( ) x, t ax - ax x, t Pel t x, t 
(8.5.2) 

y en la segunda expresion hamos utilizado que 
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E o 
(C) 

a 

E 
o L L-__ (B) 

(A) 

o L 

FIGURA 8.4.1. (A) Barrera cuadrada. (B) Diente de sierra. 
(C) Barrera parab6lica. 

(cf. sec. 8.3) . 
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Segun un teorema de von Neumann, cualquier operador autoadjunto P 
puede escribirse como funcion de Q, P: 

P = F(Q,P). 

Despreciando terminos de orden Ji, puede tomarse que Q y P conmutan. Por 
tanto, tenemos, para cualquier P, 
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En definitiva, y como ya habiamos indicado, en ellimite clasico los operadores 
actuan simplemente multiplicando la funcion de onda por la cantidad clcisica 
correspondiente, 10 que podemos escribir como 

8.6. Desintegraci6n alfa en la aproximacjpn de Gamow 
" " 

(8.5.3) 

Algunos nucleos atomicos sufren 10 que se llama desintegracion a, en la que el 
nucleo inicial (N) emite una particula alfa5 pasando a convertirse en un nuevo 
nucleo, N': 

N -tN' +a. 

Las vidas medias para este tipo de procesos varian enormemente, desde menos 
de un segundo hasta bill ones de anos. La explicacion de estos procesos, uno 
de los primeros triunfos de la mecanica cuantica aplicada a nucleos, se debe a 
Gamow. En su modelo se sup one que la particula a preexiste en el nucleo y 
que esta sujeta a un potencial cuyas caracteristicas describimos a continuacion. 
En la region del interior del nucleo, 

o :s; r :s; L, 

con r la coordenada radial (suponemos el nucleo con simetria esferica), con
sider amos que las fuerzas nucleares y las coulombianas, debidas al resto del 
nucleo, producen un potencial que, en promedio, podemos tomar plano. En la 
region de la frontera del nucleo, 

las fuerzas nucleares, que son de corto alcance, pueden despreciarse, y nos queda 
unicamente la repulsion coulombiana, que produce un potencial 2Z' e2 fr. Aqui, 
Z' e es la carga del nucleo N menos dos unidades de la particula alfa (igual ala 
carga del nucleo N') y 2e la carga de la particula alfa; e es la carga del proton. 

El potencial, por tanto, es como el de la fig. 8.6.1, donde hem os puesto una 
barrera infinita en r = 0 para obligar a que el radio vector, r, sea positivo. 

Denotamos por E a la energia de la particula a (la linea de punt os en la 
figura 8.6.1); la barrera de potencial Ie impediria salir del nucleo, en mecanica 
clasica. Pero, en mecanica cuantica, puede atravesarla pOl' el efecto tunel. En 
una primera aproximacion podemos calcular como si el nucleo fuese estable, y 
aproximar el potencial en la region I por un pozo infinito de manera que 

1i2 Jr2 
E = --=---

2L2ma. 

5 Las partfculas a son, de hecho, nucleos de helio. 

(8.6,la) 
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____________ ~ 1 
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,, '---------' 
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FIGURA 8 .6.1. Potencial para una particula alfa en un nudeo, en el 
modelo de Gamow. 

La fun cion de onda en la region I es pues 

(8 .6 .lb) 

El numero de veces por unidad de tiempo que la particulas alfa llega a la 
barrera (el punto £) es la corriente j+, calculada solo con el trozo en eik:-r' en 
(8.6.lb); tenemos, 

(8.6.2) 

Hay ahora que tener en cuenta la probabilidad de que la particula atraviese la 
barrera por el efecto tunel. Esta es, a primer orden en la aproximacion WKB, 

D = exp {-2 1R drJ2m(E - 2z'e2 /r)}. (8.6.3a) 

El valor de R se determina pOI'que es la solucion de E = V(R), esto es, 

4Z'e2 £ 2m 2 
R = Q 

fL27f2 
(8 .6.3b) 

La probabilidad por unidad de tiempo de que la particula alfa atraviese la 
barrera y se escape del nucleo es el producto j+D; la vida media del mkleo, T , 

sera pues el inverso de esta cantidad: 

(8.6.3c) 
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con J+, D dados por (8.6.2a,b). La cantidad T depende exponencialmente de 
los panimetros nucleares Z', L; esto explica la gran variac ion de vidas medias 
para distintos micleos. 

PROBLEMAS 

P.8 .1. Calcular la vida media frente a desintegracion alfa de un nucleo con L = 6 
fm, Z' = 79, a = 2 MeV, E = 23 MeV. 

P.8.2. Calcular el proceso inverso de la desintegracion alfa, esto es, la probabilidad 
de que una particula alfa con energia Ea penetre en el interior de un nucleo (fusion 
nuclear). 

P.8.3. Considerese un dispositivo como el de las rendij as de Young; ver la figura 
adjunta. Calcular , en la aproximcion WKB al orden mas bajo, la funcion de onda en 
rf; el foco , rendij as y rf estan en el plano del pape!. 

Solucion. Tenemos 'Ij;(rf) = 'lj;l(rf) +'Ij;2(rf) , donde 'lj;a es la funcion de onda con 
solo la rendija a abierta, a = 1, 2. Las trayectorias clasicas son las fa . Entonces, 

tanto, 
1 

'lj;a(fJ) =Cexp 1i (Irf - ral + Ira - ril) 

= C exp ~~ [vi £2 + d2 + vi £2 + (X ± d)2 ] 

con x la coordenada vertical de r f (contada a partir del punto medio) , L la distancia 
del foco al plano de las rendijas, supuesta igual a la distancia de este al detector, y d 
es la separacion entre las rendijas; los signos (±), segun a = 1, 2. Para d, Ixl « L , 
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Formulaci6n general de la mecanica cuantica. 
Imagenes de Schrodinger, 
Heisenberg y Dirac. 
Matriz densidad 

9.1. Post ulados de la mecanica cuantica en el formalismo 
de Dirac 

En la seccion 3.5 vimos que es posible describir el estado de un sistema por 
una funcion de onda en espacio de posicion 0 de momentos. En esta seccion nos 
vamos a liberar de representaciones concretas y vamos a dar una formulacion 
general de la meca.nica cuant ica (propuesta por primera vez por Dirac); 10 que, 
de paso, nos va a servir para recapitular sus postulados. En la siguiente seccion 
conectaremos con el formalismo de las funciones de onda. 

Postulados de la meca.nica cuantica 

M. C. 1. Los est ados de un sistema cuantico vienen representados por los 
vectores ,l que denotaremos por Itl'), I<p), . .. de un espacio de Hilbert, 5). 

Los vectores Itl'), Altl') represent an el mismo estado, aunque la constante 
relativa entre dos estados distintos es medible fisicamente. 

M. C. 2. Si Itl'), I<p) son estados posibles de un sistema, tambien la combi
nacion cxltl') + ,81<p) 10 es, para cualquier par de numeros complejos cx, ,8 
(principio de superposici6n). 

M. e. 3. Si un sistema esta en el estado Itl') , la amplitud de probabilidad 
de encontrarlo en el est ado I<p) es (<pltl') ; la probabilidad es W(<p, tl') = 

1(<p1tl')12; suponemos Itl'), I<p) normalizados a la unidad, (tl'Itl') = (<pltl') = 1. 
De 10 contrario, 

M .e. 4. A cada cantidad fisicamente medible Ie corresponde un operador 
autoadjunto, F. El valor medio (0 esperado) de F en el estado Itl') es 

IF) = (tl'IFItl') 
\ I[t (tl'Itl')' 

1 A los veetores I I se les llama en ingles vee tares ket y a los ( I vee tares bra. 
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Notese que, en la notacion que habiamos utilizado hasta ahora, (tJlIFltJI) 
10 escribiamos (tJlIFtJI). Utilizaremos ambas notaciones indistintamente. 

M. C. 5. Las transformaciones de simetria de un sistema cwintico vienen 
represent ad as por operadores unitarios. 2 

Aunque no es un postulado, ya que puede demostrarse matematicamente 
a partir de los postulados dados , citamos aquf una propiedad basica de la 
mecanica cuantica: el conjunto de los vectores propios de un operador obser
vable forma un conjunto completo en 5). Esto es, si 

y escogemos las tJln de forma que (tJln I tJln ,) = 6nn" se tiene la relaci6n de cierre 

n 

El operador ItJI) (tJll se define de la forma "natural," 

ItJI)(tJll: Ip) = ItJI)(tJllp) = { (tJllp) } Ip)· 

Para espectro continuo, reemplazar sumas por integrales y delta de Kronecker 
por delta de Dirac. 

Finalmente, escribimos la ecuacion de Schrodinger en este formalismo como 

ifiot ItJI( t)) = HltJI( t) ). 

9.2. Conexion con el formalismo de funciones de onda 

Consideremos el operador posicion, Q, y sean Ir) sus estados propios: 

(9.2.1) 

Analogamente, para el operador momenta P tenemos los vectores Ip) con 

Pjlp) = pjlp)· (9.2 .2) 

Sea ItJI) un estado arbitrario. Segun M.C.3, la cantidad (rltJI) es la amplitud 
de probabilidad de encontrar el sistema con vector de estado ItJI) en el vector 
est ado Ir), esto es, con un valor r de la posicion. Por tanto, debemos identificar 
esta amplitud con la funcion de onda en el espacio de posicion: 

tJI(r) = (rltJI ). (9.2.3) 

En espacio de momentos , 
tJI(p) = (pltJI). (9.2.4) 

2 Una excepci6n es la inversi6n temporal, que estudiaremos en la sec. 15.2, represen
tada por un operador anti unitario. 



FORMULACION GENERAL DE LA MECAN ICA CUANTICA 109 

Consideremos ahora la cantidad (rip): sera la funcion de onda de una 
particula con momento p , esto es, una onda plana: 

Para encontrar C, vamos a normalizar los Ir), Ip) a deltas, 

(pip') = 8(p - p' ), (rlr' ) = 8(r - r' ) (9 .2 .5a) 

y, por tanto, tendremos 

(9.2.5b) 

Si lJi (r ) es la funcion de onda que corresponde al vector IlJi), y lJi' (r) la que 
corresponde a IlJi') debemos tener 

luego 

8(p - p') = (pip') = J d 3
T (plr) (rip') = J d 3

T (rip) ' (rip') 

= ICI 2 J d3Te i (P' - p )/1i = (2nn)3ICI 28(p - p') . 

(9.2.6) 

Por tanto, tiene que ser (2nn)3ICI 2 = 1 y hemos demostrado que 

(ri p) = 1 eipr/ Ii : 
(2nn )3/2 ' 

(9.2.7) 

hemos fijado la fase arbitraria de los Ir ), Ip) de manera que C sea real positivo. 

E J ERCICIO : 1. Demostrar la relacion (9.2 .6) utilizando que tli(r) = (rltli) y que 

J d 3
T Ir)(rl = 1 • 
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9.3 . Matriz densidad 

Hasta ahora hemos considerado que los estados de los sistemas cminticos 
que estudiabamos eran 10 que se conoce como estados puros: esto es, hemos 
supuesto que el sistema se encontraba en un estado Itlf/ bien definido. En 
general, sin embargo, no tenemos una informacion tan detallada, sino que 
solo sabemos que el sistema tiene una cierta probabilidad estadfstica, Pn, 
n = 1, 2, ... (con Pn 2:: 0 Y Ln Pn = 1) de encontrarse en el estado ltP:n /. A 
estos estados se les conoce como estados mezc1a, ya que el sistema se encuentra 
en una "mezcla" estadistica3 de los estados Itlfl/' Itlf2/ ' ... , con probabilidades 
PI , P2 , .... 

Supongamos que queremos medir el valor del observable F en este estado 
mezcla. Si suponemos los estados Itlfn/ ortonormales, 

(tlfnltlfn' / = onn" 
entonces el valor medio del observable, F P' sera 

(9.3 .1 ) 
n 

Podemos reescribir esto de forma mas conveniente introduciendo un operador , 
que se conoce con el nombre de matriz densidad,4 asociado al estado mezcla, 
y definido por 

(9 .3.2a) 
n 

Esta matriz es claramente autoadjunta. 

EJERCICIO: Demostrar que pt = p • 

Calculemos F p' Desarrollando (9.3.1), 

n 11 

1n n' 

= I)tlfnl { LPn' Itlfn' / (tP:n' / I }Fltlf,./ 
n 11,' 

n 

y hemos utilizado la completitud y ortonormalidad de los Itlfn.J. La ecuacion 
que hemos deducido, 

Fp = Tr(pF) (9.3.2b) 

3 Es importante no confundir esa mezcla estadfstica con una superposicion lineal, a 
la que corresponderfa un estado pur~. 

4 En general , p es un operador; se Ie conoce como matriz por razones historicas. 
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puede tambien utilizarse para estados puros. En efecto, un estado puro Ith} 
podemos caracterizarlo por una matriz densidad p tal que Pn = Onk con 10 que , 
en este caso, p = Itlik } (thl y 

Para est ados mezcla, la dinamica vendra dada por la evolucion temporal 
de p. Si suponemos las probabilidades Pn independientes del tiempo, utilizamos 
la ecuacion de Schrodinger para las Itli,,} y obtenemos 

atp = LPn{ (atltlin) ) (tlinl + Itlin} (at (tlin I) } 
n 

Es decir, la ecuacion de evolucion temporal viene dada por 

(9.3.3) 

Es interesante verificar que p es conservada en el tiempo, p = 0, 10 que puede 
verse de (9.3.3) usando t ambien (4.4 .2) . 

Por supuesto, podriamos haber introducido 130 matriz densidad con el for
malismo de funciones de onda; si hemos esperado a verla despues de introducir 
el formalismo de Dirac es porque, en est e, es mas sencilla y transparente. En 
el formalismo de funciones de onda, por ejemplo de una particula, p es un 
operador integral de micleo 

(9.3.4) 
n 

En efecto: tenemos que demostrar que , para cualquier <1> , 

p<1>(r ,t) = J d3r' K p(r ,r' , t)<1>(r', t). (9.3.5) 

Utilizando (9.3.230) y que J d3r' Ir') (r'l = 1, y suprimiendo la variable t para 
aligerar la notacion, 

p<1>(r) = LPn (rltlin) (tlin 1<1» = LPn (rltlin) (tlin 1 J d3r' Ir' ) (r'I<1» 
n n 

= J d3
r' {~pn(rltlin)( tlinlr' )* } <1>(r') 

= J d3r' { ~ pntlin(r)tli~(r')} <1>(r') , 

como queriamos demostrar. 
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9.4. Imagenes de Schrodinger y Heisenberg 

En to do 10 que antecede hamos trabajado, sin decirlo explicitamente, en 10 
que se llama la imagen de Schrodinger: hem os considerado que los estados 
Iw(t)) (0 las funciones de onda, W(r , t)) dependen del tiempo explicitamente, 
y que operadores tales como los Q, P no tienen dependencia explicita en t. Es 
posible, sin embargo, formular la mecanica cuantica en otra imagen, llamada 
imagen de Heisenberg, en la que los estados I W) H (0 las funciones de onda, WH) 
son independientes del tiempo, pero los operadores QH(t), PH(t) sf depend en 
explicitamente de t. Ambas imagenes estan relacionadas entre sf por medio de 
un operador unitario , por 10 cual son totalmente equivalentes. 

En 10 que queda de esta seccion y en la proxima denotaremos con el 
subfndice S a los estados y operadores en la imagen de Schrodinger. Llamemos 
tambien T(t) al operador que nos pasa de una imagen a otra; evidentemente, 
ha de depender del tiempo. Escojamos el origen de los tiempos de forma que 
las dos imagenes, Schrodinger y Heisenberg, coincidan en el instante t = 0: 
IW)H = IW(O))s· Por tanto, el operador T deb era de satisfacer las condiciones 

IW)H = T(t)IW(t))s, T(t = 0) = 1, (9.4.1a) 

y, ademas, garantizar la independencia en el tiempo de IW)H, 

(9.4.1b) 

Consideremos un sistema conservativo, esto es, tal que el hamiltoniano Hs 
no depende del tiempo. De (9.4.1) y utilizando la ecuacion de Schrodinger, 

0= OtIW)H = { o/i(t) } IW(t))s + T(t)otlw(t))s 

= { otY(t) + i~ T(t)Hs } IW(t))s, 

10 que, por valer para cualquier IW(t))s implica que 

, 1 " 
OtT(t) = h, T(t)Hs, 

con solucion 

(9.4.2) 

(9.4.3) 

Esto era de esperar: T(t) 
(sec. 5.3), 

es el inverso del operador evolucion temporal 

T(t) = U- 1(t,0) (9.4.4) 

esto es, T(t) "vuelve" el estado IW(t))s al estado que habfa en el tiempo t = o. 
La ex presion formal de los operadores QH (t) y PH (t) es sencilla; tenemos 

que pedir que , por ejemplo, para todo par de estados, 
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POI' tanto tenemos 
(9.4.5a) 

y, analogamente, 
(9.4.5b) 

La expresion explicita, sin embargo, solo puede expresarse a traves del de
sarrollo en serie de las exponenciales que definen 'i, 'i-I ya que 'i y QSj 0 

PSj no conmutan. Como 'i y fIs sf conmutan, resulta que la expresion del 
hamiltoniano es la misma en las dos imagenes: 

(9.4.6) 

La imagen de Heisenberg es u til , sobre todo, en teoria cuantica relativista, 
pero nosotros no la vamos a u t ilizar apenas. 

9.5. Imagen de Dirac 

En muchos casos se puede descomponer el hamiltoniano de un problema en 
dos trozos, 

(9.5.1) 

donde la ecuacion de 8chrodinger se puede resolver exactamente para fI~O) , y el 

efecto de fI~l) 10 tenemos en cuenta en aproximaciones sucesivas. Un ejemplo 

importante de esta situacion 10 veremos en teoria de colisiones, cuando fI~O ) es 

el hamiltoniano libre y fI~l) el potencial: 

fI = Ho + V. (9.5.2) 

Dirac introdujo una representacion intermedia entre las de 8chrodinger y 

Heisenberg, en la que la evolucion de los estados viene dada solo por fI~1) , 
es decir, en cierto modo hem os "sustraido" explicitament e la parte conocida, 

fI~O). Los vectores en esta imagen de Dirac5 se definen, pues, por 

(9.5.3) 

con 10 que las t res imagenes (8, H y D) coinciden a tiempo t = O. En la imagen 
de Dirac los operadores son 

QDj(t) = eif!(O)t/TLQs.i(t)e- if!(O)t/TL . ... etcetera. 

Particularmente importante es el operador fIg) (t), que result a ser dependiente 

del tiempo, ya que (en general) fI~O), fI~l) no conmutan: 

(9.5.4) 

5 A veces conocida tambien como imagen de interaccion 0, en teorfa relativista de 
campos, imagen de Dyson . 
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Sin embargo, fIbO) coincide con fI~O): 

, (0) _ '(0) _ '(0) 
HD - Hs = H . (9.5.5) 

Evaluemos ahora la evolucion en el tiempo de los estados en la imagen de 
Dirac. En la imagen de Schrodinger tenemos 

iliotIP(t)) s = (fI(O ) + fI~l)) IP(t))s. (9.5.6) 

De (9.5.3) y (9.5.6), 

iliotIP(t))D = - fI(O)eiir (O) t/nIP(t))s + eifI (O) t/n (fI (O) + fI~1 ) ) IP(t))s 

= _ fI(O)IP(t))D + (fI(O) + eifI (O) t/h fI~1)(t)e-ifI(0) t/n) IP(t))D, 

y, por tanto, 
(9.5.7) 

Como queriamos, IP)D evoluciona solo con- fIg). 
Para tiempos finitos, el encontrar el operador evolucion temporal, UD(t, to), 

requiere un proceso algo mas complicado que el seguido en la sec. 5.3 en la 
imagen de Schrodinger. Comenzamos por definirlo de manera que se tenga 

UD (t, to) IP( to)) D = IP( t))D. (9.5.8) 

Utilizando (9.5.7), 

iliotUD(t , to)IP(tO))D = iliotIP(t) )D 

= fIg)(t)IP(t))D = fIg) (t)UD(t, to)IP(tO))D. 

Como esto vale para todo IP(tO))D, tenemos 

, , (1) , 
iliotUD(t, to) = HD (t)UD(t, to)· (9.5.9a) 

Ademas, UD satisface la condicion de contorno 

(9.5.9b) 

Ambas ecuaciones (9.5.9) son equivalentes a una sola ecuacion integral: 

·it 
, 1 I '(1) I ' I 
UD(t, to) = 1 - h dt HD (t )UD(t ,to) 

to 
(9.5.10) 

que, a su vez , puede resolverse por el metoda de Neumann- Liouville de itera
ciones (0 aproximaciones) sucesivas. La aproximacion de orden cero se obtiene 
considerando fI(1) :::0 0, con 10 que 

UOD(t, to) = 1. 
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Sustituyendo en el miembro de la derecha de (9.5.10) obtenemos la aproxi
macion de orden uno, 

'i t 
~ 1, ~ (I) 

UlD(t,to) = 1- h dt HD ' 
to 

la de orden dos sustituyendo esto en (9.5.10) , etc. Iterando el proceso llegamos 
al desarrollo 

~ _ -1 ~U) ~( I) ~(l) . 00 ( .) it itl itn._l 
UD(t, to) - Z; 1i to dt l HD (tl) to dt2 HD (t2)'" to dtn HD (tn), 

(9.5.11) 
el termino de orden cero en (9.5.11) se define como la unidad. Podemos dennir 
una nueva funcion , la T-exponencial , como el miembro de la derecha de (9.5.11) 
y escribimos 

(9.5.11) 

En la proxima seccion estudiaremos con mas detalle la T-exponencial. 
Como un subproducto de nuestro calculo podemos ahora demostrar la formula 
(5.3.2). En efecto, si iI(t) depende del tiempo basta escoger iI(O) = 0, 
iIU ) = iI(t). 

9.6. Apendice: ordenaci6n temporal y T-exponencial 

Consideremos una expresion como la del termino n-esimo de (9.5.11): 

(9.6.1) 

El orden de las F(tr), ... , F(tn) es esencial cuando, como ocurre con las 
iIU )(t), no conmutan a tiempos distintos: 

[F(t.;) , F(tj)] =1= 0, para t .; =1= t j . 

Definimos la operacion ordenacion temporal, 0 producto- T, y 10 denotamos por 
T , de la forma siguiente: si tenemos un conjunto de operadores que dependen 
del tiempo JVh (tr), ... , Mn(tn ) y los tiempos son tales que 

(9.6.2a) 

entonces 
(9.6.2a) 

Es decir , T ordena el producto de operadores en el sentido de los tiempos 
crecientes de derecha a izquierda. Con esta definicion podemos reescribir (9.6.1) 
como 
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Una propiedad interesante del producto ordenado en el tiempo es que no 
depende del orden en que se tomen los operadores, de forma que 

con (jl, . .. , j n') cualquier permutacion II de los (1, . . . ,n). Podemos por tanto 
reescribir (9.6.2) como 

T{ Ml (tJ) . .. Nfn(tn)} = L B(t.jj -t12 ) ... B(tjn _l -tjJMj, (t.h) . . . Mj" (tjJ 
II 

(9.6.4) 
Y la suma se extiende a todas las permutaciones. Efectivamente, debido a las 
funciones escalon B(t.ju - tju+J) el unico termino no-nulo de (9.6.4) es aquel con 
jl = i 1, ... , jn = in , para el que se verifica (9 .6.2a). 

Debido a que el producto-T no depende del orden podemos escribir 
tambien, para las F, 

T { F(tJ) ... F(t r .) } = ~! LT { F(tjJ ... F(tjJ} 
II 

(9.6.5) 

y II es la permutacion 

II(l, ... ,n) = (jl, ... , jn)' (9.6.6) 

F inalmente, la presencia de las funciones escalon, implfcitas en la definicion 
del producto-T , nos permiten extender las integrales hasta el lfmite superior 
maximo, t. Entonces tenemos, 

(9.6.7) 

Podemos definir esto, formalmente, como 

de manera que An se puede representar como una T-potencia n-esima. De aqui 
definimos la T-exponencial, suma de las An, como 

A(t,to) = I=An(t , to) == Texp A it dt' F(t'). 
11=0 to 

(9.6 .8) 

E J ERCICIO: Demostrar que si P es independiente del tiempo t, entonces 
la T-exponencial coincide con la exponencial ordinaria, es decir, se tiene 
Texp '\ rt dt' P = eAF • 

ho 
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PROBLEMAS 

P. 9 .1. Dado un operador A demostrar que 

Atli(r) = J dV A(r, r')tli (r' ); Atli(p) = J d3p' A(p, p')tli(p') 

con 
A(r , r ') = (rI Al r' ), A(p, p' ) = (p IAlp' ) . 
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Hallar los nucleos correspondientes a los casos A = Qj, Pl Y 11 (11 es un potencial). 

Soluci6n . Para el caso general , 

A tli (r ) = (rI A ltli) = J d3r' (r IAlr' ) (r'ltli ) = J d3r' A(r, r' )tli(r'). 

Con esto se obtiene facilmente que 

Qj (r, r') = rjo(r - r'); Qj(p, p') = in"O. o(p _ p'). 
up] 

Pj(r, r ') = - in O~ oCr - r '); Pj( p , p') = p]o(p - p '). 
] 

VCr, r ') = V( r)o(r - r') ; V(p, p' ) = V(p - p'). 

En la ultima formula, Vesta dado por (4 .5.4a) . 
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Formulaci6n de integrales de camino 
de la mecanica cuantica 

10.1. Formalismo lagrangiano en mecanica clasica 

Comenzamos por recordar el formalismo lagrangiano en mecanica clasica. De
notamos por q = {qa,} al conjunto de variables posicion de un sistema; por 
ejemplo, para una sola particula, q represent a el conjunto de las tres compo
nentes de r. EI iagrangiano del sistema es una funcion de q, q: LcI(q, q), Y 
consideramos el caso de sistemas en los que Lcl no depende del tiempo. Para 
una particula libre, ellagrangiano es 

L 1·2 
Oel = 2 mq , (10.1.1) 

donde hay suma implicita sobre las q (y sobre las m , si hubiera distintas 
particulas con distintas masas). Si hay interaccion, 

(10.1.2a) 

donde, para una interaccion debida a un potencial Vc'I, 

(1O.1.2b) 

EI momenta canonico conjugado a la variable qa se define por 

(10.1.3) 

de forma que , cuando Lei viene dado por (10.1.2), podemos comprobar que 
Po. = mqa y reescribir (10 .1.2) como 

(10.1.4) 

La accion, A, se define como la primitiva de Lei: 

(10.1.5) 

Las trayectorias clasicas, qcl (t), Pel (t) son aquellas para las que la accion es 
estacionaria. Si escribimos, con oq infinitesimal, q --+ qcl + oq , la accion variani 

A --+ Acl + oA, (10.1.6) 
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donde 

(10.1. 7) 

Por ser A estacionaria, oA = 0, 10 que nos da las ecuaciones de Euler- Lagrange 

d aLel ---
dt aq 

oLel 

aq 
que, en el caso (10.1.2), se nos convierten en las de Newton 

(10.1.8) 

(10.1.9) 

En la aproximacion WKB y al estudiar el limite clasico de la funcion de 
onda, vimos que, en la aproximacion semiclasica, la funcion de onda viene dada 
por 

10 que sugiere una conexi on entre trayectorias clasicas y amplitudes cuanticas. 
Esta conexion fue establecida por Feynman (1948) siguiendo un me to do ori
ginado por Dirac (1933) y permite calcular amplitudes cuanticas exactamente 
integrando caminos chisicos. El metoda 10 vamos a describir en las siguientes 
secciones; mas detalles y aplicaciones pueden encontrarse en el libro de Feyn
man y Hibbs (1965) . 

10.2. Amplitudes de transici6n para un tiempo 
infinitesimal 

Consideramos una particula cuantica que en el tiempo to esta en el lugar ro, 
esto es, en el est ado Iro). Queremos calcular la amplitud de probabilidad de 
encontrarla en el lugar r, esto es, en el estado Ir) en el instante de tiempo t. 
Claramente, para el tiempo tel estado habra evolucionado al estado U(t, to)lro) 
y, por tanto, la amplitud deseada, que denotamos por Dt-to(ro ~ r) vendra 
dada por 

(10.2.1) 

Suponemos que el hamiltoniano no depende del tiempo; de 10 contrario, 
Dt - to (ro ~ r) dependerfa tambien del instante de tiempo inicial, to. 

A partir de Dt-to(ro ~ r) podemos encontrar la funcion de onda lJi(r, t) 
evolucionada de una arbitraria, dada en to. En efecto: 

lJi(r, t) = (rllJi(t)) = (rIU(t , to)llJi(to)) 

= J d3ro (rIU(t, to)lro)(rollJi(to)) 

luego 

(10.2.2) 



FORMULACION DE INTEG RALES DE CAMINO DE LA MECANICA CUAN TICA 121 

A D se Ie suele llamar propagador. 
Comencemos por el caso en que T == t - to es infinitesimal. Por razones que 

senin obvias en un momento, vamos a cambiar la notacion, llamando r -i a ro y 
r Hl a r. Queremos, pues, calcular 

(10.2 .3) 

Tenemos que U(to + T,to) = exp(- iTiI j fi) ; sustituyendo en (10.2.3), intro
duciendo la unidad en la forma J d3p Ip)(pi = 1 y, desarrollando a primer 

orden la exponencial en la expresi6n para U, nos queda 

Ahora bien: si el hamiltoniano es de la forma 

iI = ~ p2 + V (Q), 
2m 

(10.2.4) 

entonces, haciendo actuar p2 ala izquierda y V(Q) ala derecha tenemos 

(piP = (p ip y Qlr) = rlr), 

luego 

(pliIlr) = {2~ p2 + V(r)} (plr) = Hcl(p, r)(plr), 

donde Hcl es el hamiltoniano clasico. En general, incluso si iI no es de la forma 
(10.2.4) , podemos definir el hamiltoniano clasico correspondiente a iI por 

(10.2.5) 

Podemos tomar a (10.2.5) como una expresi6n del principio de correspondencia. 
Utilizando (10.2.5) y reexponenciando encontramos que 

J 3 { IT A } 2 DT(ri --7 r·i+l) = d p (r H llp)(pl r i) 1 - r; HcI(p , r i) + O(T ) 

= J d3p (r i+ll p )(plri)e- iTHct(p ,ril/n + 0(T2). 

Finalmente, utilizando (9.2.7) para los (plr) obtenemos 
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0, si iI tiene la forma (10.2.4), 

- V(r i )} + 0(72
). 

(10.2.6b) 
Si la partfcula fuese una partfcula disica (que no 10 es) (rHI - ri)/7 serfa la 
velocidael de la partfcula. Esto nos sugiere definir ri por 

(10.2.7) 

Repetimos que no es cierto que r i coincida con drddt; (10.2.7) no es, pm el 
momento, mas que una notacion comoda. 

En el caso (10.2.6b) la integral sobre el3p es de tipo gaussianol y puede 
hacerse explfcitamente con 10 que obtenemos 

( 
m )3/2 i7 . 2 

DT(ri ~ r Hd = -.- exp -Lc!(r'i' rd + 0(7 ) 
2m{a Ii 

(10.2.8) 

donde hemos definielo 

que coincidirfa, si r fuese realmente elr / dt, con el lagrangiano clasico ele las 
variables ri, r'i' 

Las ecuaciones (10.2.6 y 8) son notables. Nos dan una amplitud de tran
sicion cuantica, Dr, en terminos de cantielades clasicas Lei, He!' De momento, 
si embargo, est as ecuaciones solo son validas para 7 ~ 0, 

EJERCICIO: Comprobar que, si fI depende del tiempo, se tiene 

(10 ,2.9) 

1 Strictu senso, la integral (10.2,6b) no esta definida (es divergente), Podemos darle 
sentido aiiadiendo a 7 una pequeiia parte imaginaria positiva, T -+ T + iE, E > 0, 
con 10 que la integral es convergente y podemos tomar el Ifmite E -+ 0 despues 
de hacerla, Supondremos que todas las integrales divergentes en esta y la proxima 
seccion las definimos de esta manera. 
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10.3. Formulaci6n de integral sobre caminos 
de las amplitudes de transici6n 

Consideramos ahora D dado por (10.2.1) con t - to finito . Este caso podemos 
reducirlo al anterior utilizando la propiedad de grupo del operador de evolucion 
temporal 

Para ella dividimos el intervalo T = t-to en N intervalos de duraci6n r == T / N. 
Definiendo tn = to + nr (tN coincide con t = to + T, y tambien identificaremos 
r Neon r) tenemos 

(10.3.1) 

Introduciendo N - 1 veces la unidad en la forma J d3ri !ri) (r i !' i = 1, ... , N - 1, 
, 

DT(ro --> r) = d rl ... d rN-l (r!U(t N' tN-l)!rN-l) x J 3 3 ' 

x .. . (r'i+l!U(ti+l , ti)!ri)'" (rl!U(t1 , to)!ro) 
N-l N-l 

= J II d3
rj II DT(r; --> rHd!ro ). 

j=1 i=1 

Podemos ahora utilizar sin mas (10.2.6a), por ejemplo. En efecto; el error en 
cada termino es 0(r2 ) = 0 (1/N2 ) . Como hay N terminos, el error total sera 
O(l/N) luego 

DT(rO --> r ) = 

0 , si se prefiere, 

(10.3,2) 

Si hubieramos utilizado (10.2.8) habrfamos obtenido 

N-l 

( 
m )3N12J 3 3 ir '" DT(ro --> r) = lim -.- d rl ... d rN-l exp t L...; Ldri' r i) ' 

N->oo 27rlnr n ;=0 

En ambas ecuaciones , 

ri+l - r ; 
ri = 

r 

(10.3.3) 
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FIGURA 10.3.1. Trayectorias. Linea de puntos: trayectoria quebrada 
uniendo los puntos (ti , ri). Linea delgada ondulada: interpolaci6n r(t). 
Linea gruesa curvada: trayectoria clasica. 

EJERCICIO: Utilicese (10.2.9) para demostrar que, si iI depende del tiempo, 

Dto ,T(ro -; r) . J Nrr- 1 3 rrN d 3pk iT N - 1 

= l~ d Tj (211'Ji)3 eXP-n 2:= {riPi+1-Hcl(Pi+1 , ri,ti)} 
j=l k=l i=O 

• 

(10.3.4) 

Concentn§monos ahora en el caso en el que el hamiltoniano es de la forma 
p2/2m + V(r) y, por tanto, DT venga dado por (10.3.3). Construimos una 
funcion r(t) (camino 0 trayectoria) con las condiciones 

r(ti ) = ri, dr(ti)/dti = rio 
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Una tal trayectoria es la linea delgada continua de la figura 10.3.1 (representada 
en una dimensi6n). Podemos escribir dri == dr(t.i ). Ademas, 

N-1 N-1 

T L Lcl(ri, ri) =T L Lcl(r(ti) , dr(ti )/dti ) 
i=O 

I
to

+
T 

( dr(t') ) 
-+ dt'LcI r(t'), -d ' == A~o [r], 

T--+O to t 

donde A~o [r] es la acci6n calculada a 10 largo de la trayectoria r(t). La ecuaci6n 
(10.3.3) nos dice entonces que 

( 
m ) 3N/2 

DT(ro -+ r) = lim -.-
N--+CXJ 21nnT 

j N - 1 . Ito+T ( d (t)) 
x 11 d3

r(tn ) exp * to Lcl r(t) , ~t 
3N/2 j N-l . . m 3 1 t 

= hm (-.to.-) IT d r(tn ) exp ~ At [r]. 
N--+CXJ 21flnT n 0 

n= l 

(10.3.5) 

La expresi6n (10 .3.5) es 10 que se llama una integral fun cional; esto es, no 
integramos sobre una 0 varias variables, Il. dr", sino sobre un conjunto de 
funciones. Simb6licamente representamos la "diferencial funcional" por Dr, y 
entonces (10.3.5) se escribe como 

DT(rO -+ r) = C j (Dr)f-1 exp k A~: [r], tN == to + T. (10 .3.6) 

Debe quedar claro, sin embargo, que el sentido de (10.3.6) viene dado por su 
igualdad con (10.3 .5). 

Volvamos ahora a la imagen representada por la figura 10.3. Intuitivamente, 
podemos decir que la amplitud de probabilidad de que la partfcula, que parti6 
de ro , llegue a un punto dado r (situado en cualquier lugar del espacio) es el 
producto de las amplitudes de probabilidad de que llegue de ro a r1 , r 1 arbi
trario; de este a otro tambien arbitrario r2 , etc. , hasta acabar en r , integrando 
sobre todas las posibilidades intermedias, d3rr, ... , d3rN -1. Esto es, en efecto, 
10 que encontramos en (10.3.5) , por ejemplo. Pero es mas: podemos decir que 
una partfcula cuantica, para ir de ro a r , recorre todas las trayectorias posibles, 
r(t) (y no s610 la clasica, senalada con la linea gruesa en la fig. 10.3.1); cada 
trayectoria contribuye a la amplitud con la exponencial de i/ n multiplicado 
por la acci6n clasica calculada a 10 largo de dicha trayectoria. Hay, ademas, 
que sumar (integrar) las contribuciones de todos los caminos. De nuevo esto 
aparece claramente en la ecuaci6n (10.3.5). 



126 CAPITULO 10 

Feynman ha demostrado que es posible deducir la formulacion ordinaria 
de la mec;anica cuantica postulando la ecuacion (10.3.6) 0 la (10.2.9), de ma
nera que hay una completa equivalencia entre ambas formulaciones. Intuiti
vamente esto es obvio; una prueba formal de que , por ejemplo , (10.2.9) im
plica la ecuacion de Schrodinger no es diffcil. Consideramos el caso en que 
He! = p2/2m + V(r). De (10.2.2) y (10.2.6a) tenemos, para T infinitesimal, 

tli(r, t + T) = j d3ro tli(ro, t) j (2~':)3 {I _ i;' 

+ O(T2) 

j d3ro lJF(ro, t) ei(r-ro)p/n 

- iT j d3ro tli(ro, t) j ~ ei(r-ro)p/n (~ + V(ro)) + O(T2) n (27rn)3 2m 

= tli(r, t) 

y hemos utilizado que J d3pei(r-ro)p/n = (27rn)35(r - ro). POl' tanto, en el 
lfmite T ---+ 0, 

que es, efectivamente, la ecuacion de Schrodinger. 
Para acabar, damos explfcitamente la formula para la funcion de onda 

tli(r, t) evolucionada de una tli(r, to), que se sigue de (10.3.5): 

( 
m )3N/2 

tli(r, t) = lim -. -
N->OCI 27rlnT 

j N-l . it ( d) 
x Do d3r(tn)tli(ro,to)expk to dt' Lei r(t), d: . 

(10.3.7) 
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10.4. La aproxirnaei6n WKB en forrnulaei6n de integrales 
de earninos 

La expresion (10.3.5) y la interpretacion de integrales de eaminos que presen
tamos nos sugiere inmediatamente la aproximaeion semiclasiea. La exponeneial 
exp iA/11 oseilara violentamente si IAI » 11; las eontribueiones de los diferentes 
eaminos tienden a eaneelarse, y solo sobreviviran los eaminos para los que A 
sea minimo, es decir, las trayectorias clasicas. 

Para ver esto formalmente haeemos un cambio de variables utilizando, en 
vez de las rn = r(tn) las € definidas por 

r(t) = rcI(t) + 111/2€(t). (10.4.1) 

Podemos interpretar las € como las fluctuaciones cU[inticas alrededor de la 
trayectoria clasiea, rcl(t). El cambio de variables es tal que, en (10.3.7), 

N~l N~l 

II dr(tn ) = 113N/2 II d€(tn), 
n=O n=O 

con 10 que la dependencia en 11 de la constante en (10.3.7) se cancela. Esta es, 
por supuesto, la razon de la 111

/
2 en (10.4.1). Tenemos, pues 

iJr(r, t) = lim C(N, T) 
N-> OCJ 

y la constante C(N, T) = (m/21TiT)3N/2 es independiente de 11. Consideremos 
ahora la aecion, y desarrollemosla en poteneias de 111

/
2

: 

A t [ '/0. 1/ 2 (:] -it d 'L ( '/0.1/2(: drcl + '/0.1/2 d€ ) 
to r cl + n ." - to t cl reI + n .", dt' n dt' 

= it dt' Lc1(rcl,rcl) 
to 

+ it dt' L {oLcl(r, r) 
to i orcl ,i 

(10.4.3a) 

+ J dt'F, 

donde hemos llevado a cabo una integraeion por partes y 
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El termino en corchetes de (10.4.3a) se anula debido a las ecuaciones de Euler
Lagrange. El termino 

(la acci6n a 10 largo de la trayectoria clasica) es independiente de ~, luego sale 
fuera de la integral cuando sustituimos (10. 4.3) en (19.4.2). Por tanto, esta 
ultima se convierte en 

.i J. ' dt'Lcl(rcl ,r cl) fIT 3 iJr(r ,t) =e" La lim C (N,T) d ~niJr(~o,to)expiF 
N->oo 

(10.4.4) 
I 

= (Constante) exp h {Acdrcd + O(n)} , 

y la constante es independiente de n en el limite n -+ O. 
La ecuaci6n (10.4.4) se reconoce como el primer termino del desarollo 

WKB , ecuaci6n (8.3.4). Integrando explicitamente el termino en F , con la 
forma de F dada en (10.4.3b) , obtendriamos la constante en (10.4.4) y siguiendo 
con el desarollo (10.4.3b) tantos terminos como quisieramos. Este metoda es 
valido cuando hay soluci6n, r eI , de las ecuaciones clasicas del movimiento; 
en zonas prohibidas clasicamente hay que utilizar un truco similar al de la 
secci6n 8.3, pasando de t a it. 

Aunque extraordinariamente intuitivo, y muy l'ttil en estudios formales de 
teoria de campos cuanticos, el formalismo de integrales de caminos es mucho 
mas dificil de utilizar que el bas ado en la ecuaci6n de Schrodinger , y por ella 
10 abandonamos aqui. 

PROBLEMAS 

P.10.1. Evaluar, en el formalismo de integral de caminos, el propagador D para un 
oscilador armonico en una dimension 

P.I0.2. Adaptar Ia aproximacion semiclasica al caso en que A) Hay mas de una 
trayectoria clasica que va de ro a r. En concreto, considerese el caso de dos rendij as de 
Young, como en Ia primera figura; y B) Al caso en que hay un continuo de trayectorias 
posibles, por ejemplo, un potencial central con ro y r alineadas una con otra y con 
el centro de potencial, 0, como en la segunda figura . 
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Solucion. En el primer caso, ver P. 8. 1. En el segundo, consideremos los pianos que 
pasan por la linea r oOr. Los podemos parametriozar por el angulo ¢ que forman con 
un plano fij o . Cada trayectoria clisica se realiza en uno de estos pIanos, y la existencia 
de varias trayectoria posibles se debe a la simetrfa con respecto a rotaciones alrededor 
de la linea r oOr. Podemos entonces caacterizar la posicion de la particula no por las 
componentes cartesianas, r = T j, j = 1, 2, 3 sino por las ¢, p donde p es un vector 
de dos componentes en el plano de angulo ¢ . Debido a la invariancia bajo rotaciones 
alrededor de la linea roOr , DT(po , ¢ -+ p, 'if) no puede depender de ¢ y basta con 
repetir el analisis como si trataramos con el movimiento de una particula en un plano. 



CAPITULO 11. 

Teoria <;Ie pe~turbaciones 
y aproXlmaClones 

11.1. Perturbaciones de niveles no degenerados. 
Oscilador anharmonico 

Hay muy pocos casos en los que la ecuacion de Schrodinger puede resolverse 
exactamente; pero hay, por otra parte, muchas situaciones en las que el hamil
toniano puede descomponerse en dos trozos , 

(11.1.1) 

tales que la ecuacion de Schrodinger puede resolverse exactamente para fI CO) 
y la correccion (perturbaci6n) AfIl es suficientemente pequeiia para que tenga 
sentido buscar soluciones desarrollando en potencias de A. Notese que la 
situacion es muy distinta de la del metodo WKB; ahora el problema, incluso a 
orden cero, es completamente cuantico. 

11.1.1. Espectro discreto y no-degenerado 

Comenzaremos pOI' el caso mas sencillo en el que fI CO) (al que se llama 
hamiltoniano no-perturbado) tiene espectro discreto no-degenerado; esto es, 
la ecuacion 

(11.1.2) 

tiene solucion unica para cada E;O) salvo, pOI' supuesto, la inevitable cons

tante arbitraria . Suponemos que el espectro de fI es tambien discreto y no
degenerado; de 10 contrario, la serie perturbativa no tend ria sentido.1 

Buscamos soluciones de la ecuaci6n perturbada 

(11.1.3) 

Para ello, desarrollamos los estados 1'l/J'i( A) ) en la base formada por los estados 

sin perturbar, l'l/JkO
)), que suponemos ortonormalizados: 

Escribimos pues, 

l'l/Ji(A)) = L Cik(A)I 'l/JkO
)). (11.1.4) 

k 

1 La teorfa de perturbaciones que presentamos aquf se debe a Rayleigh y Schrodinger. 
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Sustituyendo en (11.1.3) y usando (11.1.2), 

Multiplicando escalarmente por ('l/JjO) I, 

Bi(>-')Cij (>-.) = E)O) Cij (>-.) + >-. 2::= Cik(>-')('I/J~O) IH1 1'I/JkO)), 
k 

0, definiendo los elementos de matriz Ujk, 

{Bi(>-') - E)O)} Cij(>-') = >-.2::= UjkCid>-') , 
k 

(11 .1.5a) 

(l1.1.5b) 

Las (11.1.5) forman un conjunto de ecuaciones lineales para las Cjk; un metoda 
de soluci6n podrfa ser truncar las sumas Lk' en general infinitas, y calcular con 
un ordenador. Aqui vamos a utilizar un procedimiento distinto; consideramos 
>-. pequeI'io y obtenemos la soluci6n desarollando en potencias de >-.: 

E,(>-') =E(O) + >-.E(l) + ... + >-.rtE(n) + ... 
" ~ 1, ~, 

(11.1.6a) 

Esta claro que C~~) = 6ik ya que para >-. = 0 tenemos que recobrar la soluci6n 
no-perturbada. Un punto sutil que hay que tener en cuenta es el de la normali
zacion; las ecuaciones (11.1.6a) no nos fijan la normalizaci6n de los estados 
perturbados. Para hacerlo es conveniente, en primer lugar, requerir la condici6n 

(11.1.6b) 

y pedir que sea valida al orden en el que estemos trabajando. Es importante 
darse cuenta que esto no produce una l'l,bi) normalizada a la unidad; para 
obtener una soluci6n normalizada, debemos todavia dividir por la norma de 
este est ado para obtener, a orden n, 

(11.1.6c) 

Ademas, fijamos la fase (que aun es arbitraria) de tal manera que las constantes 
diagonales sean reales: 

Imcii(>-') = 0, para todo i . (11.1.6d) 

Comencemos al primer orden no trivial. (l1.2.6c) junto con la condici6n 
de normalizaci6n nos dicen que 

i -I k; 
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para i = k esto implica Re cii) = 0 luego, como 10 hemos escogido sin parte 
imaginaria, resulta que se anula. Aiiadiendo tambien 10 que se obtiene para 
i oF k tenemos 

(1) _. (1) _ (1)* . 
Cii - 0, Cik - -Cki ,k oF z. (11.1.7) 

Pasemos ahora a (11.1.5), a orden .>-: 

OijE?) + (E}O) - EjO)) cg) = Uji. 

Por tanto, 

y, para i oF j, las c que nos faltaban: 

(1) Uji 

c ij = E(O) _ E(O) , 
2 .7 

i oF j. (11.1.9a) 

Por tanto, 

( (O)IB I (n), 

l7);i; = 17);}0)) +.>- L 7);j (0) 1 7);~0) I 17);;°); + 0(.>-2). 
#i Ei - Ej 

(11.1.9b) 

En particular, estas ecuaciones nos dicen que la aproximacion tiene sentido si 

l.>-u·1 « IE(O) - E(O) I 
h 2 k' koF i (11.1.10a) 

y, ademas, 
(11.1.10b) 

Los calculos a ordenes elevados los veremos mas adelante. 

11.1. 2. Espectro continuo no-degenerado 

La extension al caso continuo no present a dificultades. Lo unico que requiere 
aclaracion es en que se convierten sumas como Lj#i. Claramente, si hacemos 
i -+ /-L, j -+ v con /-L, v indices continuos, entonces 

Por tanto con 

y 

tenemos 

Ev = E[O) + '>-(7);[0) IBI I7);[O)) + 0(.>-2), 

I 7); v ) = 17);~0)) + .>- P.P. J d/-L (0) 1 (0) 17);~0)) (7);1~0) IBII7);~O)) + 0(.>-2). 
Ev - EI" 

(11.1.11) 
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11 .1.3. Espectro discreto no-degenerado: solucion a orden 
arbitrario 

Tomamos el caso de un espectro discreto para fijar ideas. El operador 
l1)!iO))(1)!2°)I proyecta sobre el vector l1)!iO)). En efecto , si 11)!) es un vector arbi
trario COrl 

entonces 

Ademas, 

Consider amos ahora el operador 

(11.1.12) 

Hi proyecta sobre el subespacio ortogonal al vector 11)!.iO)) . Ambos operadores, 

11)!2°))(1)!2°)I y H·i conmutan con el hamiltoniano no perturbado iI(O) y por tanto 
tenemos, en particular , 

U tilizando esto podemos reescri bir (11.1. 9b) como 

_ (0) 1 "(0) 2 
l1)!i) - 11)!·i ) + (0) , Ni)..Hl l1)!i) + O()" ), 

Ei - H (O) 

10 que sugiere la generalizacicSn del metoda perturbativo a un orden arbitrario. 
En efecto, trabajando por iteracion no es dificil de comprobar que se tiene 

I~(n)) = 1 fr {)..iI I~(n-l)) _ ~ E(n')I~(n-n'))} (11.1.13a) ., E(O) _ iI (O) , 1 t L t t 

1, n'=l 

y, ademas, 

(11.1.13b) 

Recordamos que las I~.in)) no estan normalizadas; vectores estado normalizados 
se obtienen como en (11.1.6c). 
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11 .1.4. Oscilador anharmonico 

Como una primera aplicacion consideramos el caso del oscilador anharm6nico, 
con potencial (en una dimension) 

Para resolverlo , suponemos que 1)'1 « 1; tomamos al hamiltoniano del oscilador 
armonico ordinario como el no-perturbado, 

y al termino 

como la perturbacion. Para resolver el problema es conveniente utilizar el 
metoda algebraico. Escribimos 

Utilizando las relaciones de conmutacion de creadores y aniquiladores podemos 
escribir Q4 con todos los creadores a la izquierda de los aniquiladores: 

Q4 = (2~W Y 
x {O,4 + (O,t)4 + 6(O,t)2O,2 + 4O,tO,3 + 4(O,t)3O, + 12O,tO, + 60,2 + 6(O,t)2 + 3}. 

(11.1.14) 

EJERCICIO: Comprobarlo, y comprobar que 

A esta manera de escribir productos de creadores y aniquiladores, con todos 
los creadores a la izquierda, se la conoce como producto normal 0 producto 
de Wick. En la forma (11.1.14) es sencillo evaluar diversas cantidades para la 
perturbacion anharmonica. Por ejemplo, para el desplazamiento de energfa del 
nivel n a primer orden tenemos 

En efecto, los terminos con distinto numero de creadores y aniquiladores dan 
cero. Teniendo en cuenta ademas que 
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obtenemos 

(11.1.15) 

La correcci6n crece como n 2
, luego la aproximaci6n falla para niveles elevados. 

Esto se puede entender fisicamente porque, para n grande, (L1Q) ",!,O) es grande, 

luego la aproximaci6n de despreciar (Q4) frente a (Q2) t iene que fallar. 

EJERCICIO : Demostrar que 

2 n 
(L1Q) (0) = -- (2n + 1) • 

'<P " 2rnw 

11.2. Perturbaciones de un espectro degenerado 

Vamos a considerar ahora el caso en el que el espectro de flCO) es degenerado; 

esto es, para cada E;O) tenemos J est ados linealmente independientes, 

(11.2.1) 

Resolveremos unicamente el caso de espectro discreto. Siempre podemos es
coger las l "p;~) ) de manera que sean ortogonales, 

(11.2.2) 

La situaci6n ahora es mas complicada que en el caso no-degenerado por el 
siguiente motivo. Supongamos que las l"pia(A)) son los autoestados del hamil
toniano perturbado, fl = flCO) + Afl1: 

(11 .2.3) 

(N6tese que no hay raz6n para que el espectro de fl sea tan degenerado como 
el de fl CO); en general , al anadir la perturbaci6n, la degeneraci6n del espectro 
desaparece total 0 parcialmente). Si ahora tomamos ellfmite A ........ 0, tenemos 

Eio,(A) ........ E;o) y las l"pia(A)) tienden a soluciones de la ecuaci6n de Schrodinger 
no perturbada. Escribimos 

(11.2.4) 

Como no conocemos la soluci6n del problema perturbado no podemos saber, 
a priori, cmiles son las I-Ji~)). Si las desarrollamos en nuestra base, (11.2.1), 

J 

I ~CO ) ) '"' I CO)) "pia = L Sia(3 "pi(3 , (11.2 .5) 
(3= 1 
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tenemos que tratar las Sia(3 tambien como inc6gnitas. Si escribimos 

"'""' "'""' -(0) l1{!ia(A)) = L L cik,a(3( A)I1{!ia ), (11.2.6a) 
(3 k 

Y desarrollamos en potencias de A, el primer termino (que corresponde a A = 0) 
tiene que ser una delta, debido a la condici6n (11.2.4): 

(11.2.6b) 

Esta condici6n nos va a permitir encontrar simultaneamente las c y las s. 
Escribiendo 

(11.2.7) 

y procediendo como en el caso no degenerado, esto es, sustituyendo (11.2.7), 

(11.2.6) en (11.2.3) y tomando el producto escalar con (~J~)I, obtenemos una 
ecuaci6n que, a orden AO se satisface trivialmente; y, a orden A, la condici6n 

(11.2.8) 

De aqui, y para i = j, a = ,,/, 

E(l) = (0/,(0) IiI 10/,(0)). 
U~ 'j/ 'uY. 1 I..f/~Q , (11.2.9) 

para i # j, 
( 0/,(0) IiI 10/,(0)) 
'f/ry 1 'f/ ·w 

E(O) _ E(O) , ] 

(1) 
Cij,cq i # j (l1.2.10a) 

La condici6n de normalizaci6n nos permite demostrar, como en el caso no
degenerado que 

C~;?a, = O. (11.2.10b) 

S610 nos falt a encontrar las s. Para ella es conveniente utilizar notaci6n matri
cial. Definimos las matrices Ui , Ui con elementos Ui,a, uira: 

y la rnatriz diagonal 

Ui = (Uira), 

Ui = (Uira), 

E;1) = (Ei(~~); Eg~ = E;~)I5,a. 

La ecuaci6n (11.2.8) para i = j nos da 

E
i
(l) = Ui : (11.2.11) 

en la base I~;O)) Ui es diagonal. Finalmente, definimos la matriz Si = (sira)' 
Sustituyendo (11.2.5) en (11.2.11) nos queda 

t _ - _ (1) 
Si Ui 8 i - Ui - Ei . (11.2.12) 
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Teniendo en cunta que 8 i nos pasa de una base ortonormal, la 1'l/J.fO)), a otra 

tambien ortonormal , la 1-0;°)), tiene que ser unitaria: 

5 t = 5 -:- 1 
~ 'I, ' 

Por tanto, (11.2.12) nos indica que las s 'i-ya no son sino los elementos de la 
matriz unitaria que diagonaliza a la matriz conocida, Ui . 

De (11.2.12) y (11.2.11) podemos dar una formula que nos proporciona 

directamente los desplazamientos de las e~ergfas , E.[~) . En efecto, estas cant i

dades son los valores propios de la matriz Ui , que coinciden con los de la matriz 
conocida Ui . Por tanto son las soluciones de la ecuacion 

(11.2 .13) 

donde I es la matriz unidad. Por razones historicas se conoce a la ecuacion 
(11.2.13) como ecuacion secular. 

11.3. Perturbaciones dependientes del tiempo 

El caso que vamos a considerar ahora es el de perturbaciones que depend en 
del tiempo: fh = fh (t). Supondremos, sin embargo, que el hamiltoniano no 
perturbado fI CO) es independiente del tiempo. Puesto que en este caso el hamil
toniano total fI(t) depende del tiempo, no tendremos estados estacionarios. 

Considerando que el espectro de fI CO) es discreto y no degenerado podemos 
escribir 

fICO)'l/J~O ) = En'l/J~O); w~.O)(t) = e- itw n'l/J ~O) , (11.3.1a) 

y hemos definido Wn = En/h. Suponemos las 'l/J~O) normalizadas, 

(11.3.1b) 

Buscamos ahora las soluciones de la ecuacion de Schrodinger dependiente del 
tiempo, 

ih}Jtw(t) = {fICO) + Afh (t) } w(t). (11 .3.2) 

Una manera de solucionar el problema es el Hamado metoda de variacion de 
las constantes, introducido para ecuaciones diferenciales por Lagrange y, en 
nuestro caso, por Dirac. Escribimos 

n 

w~?)(t) dado por (11 .3.1a), con 10 que (11.3.2) se convierte en 

(11.3.3) 
n 11 
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Tomando el producto escalar con tJiiO) tenemos la ecuacion diferencial 

(11.3.4a) 

donde 

(11.3.4b) 

Consideramos especialmente el caso en el que la perturbacion se introduce en 
un instante de tiempo dado, que podemos tomar como el origen t = O. Es decir, 
suponemos que fh (t) = 0 para t :::; O. Si, en este instante de tiempo, el sistema 

esta en un estado con funcion de onda tJiJ), entonces, para A = 0 tendremos 

an(t)!),=o = Onj. Por tanto, 

an(t) = Onj + Aa~,1)(t) + 0(A2) 

Y (11.3.4a) nos queda, a orden A, ihdakl ) (t)/dt = Ukj(t), con solucion 

(11.3.5) 

Este metoda de "variacion de las constantes" esta intimamente relacionado 
con la representacion de Dirac (sec. 9.5), reemplazando al operador que alli 
llamabamos H (I)(t) por AHI(t). Manteniendo la hipotesis HI(O) = 0 tenemos, 
obviamente, 

ItJi(t))o = Uo(t,O)ltJi?)(O))o 

y Uo(t, 0) viene dado por 10 equivalente a (9.5.11), 

A orden A, 

Recordando que 

(11.3.7a) 

HlD(t) = eifr(O)t/n HI (t)e-ii!(O)t/n (11 .3.7b) 

y tomando el producto escalar por 0 (tJiiO) (0) I podemos comprobar que las 
ecuaciones (11.3.7) reproducen el result ado ya obtenido en (11.3.5). El interes 
del metoda dado en (11.3.6) es 10 sencillo que e::;, al menos en principio, ir a 
cualquier orden en A. 
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11.4. Transiciones bajo la inftuencia de una perturbacion. 
Desintegraciones. Relacion de incertidumbre 
tiempo-energia 

11.4. 1. Transiciones debidas a una perturbaci6n 

Consideremos un sistema cuant ico gobernado por el hamiltoniano il(O), in
dependiente del t iempo. En el instante de t iempo t = - T / 2 Ie aplicamos la 
perturbacion A ill (t). En el instante t = +T / 2 dejamos de aplicar la pertur
bacion. En el instante t = - T / 2 suponemos el sistema en un estado estacionario 

del hamiltoniano no-perturbado (estado inicial) , 1 \Iii(O)) , 

(11.4.1 ) 

queremos calcular la probabilidad de que, cuando dejamos de aplicar la pert ur
bacion (esto es, para t = T /2) el sistema haya evolucionado a un estado fin al 

1\Ii?)), tambien estacionario: 

(11.4.2) 

Denotamos por T( i -7 1) a la amplitud de probabilidad de tal transicion. 

Evidentemente , y suponiendo a los I l]fi(,~ ) normalizados a la unidad, 

(11.4.3a) 

y la probabilidad es 
W(i -7 1) = IT(i -7 1)12 (11 .4.3b) 

A orden A, y para i i- f , podemos ut ilizar (11 .3.7) para encontrar 

(11.4.4) 

Como un ejemplo importante, consideramos el caso de un oseilador arm6-
nieo forzado. Aqui, 

il(O) = Tuu(a,t a + 1/ 2) , 

Aill (t ) = f (t )Q = f(t)V 2~W (at + a) 1 

f(t ) = 0 para t ~ - T / 2, y t 2 +T/ 2. 
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La amplitud de probabilidad de transicion del nivel ni al n f en el tiempo T es 

i j +T/2 
T(i --t J) = - (¢~O)I (at + a) I¢~o.)) dteiCnJ-n;)wtf(t) 

v2mwn J -Tj2 

donde 

-iK(T) 
~ {6nJ +1 ,n i y'ni + 6n ;+1,nn/nj} 

2mwn 

j+T/2 
K(T) = dt eiCnJ-n;)wt f(t). 

-T/2 

A primer orden solo hay transiciones entre niveles consecutivos. 

11.4.2. Desintegraciones. Relacion de incertidumbre 
tiempo-energia 

Consideramos ahora la importante aplicacion de teoria de perturbaciones al es
tudio de desintegraciones. Aquf tenemos un sistema (por ejemplo, un oscilador 
armonico en un estado excitado) que se desintegra en dos 0 mas sistemas; en 
el ejemplo, en el oscilador, en el estado fundamental mas un foton. Denotamos 
por Ii) al estado inicial, y queremos evaluar la probabilidad de que se desintegre 
prod uciendo el estado final If). Descom ponemos el hamil toniano del sistema 
en dos piezas: HCO), del que son estados propios Ii), If), a los que suponemos 
ortogonales entre sf; y un trozo, HI que conecta Ii) con If), esto es, tal que el 
elemento de matriz 

(fIHlli) == hf i 

no se anula. 2 En el instante de tiempo t = - T /2 preparamos el sistema en 
el estado Ii). Como Ii) no es un estado propio del hamiltoniano total, H = 
HCO) + HI, al evolucionar con el tiempo habra una probabilidad de que acabe 
en el estado If), esto es, que se desintegre. La amplitud de probabilidad de que 
el estado no se desintegre en el tiempo T es 

T-r(i --t i) = (iIU(T/2, -T/2)li), 

y la de que se desintegre en el estado If), 

T-r(i --t J) = (fIU(T/2, -T/2)li). 

EI calculo de esta ultima es similar a los que ya hemos hecho. A primer orden 
en HI, 

(11.4.5) 

2 N6tese que esto no es, propiamente hablando, un problema de perturbaciones de
pendientes del tiempo, ya que iiI no depende de t. 
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Si, como estamos suponiendo, iII no depende de t , la integral es trivial y 
obtenemos 

(Ef - E,)T 
sen -'--"---~-

TT (i -+ 1) = - 2i (f I iII I i) _---=----==-2'-::n:---_ 
Ef -E, 

la probabilidad es 

(l1.4.6a) 

(l1.4.6b) 

Despues volveremos a interpretar esta ultima formula; de momento acabare
mos el caJculo de la desintegracion. La probabilidad total de desintegracion 
se obtendra integrando a todos los estados posibles. Si If) est a unfvocamente 
determinado par su energfa, que varfa continuamente, y est a normalizado a 
(flf') = o(Ef - Ef'), esto quiere decir integrar a todas las energfas finales 
posibles,3 Er 

(11.4.7) 

para T muy grande, el integrando solo es apreciablemente distinto de cero 
cuando se cumple 

(11.4.8) 

luego podemos tomar como lfmites de integracion en (11.4.7) -00 y +00 , con 
error despreciable para T -+ 00. Entonces, 

y hemos ut ilizado que 

1+00 sen2 x _ 
dx 2 - Jr. 

-00 X 

Por tanto, la probabilidad de desintegraci6n par unidad de tiempo, w(i), tiene 
el valor 

(11.4.9) 

3 En sentido estricto, deberiamos excluir el estado Ii) de la suma a est ados finales, 
pero el hacer esto no cambia el resultado, ya que equivale a eliminar un s610 punto 
de un continuo . 
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w( i) es independiente de T, para gran T. Esto quiere decir que el numero de 
est ados Ii), N i , decrece exponencialmente en el tiempo con una ley4 

(11.4.10) 

Hemos obtenido que la vida media Ti del estado Ii) (esto es, el tiempo en el 
que Ni(T) = e- I N;(O)) es 

(11.4.11) 

A r se le llama ancimra del estado Ii); en efecto, la energia de dicho estado 
esta indeterminada en una cantidad L1E ~ r. 

Demostremos est a ultima afirmacion, conocida como relaci6n de incer
tidumbre tiempo-energfa, 0 relaci6n de incertidumbre de Bohr- Heisenberg. 
Para ello volvamos ala ecuacion (11.4.6), que nos indica que, durante el tiempo 
T , el sistema "oscila" entre los est ados Ii), I f) con energias E i , E f. Seglll1 
(11.4.8), la incertidumbre en energia es, pues, 

10 que implica que, haciendo. una medida que dure un tiempo T no se puede 
saber la energia con mas precision que L1E. La relacion 

TL1E ~ n (11.4.12) 

es la expresion de la relacion de incertidumbre deseada. 
io Que ocurre con los est ados estacionarios? Puesto que estos son estables, 

resulta que no podemos medir su energia directamente. Para conocer la di
ferencia de energias entre dos estados, hay que excitar el sistema y dejarlo 
desintegrarse, midiendo por ejemplo la frecuencia de la radiacion emitida en 
esta desintegracion. En este caso es cuando se aplica (11.4.12): las energfas de 
los estados excitados no estan exactamente definidas; su indefinicion, rn , es 
inversamente proporcional a la vida media, T. 

Vamos ahora a generalizar la ecuacion (11.4.9) a los casos mas usuales en 
los que el est ado final If) es degenerado, es decir, hay mas de un estado para 
cada valor de la energfa. Concretamente, consideramos que los estados finales 
contienen F particulas con moment os PI, ... , PF: 

If) = IpI, ... , PF). 

Si suponemos el estado inicial en reposo, por conservacion del momenta total 
ha de ser PI + ... + PF = 0, de forma que solo los momentos PI, ... , PF- I 
son independientes. 

4 La ley de desintegraci6n no es exactamente exponencial sino para tiempos grandes , 
pero no muy grandes; para t ~ 0 Y t ~ 00 hay correcciones que el lector interesdo 
puede encontrar en el texto de Galindo y Pascual (1978). 
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Volvemos ahora a (11.4.6b) que reescribimos, utilizando (11.4.5), como 

la probabilidad de transici6n para tiempos grandes la podemos escribir , pues, 
como 

x dt exp 2..- (Ef - E i ) . 

I
j+T/2 't I 

- T/2 n 
(cf. (11 .4.9)). Si tomamos ellfmite T ---+ (Xl en la segunda integral, 

j
+T/ 2 it 

dt exp 1; (Ef - E i ) ---+ 27rM(Ef - E i ), 
-1'/ 2 n 

con 10 que en la primera podemos poner ya E f = E, y tenemos 

j +T/ 2 it I 
dt exp - (Ef - Ei ) = T. 

-D2 n ~=~ 

Finalmente, 

(11.4.13a) 

La probabilidad total de desintegraci6n se obtiene sumando a todos los estados 
finales posibles. Si los [p) los suponemos normalizados a (p/ [p ) = O(p - pi) , 
esta probabilidad total se obtiene integrando (11.4.13a) sobre las variables 
d3p1, ... , d3pF_1 0, mas simetricamente, integrando a todos los d3p y multi
plicando por una delta de conservaci6n de momento total. Podemos definir la 
probabilidad diferencial por 

dw(i ---+ f) == W(i ---+ f)o (t, pn) d3p1 ... d3pF (11.4. 13b) 

con w(i ---+ f) dado por la ecuaci6n (11.4.13a). Entonces, la probabilidad total 
de desintegraci6n y la anchura son 

w(i) = J dw(i ---+ f) 

- 1 J 3 3 (~) , . 2 = 27rn dp1· · ·dpFO ~Pn O(Er -Ei )[(P1 , ··· , PF[H1 [z)[; 

r = nw(i). 
(11.4.14) 
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Para terminar esta secci6n hacemos un comentario acerca de sumas sobre 
estados finales. Si denotamos por I f) a un estado final generico, la suma a todo 
If) tiene que producir la unidad. Por ejemplo, en (11 .4 .4) tenemos 

y ha de ser Lf IT( i --+ f) 12 = 1, 10 que es cierto si 

L If)(fl = l. 
f 

Asi, si los If) estan normalizados a (flf') = 6ft' entonces la suma es la suma 
ordinaria. Si los If) estuvieran normalizados a (flf') = 6(Ef-Ef'), tendriamos 
Lf --+ J dEf· Finalmente, para F particulas con (pip') = 6(p - pi) , con 
moment os constreiiidos por Ln Pn = 0, 

L --+ J d3
pl ... d3pF6(Pl + . . , + PF). 

f 

11.5. Otros metodos de aproximaci6n: 
propiedad de extremo del estado fundamental; 
ecuaci6n de Schrodinger en un reticulo 

En esta secci6n describimos brevemente dos metodos de aproximaci6n, uno 
basado en la propiedad de extremo de los estados estacionarios y el otro en la 
aproximaci6n reticular a la mecanica cuantica que introdujimos en la sec. 3.6 . 

11 .5 .1. Propiedad de extremo del est ado fundamental 

La energia del estado fundamental de un sistema goza de una importante 
propiedad de minimo, a saber, la cantidad 

es minima cuando 1/J = 1/J0, el vector estado fundamental. En efecto, si desarro
llamos 1/J en estados propios de fI normalizados a la unidad, 

00 

1/J = L Cn 1/Jn, fI 1/Jn = En 1/Jn; (1/Jn l1/Jn') = 6nn" 
n=O 

se tiene 
00 00 

n=O n=O 

Utilizamos el metoda de multiplicadores de Lagange. Formamos la funci6n 
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con"\ un multiplicador y a == Icnl. Las ligaduras que hemos incluido son 

'(1, 

Las condiciones de minimo son 

n = 0, I, ... 

La primera nos dice que an(En - ,,\) = 0, cuya solucion son los valores a~k), 
,,\ (k) con 

(k) 5: an = pUnk, 

El valor de p sale de la ligadura, p = 1. La condicion de la segunda derivada 
nos dice que En - ,,\ (k) 2: 0, esto es, En 2: Ek, 10 que solo es posible si k = O. 
En definitiva, el minimo se encuentra para 

Icol = I, cn = 0 (n =I- 0) 

esto es, 'l/J = 'l/Jo · 
De esta propiedad resulta que podemos aproximar 'l/Jo, Eo , utilizando un 

conjunto 'l/J de funciones prueba que dependan de uno 0 varios panimetros, 
y minimizando ('l/JIHI'l/J) con respecto a ellos. En secciones sucesivas veremos 
ejemplos del metodo. 

11.5.2. Ecuaci6n de Schrodinger en un reticulo 

Podemos, como vimos en la seccion 3.6, reemplazar la recta real por un 
reticulo,5 

xn=nu, n=-N, ... ,- l ,O,l,2, .. . N . 

En este caso, la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo se nos con
vierte en 

esto es, en 2N + 1 ecuaciones lineales ordinarias, facilmente resolubles con or
denadores incluso para muy grandes val ores de N. La eleccion del "granulado" 
u y de N debe hacerse de manera que, en particular, la funcion de onda en 
el continuo sea despreciable para Ixl » Nu. Por ejemplo, para el oscilador 
armonico sabemos que 

5 Trabajamos en una dimensi6n para simplificar la notaci6n. Para estados ligados, la 
condici6n de contorno 1/JS(X±(N+l») = 0 es mas conveniente que las condiciones de 
contorno peri6dicas. 
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de forma que el error cometido por la truncaci6n es del orden de 

que tenemos que pedir sea mucho menor que la unidad. 
La ecuaci6n de Schrodinger dependiente del tiempo tambien puede resol

verse por metodos similares; basta sustituir el tiempo tambien por un reticulo , 
tn = nT, n = 0, ±1, ±2, .. . , NT Y reemplazar 

N6tese que siempre hacemos una sustituci6n simetrica, por ejemplo 

d1/!(x)/dx ---+ 1/!(xn +d -1/!(xn -d 
2u 

pero no d1/!(x)/dx ---+ [1/!(Xn +l) - 1/!(xn )]/u. La raz6n es que la sustituci6n 
simetrica es necesaria para preservar el carlicter autoadjunto de operadores 
como F. 

PROBLEMAS 

P.lLL Dado el potencial V(r) = - j 2e- r
/

b (b/r) para r 2: 0 y V(r) = 00 para r < 0, 
con b = 1.5 fm (1 fm= 10-13 ern), hallar el valor aproximado de j2 que da para el 
estado ligado de una particula, de masa reducida igual a 940 veces la del electron, el 
valor Eo = -2.3 MeV. 

Indicaci6n. Utilicense las condiciones de contorno 'IjJ(0) = 0 y 'IjJ(r) rv e -kr , 

r ---+ 00 para escoger las funciones prueba 

Minimicese con respecto a {3 y pidase que el minimo de la energia coincida con Eo. 
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Particulas identicas 

12.1. EI principio de indistinguibilidad. EI principio 
de exclusion de Pauli 

Supongamos que tenemos un sistema formado por dos particulas cuyas propie
dades (masa, carga electrica, etc.) son identicas; las denotamos por el subindice 
a, a = 1, 2. Clcisicamente, el estado del sistema viene determinado dando 
PcJ,a(t), rcl ,a(t) para a = 1, 2. Como en meca.nica chisica las particulas tienen 
trayectorias bien definidas, podemos seguir su movimiento y, aunque tengan 
propiedades identicas, sabemos en todo instante cual es la particula 1 y cual 
es la particula 2. 

Cuanticamente esto no es posible. Si, en el instante t, sabemos que la 
particula a la que llamamos 1 esta en rl Y la que llamamos 2 esta en r2, 
sus moment os est an completamente indeterminados y no podemos saber si la 
particula que llego en el tiempo t' > tar' fue la lola 2. Tenemos por tanto una 
peculiaridad en mecanica cuantica sin analogo clasico: las particulas identicas 
son indistinguibles. 

i,Como se traduce esto matematicamente? Comencemos por el caso de 
dos particulas. Si la funcion de onda es tJi (rl' r2; t) y las particulas son indistin
guibles, un cambio de rl por r2 no debe alterar el estado del sistema. Definimos 
el operador transposicion 0(1 ...-. 2) por 

(12.1.1) 

Para que tJi y OtJi representen el mismo est ado hace falta que sean propor
cionales: 

0(1...-. 2)tJi(rl' r 2; t) = )..tJi(rl ' r2 ; t). 

Pero esta claro que 02 = 1; por tanto, )..2 = 1 y tiene que tenerse ).. = ±1. 
Hemos encontrado que, para particulas identicas, 

(12.1.2) 

Es un hecho empirico (que puede, sin embargo, demostrarse en teoria rela
tivista) que el signo de (12.1.2) es una propiedad intrfnseca de cada particula. 
Podemos, pues, clasificar las particulas en dos grupos. Si el signo en (12.1.2) es 
( + ), decimos que las particulas obedecen la estadfstica de Bose- Einstein, 0 que 
son bosones; como ejemplo tenemos los fotones , las particulas alfa, los atomos 
de hidrogeno, etc. Si el signo en (12.1.2) es (-), decimos que las particulas 
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obedecen la estadistica de Fermi- Dirac, 0 que son fermiones. De este tipo son 
los electrones, neutrinos, quarks 0 el proton. 

La generalizacion a sistemas de varias particulas es como sigue. Sea II una 
permutacion de los indices 1, ... ,n, es decir , 

II : (1, ... , n) -+ (i 1 , ... , in). (12.1.3) 

Es sabido que una permutacion se puede descomponer en producto de trans
posiciones, T, que cambian solo dos indices, digamos rj" rh -+ rh , rj,' Esta 
descomposicion no es unica; pero si bII es el numero de transposiciones, bII es 
siempre par 0 siempre impar (para una II dada). A bII se Ie llama paridad de 
II. Para cualquier descomposicion escribimos, 

donde las T son transposiciones. Entonces definimos, omitiendo en adelante el 
tiempo por comodidad, 

U(II)If/(rl" .. , rn) == If/(ril'" ., ri,J = U(Td ... U(Tb n )If/(rl" .. , rn). 
(12.1.4) 

Pero cada transposicion solo involucra ados particulas, a las que no afecta la 
presencia de las demas; por tanto, podemos aplicar (12.1.2) que nos dice que, 
por cada transposicion, la funcion de onda no cambia (si las particulas son 
bosones) 0 adquiere un signo (-) (si son fermiones). Segun esto, tenemos un 
signo (+) bIT veces, 0 (-) tambien b II veces, en cada caso respectivo. Es decir , 

(12.1.5) 

si las particulas eran bosones y 

, b 
U(II)If/(rl' ... ,rn) = If/(rip- .. , r 'iJ = (-1) n If/(rl ' .. , , rn) (12,1.6) 

si eran fermiones. Resumiendo: la funcion de onda de varias particulas identicas 
debe ser completamente simetrica (bosones) 0 completamente antisimetrica 
(fermiones) . 

Por supuesto, 10 anaJogo es vaJido en representacion de momentos: 

If/(Pil ' ... ,PiJ = If/(Pl' ... , Pn) (bosones); 

If/(Pi" ... , PiJ = (-I)bn lf/(Pl, ... ,Pn) (fermiones). 

(12.1.7) 

(12.1.8) 

En el formalismo de Dirac si, por ejemplo, especificamos un sistema por los 
momentos, entonces 

iPi 1 , ... ,P'iJ = iPl, ... ,Pn) (bosones) 

iPil, ... ,PiJ = (-I)bn iPl, ... ,Pn) (fermiones). 

(12.1.9) 

(12.1.10) 
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EJERCICIO: Demostrar las ecuaciones (12.1.7) a (12.1.10) • 

Cuando consideramos asambleas de bosones identicos, las consideraciones de 
mecanica estadistica han de modificarse debido a la indistinguibilidad, 10 que 
produce efectos observables importantes; pero mas espectacular es 10 que ocurre 
con fermiones. En efecto, si dos fermi ones estan en el mismo estado, per
mutandolos las ecuaciones (12.1.6) nos dicen que la funcion de ondas t]; cambia 
a -t];. Pero, por estar los fermiones que hemos permutado en el mismo estado, 
la funcion de ondas permutada es identica a la antigua, luego obtenemos que 
ha de ser t]; = -t];, 10 que implica que t]; es identicamente nula. Es decir, dos 
fermiones no pueden estar nunca en el mismo estado. Este es eillamado prin
cipio de exclusion de Pauli, del que en la seccion 12.3 veremos una primera 
aplicacion. 

12.2. Funciones de onda de n particulas identicas 

Consideramos ahora una asamblea de n partfculas libres. Suponemos, por 
simplificar, que cada una de ellas esta en un estado bien definido caracterizado 
pOI' una funcion de onda, t];a(ra), de manera que las funciones de onda de las 
partfculas de esta asamblea son t];l(rl), ... ,t];11,(r11.) (continuamos omitiendo el 
tiempo). Si las partfculas son distinguibles, la funcion de onda del sistema sera, 
simplemente, 

(12.2.1) 

Si las partfculas son indistinguibles, (12.12.1) no tiene las propiedades de 
simetria apropiadas , luego no puede ser la funcion de onda del del sistema. 
Para obtener una funcion de onda aceptable tenemos que simetrizar (bosones) 
o antisimetrizar (fermiones) . Suponiendo todas las t];a(r) distintas tenemos, 
para bosones, 

(12.2.2) 

y la suma L17 recorre las n! permutaciones 

II: (1, ... , n) ~ (iI, ... , in). 

Si hubiese nl , n2 ... , funciones de onda iguales el factor de normalizacion 1/ ~ 
hay que sustituirlo por 

J n l!n2! ... 

Vnf 
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E.JERCICIO : Comprobar que si las tf!a estan normalizadas a la unidad, es decir, 
J d3T[tf!a(rW = 1, entonces la tf!B dada por (12.2.2) tambien 10 esta: 

J d3Tl .. . d 3Tn [tf!B(rl, .. . , r n[2 = 1 • 

Para fermiones, 

(12.2.3) 

y la suma sigue extendiendose a todas las permutaciones; 6 rI es la paridad de 
II. 

EJERCICIO: Demostrar que, tambien ahora, [[tf!a[[ = 1 implica [[tf!F[[ = 1 . • 

La formula (12.2.3) tambien puede escribirse como un determinante (determi
nante de Slater): 

(12 .2.4) 

El principio de exclusion es evidente en esta formulacion: si dos funciones de 
onda son iguales, el determinante de Slater tiene dos £lIas iguales luego se 
anula. Mas generalmente, las n funciones de onda tienen que ser linealmente 
independientes. 

Para dos particulas, por ejemplo, la formulacion general nos dice que 

!/iB(rl,r2) = ~ {!/il (r r) !/i2(r 2) + !/il(r2) !/i2(r r) } , 

1 
!/iF(rl,r2) = J2 {!/il(rr)!/i2(r2) - !/il(r2)!/i2(rr) } . 

En generalla funcion de onda no es simplemente el producto de las de cada 
una de las particulas individuales, porque no siempre cada particula esta en un 
estado bien determinado; en general, las funciones de onda son combinaciones 
lineales de funciones como las de (12.2.2), (12.2.3): pOl' ejemplo, para bosones 
y en general tendremos 

y por las propiedades de simetrfa debemos suponer que los a(i l ' ... , in) son 
completamente simetricos en sus argmentos . 
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12.3. Electrones en un conductor. Nivel de Fermi 

Consideremos un conductor filiforme de longitud L en el que hay N electrones 
que se pueden mover libremente. Si suponemos que los electrones no pueden 
salir del conductor, un modelo razonable es el de N partfculas independientes 
moviendose en una dimension, en un pozo de potencial infinito de anchura L. 

Busquemos la energia minima posible del sistema. Recordando los resul
tados de la sec. 6.3 sabemos que las energias posibles de cada electron son las 
En = n 2 1t2;r2/2meL, con m e la masa del electron y n = 1, 2, . .. . Pero los 
electrones son fermiones, luego solo puede haber uno para cada energia En. La 
minima energia posible del sistema se alcanz ani , por tanto, cuando un electron 
tenga energia E 1 , otro E 2 , ... , y el ultimo EN. A la energia EN se la llama 
nivel de Fermi, y se la suele denotar por Ep. Tenemos pues, 

N 2 1t2 ;r2 
Ep = 2 . 

2mcL 
(12.3.1) 

EI estado de minima energia del sistema es aquel en que estan ocupados todos 
los niveles de energia hasta el nivel de Fermi. 

Para el caso m as realista de un solido tridimensional con volumen V se 
obtiene 

_ 

( 

6;r2 N ) 2/3 1t2 

Ep -- --
- 2V 2me' 

(12.3.2) 

y el factor 1/2 dentro del parentesis se debe a que los electrones tienen un grado 
de libertad interno (el espin, que estudiaremos en el capitulo 14) luego hay dos 
estados posibles para cada energia. 

Calculemos el nivel de Fermi en un caso especifico: V = 1 cm3 . N sera del 
orden del numero de los electrones de valencia, digamos N :::::' 1022 . Entonces, 
de (12.3.2), 

Ep :::::' 2.2 X 10- 12 erg:::::, 1.4 eV. 

Es interesante comparar esto con las energias tipicas de electrones en meta
les en equilibrio termico. Para ella expresamos Ep en grados Kelvin utilizando 
la expresion E = k 13 T , con T la temperatura y kB la const ante de Boltzmann . 
Obtenemos la temperatura de Fermi, 

La temperatura de Fermi es mucho mas alta que las habituales y, por tanto, el 
nivel de Fermi es poco afectado por la t emperatura a la que este el metal. 
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12.4. Formalismo de operadores de creaci6n-aniquilaci6n 
para estados de varias particulas. Espacio de Fock 

Consideremos un sistema de n particulas identicas que, para fijar ideas, 
suponemos bosones; el caso fermionico 10 veremos al final. Si las particulas 
son libres, podemos especificar su estado dando sus momentos, y simetrizando; 
en el formalismo de Dirac , 

1 
IPi, ... , Pn) = fo L Ipill ... , PiJ. 

II 

(12.4.1) 

Inspirado por el formalismo de operadores de creacion-aniquilacion para os
ciladores armonicos, podemos definir operadores que crean/aniquilan no excita

ciones energeticas, sino partfculas. Consideramos por tanto al operador at (p) 
(respectivamente, a(p)) como aquel que crea (resp., aniquila) una particula con 
momento p. Postulamos las relaciones de conmutacion 

[a(p), a(p')] = 0, [a(p), at (pi)] = b(p - pi) , (12.4.2) 

extension natural de las (7.4.4). Definimos el estado If?) como el estado sin 
partfculas, esto es , el vacfo. i Un estado de una partfcula de momento p vendni 
dado por 

y uno de n partfculas, que suponemos con moment os distintos, por 

IPi, ... , Pn) =at(pd ... at(Pn)lf?). (12.4.3) 

Debido a las relaciones de conmutacion (12.4.2), la simetrfa es automatica. 
Postulemos, ademas, que 

(f?If?) = 1; a(p)If?) = O. (12.4.4) 

La normalizacion resulta ser la usual, (plp') = b(p - pi). En efecto, 

(plp' ) = (at (p)Djat (p')f?) = (f?la( p)at (p')If?) 

= (f?I{[a(p), at (pi)] + at(pl)a(p) }If?) = (f?If?)b(p - pi). 

Para fermiones definimos los operadores bt (p) (resp., b(p)) como creadores 
(resp., aniquiladores) de una partfcula con momento p. Postulamos las rela
ciones de anticonmutaci6n 

{b(p), b(pl)} = 0, {b(p), i)t (pi)} = b(p - pi) , (12.4.5) 

donde, para dos operadores arbitrarios A, E se define el anticonmutador por 

{A, E} == AE + EA. 
Los est ados se construyen por 

(12.4.6) 

y estan automaticamente antisimetrizados. 

1 La notaci6n 10) se utiliza tambien para el vado. 
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E.JERCICIO: Comprobar la normalizacion, para fermiones, 

(bt (p)J?lbt (p/)J?) = b(p - p') • 

Los estados que hemos construido forman una base, y son libres. Estados ar
bitrarios vienen dados por 

(12.4.7) 

El formalismo de operadores de creaci6n y aniquilaci6n es particularmente 
util en casos en que el numero de particulas de un sistema no es constante 
en el tiempo, como ocurre en teorfa de la radiaci6n, 0 en teorfa relativista a 
suficiente energfa. En este caso, un est ado tendra proyecci6n no nula sobre los 
l!li,,) de (12.4.7): 

1!li)B = f J d3pI". d3pn !lin (PI, ... , Pn)at(Pl) ... at (Pn)lf2); 
n=O 

-~ J 3 3 At At 1!li)F - ~ d PI ... d Pn !li71(PI, ... , Pn) b (PI) ... b (Pn)ID). 
71=0 

(12.4.8) 

Al espacio generado por estos vectores se Ie llama espacio de Pock. 

PROBLEMAS 

P .12 .1. (Gas de Bose). Consideremos un conjunto de bosones, cuyas interacciones 
despreciamos (gas perfecto). Los su ponemos confinados en una region de tamaiio 
finito, de forma que las energfas pueden tomar un conjunto discreto de valores, En. 
Si el numero de partfculas con energfa En es N n , la energfa total del sistema es 
E = Ln NnEn . El potencial termodinamico es J? = Li J?i con 

{ 
J.L E }Ni 

J?i = -kBT L exp k~T i , 

N.;, 

donde J.L es una constante (conocida como el potencial qufmico) , T es la temperatura 
y kB la constante de Boltzmann. Hallar los numeros medios de ocupacion, N i . 

Soluci6n. La suma en Ni se extiende de 0 al numero total de partfculas, N. Por 
tanto, 

los numeros medios de ocupacion son 

1 
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P .12.2. (Gas de Fermi). RaHar Q" N i para un gas perfecto de fermiones. 

Soluci6n. La unica diferencia can el problema anterior es que ahara los valores posi
bles de N i son solo 0 y 1, debido al principio de exclusion de Pauli. Entonces, 

{ 
p,- Ei } 

Qi ,F = - ksT log 1 + exp ksT ' 

Como es logico, N i,l' < l. 

P.12.3 . Si la temperatura de los electrones de un conductor es tan elevada, miles 
de grados, ipor que no se quema uno al tocarlo? 

Soluci6n. No basta que el electron de mas alta energfa est e caliente, tiene que poder 
ceder calor, cayendose a un estado de energfa inferior . Pero no puede, porque los 
estados con menor energfa estan ocupados . 
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Rotaciones. Momento angular 

13.1. Rotaciones en mecanica cuantica. Parametros 
normales . Operadores del momento angular 

Podemos describir una rotacion, R(O), en el espacio de tres dimensiones por 
medio del vector 0, de tal manera que el eje de la rotacion sea la linea a 10 largo 
del vector 0, el cingulo de la rotacion sea e = 101, y la direccion de la rotacion 
sea la de giro de un sacacorchos que avanza a 10 largo de 0; ver la figura 13.1.1. 
Si denotamos por r' = R(O)r al girado de un vector arbitrario, r , por dicha 
rotacion, entonces 

, ~ ~9 
r --7 r = R(O)r = (cos 9)r + (1 - cos 9) 92 0 + -9- 0 x r. 

Para 0 infinitesimal, 

o 

R(O)r = r + 0 x r + 0(92
). 

o ' 
, , 

, , 

C/ , , 

, , 

, , 

r 

(13. 1.1) 

(13.1.2) 

F IG URA 13.1.1. Representacion gnifica de la rotacion R(fJ) , para fJ 
infinitesimal. 
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En lugar de la caracterizacion que hemos presentado, podriamos utilizar 
tambien la dada por los angulos de Euler. Si denotamos a estos angulos por 
Ct, (3 y " escribimos Raf3'"Y para la correspondiente rotacion. En terminos de la 
definicion anterior de rotaciones, Raf3'"Y se puede descomponer como sigue: sea 
Rj(¢) una rotacion alrededor del eje OJ por el angulo ¢, en la direccion dada 
por un sacacorchos que avanza a 10 largo del eje OJ, en la direccion positiva. 
Entonces, 

Pocas veces utilizaremos los angulos de Euler. La ventaja de la parametrizacion 
R(O) es que los parametros 0 son parametros normales. l 

Notese que la inversa de R(O) es R(-O) = R-l(O) y que si 01 , O2 son 
paralelos 

Definimos la aCClOn de una rotacion R sobre un sistema cuantico con 
funcion de onda lP haciendo que los ejes de coordenadas giren por R. Por 
tanto, los radios vectores giraran por la inversa, r --7 R- l r y, sobre lP, 

R: lP(rl' .. . , rn; t) == lPR(rl' ... , rn; t) = lP(R-lrl, ... , R-lrn; t). 
(13.1.3a) 

Claramente, esta correspondencia es lineal, y podemos definir el operador lineal 
U (R) que corresponde a la rotacion R por 

U(R)lP(rl' ... , rn; t) = lPR(rl, ... , rn; t) = lP(R-lrl, ... , R-lrn; t). 
(13.1.3b) 

Con est a definicion se tiene, para cualquier par de rotaciones R, R', 

1 En general, dado un grupo de transformaciones con elementos g( a1, . . . , an), especi
ficados por los parametros aI, . . . , an, decimos que estos parametros son norm ales 
si, siempre que los vectores a , f3 sean paralelos se tiene 

Este es ciertamente el caso para los (J en R((J), pero no para los angulos de Euler. 
La utilidad de los parametros normales, en especial en mecanica cuantica, es que 
permiten reducir transformaciones finitas a transformaciones inilnitesimales. En 
efecto, si escribimos, para transformaciones lineales , 

entonces podemos escribir una transformaci6n finita como 

g(a) = [g(a/n)t = [1 + aT /n + O(a/n2)t eaT 
n~oo 
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EJERCICIO: Comprobar estas relaciones. Utilfcese que la diferencial de volumen 
no cambia bajo rotaciones (el jacobiano de una rotacion es la unidad) • 

Si to es infinitesimal podemos desarrollar en potencias de to y quedarnos al 
primer orden. Suprimiendo la variable tiempo para aligerar la notacion, 

n 

= !Ji(rl ' ... , rn) - L(tO x ra)\7 a!Ji(rl ' ... , rn) + 0((2). 
a=l 

Escri biendo (to X r a) \7 a = to (r a X \7 a) Y expresando \7 a en funcion del operador 
momento para la particula a-esima, P a, nos queda 

U(R(tO))!Ji(rl' . . . , rn) = (1 -k to ~ra x Pa) !Ji(rl ' .. . , rn) 

+0((2). 

(13 .1.4) 

Podemos utilzar el principio de correspondencia para identificar el operador 
ra x P a como el momenta angular de la particula a-esima, La , y a la sum a 
~a La como el momenta angular total del sistema: 

La = ra x Pa, L = LLa. (13.1.5) 
a 

La ecuacion (13.1.4) nos dice, pues, que 

(13.1.6) 

EJERCICIO: En general , podemos escribir La = Qa X P a. Hallar la formula 
explfcita para La en representacion de moment os • 

Consideremos ahora una rotacion finita, R(O) . Escribimos 

cuando N ----7 00, OjN es infinitesimal; (13.1.6) se aplica y encontramos que 

U(R(O)) = {1- k ~ L} N + O(ljN) 

que, en ellimite N ----7 00 nos da 

A - 1 A 

U(R(O)) = exp 1i OL. (13.1.7) 

En 10 que queda de esta secci6n trabajaremos con una sola particula; la gene
ralizacion a un numero arbitrario de est as no presenta dificultades. 
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Las relaciones de conmutacion de las componentes de t, Lj , con las com
ponentes Qk, PI de los operadores posicion y momento se pueden obtener 
facilmente de las de Heisenberg y de la formula explicit a (13.1.5) que escribi
mos tambien en componentes como 

3 

Lj = L EjklQkPI . 

k.l=l 

Aquf, Ejkl es el tensor completamente antisimetrico de Levi-Civita. Despues de 
un sencillo calculo encontramos 

s (13.1.8) 

s 

y, ademas, se tiene 
(13.1.9) 

s 

EJERCICIO: Demostrar que las i j son autoadjuntas: iJ = i j • 

Finalmente, damos la expresion de los U(R) en el formalismo de Dirac: 

U(R)lr) = IRr), 

U(R)lp) = IRp). 

EJERCICIO: Demostrar (13.1.10). 

(13.1.10) 

Indicaci6n. Para cualquier Iw), w(r) = (rIW). Pera, WR(r) = (rIU(R)lw) 
w(R- 1r), y hemos utilizado (13.1.3) . Basta ahora tener en cuenta que U es 

unitario para hacerle actuar sobre (rl • 

El cuadrado del momento angular se define como 

3 

L2 = t = '" L2 - ~ J' 
j=l 

y es facil comprobar que conmuta con todas las componentes: 
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13.2. Sistemas invariantes bajo rotaciones 

Sea H el hamiltoniano de un sistema de particulas, H = Ho + V, donde Ho 
es la parte libre, 

, ~ 1 '2 
Ho=~--Pa' 

2ma 
n=l 

Utilizando las relaciones de conmutacion (13.1.8) es facil ver que Ho y los i j 

conmutan,2 y 10 mismo ocurre para una rotacion finita: 

Consideremos ahora que el sistema es invariante bajo rotaciones. Esto 
qui ere decir que si tJt es solucion de la ecuacion de Schrodinger, 

ili8t tJt = HtJt, 

tambien 10 es, para cualquier (J , la funcion de onda tJtR , con tJtR = U(R((J))tJt. 
Por tanto, 

Pero U no depende explfcitamente del tiempo, luego 

HUtJt = HtJtR = ili8t tJtR = ili8t U(R((J))tJt = Uili8t tJt = UHtJt. 

Como esto vale para cualquier tJt, hemos obtenido que U(R((J) ) y H conmutan 
y, diferenciando con respecto a las componentes Bj , vemos que tambien los i j 

y H conmutan: 
[H, U(R((J))] = [H, i j ] = 0 : (13.2.1) 

en un sistema invariante bajo rotaciones el momenta angular total es conser
vado. 

Veamos que restricciones imp one (13.2.1) sobre H. Ya sabemos que Ho y 
U(R) conmutan; por tanto ha de ser 

[U(R), V] = o. 
Consideremos el caso de una particula. Aplicando el conmutador de arriba a 
una tJt(r, t) arbitraria, 

V(r)U(R)tJt(r, t) = U(R)(r)tJt(r, t), 

y por tanto 

Como esto ha de ser cierto para todo tJt, nos resulta que V(r) = V(R-1r), para 
cualquier rotacion R. Por tanto, V solo puede depender del modulo del vector 
r: 

V = V(trl). (13.2.2) 

Para el caso de varias particulas aisladas, y aplicando tambien invariancia bajo 
traslaciones (sec. 4.2) nos resulta que el potencial solo puede depender de las 
distancias relativas entre las particulas: 

(13.2.3) 

2 Aquf L representa el operador momento angular total del sistema 
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13.3 . Momento angular : expresi6n de los L 
en coordenadas polares. Espectro de Lz 

13.3.1. Operadores momenta angular en polares; 
relacion con la energia cinetica 

La expresi6n de los L en coordenadas polares es uti!. Despues de un caJculo 
sencillo, pero latoso, encontramos que 

, _ n { i</> ( 8 . ( e) 8) -i</> ( 8 . ( e) 8 )}. L1 - "2 e 8e + 1 cot 8¢ + e - 8e + 1 cot 8¢ , 

, _ n { i</> ( 8 . ( e) 8) - i</> ( 8 . ( e) 8 )} . L2 - 2i e 8e + 1 cot 8¢ - e - 8e + 1 cot 8¢ , (13.3.1) 

, 8 
Lz = - in 8¢ . 

Ademas, 

'2 2 { 1 8 1 8 ( 8 )} 
L = -n sen2 e 8¢ + sene 8e sene 8e . (13.3.2) 

Existe una importante relaci6n entre L2 y la parte cinetica del hamilto
niano para una partfcula, p2/2m. Si escribimos est a en polares, tenemos 

( sen e :e ) ] }. 
(13.3.3a) 

Comparando con (13.3.2) vemos que 

1 '2 ' 2 1 '2 
- P = Prad + -2 L , 
2m r 

(13.3.3b) 

donde hemos definido la componente radial de P, Frad , por 

, 1 (8 ) Prad == -in;: 8r r . (13.3.3c) 

N 6tese la analogfa con la correspondiente expresi6n clasica: 

·2 2 2 1 2 G 
mrcl = Pel = Pel rad + 2 1el' Pel, rad = mrel; rel = +y r~l' 

, rel 
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13.3.2. Valores propios de las componentes del momento 
angular 

163 

Como una primera aplicacion, vamos a considerar las funciones y valores 
propios de un Lj . Siempre podemos escoger el sistema de coordenadas de forma 
que el eje 0 Z coincida con la direccion j, es decir , para encontrar el espectro 
basta estudiar el caso j = 3 = z. La ecuacion de valores propios que queremos 
resolver es pues, 

(13.3.4) 

y hemos separado explicitamente n del valor propio para que M no tenga 
dimensiones. En polares, (13.3.4) es 

cuya solucion general es 

IJfM(r, (j , ¢; t) = C(r, (j, t)eiM
</> . (13.3.5a) 

Ahora bien: un cambio de n en ¢ + 2nn para cualquier n entero dejando fijos 
r y (j nos dej a en el mismo punto del espacio; por tanto,3 para cualquier IJf (en 
particular IJf M ), 

lJf(r , (j , ¢ + 2nn; t) = lJf(r, (j , ¢; t). 

Dada la forma de IJfM , ec. (13.3.5a), esto implica expiM¢ = expiM(¢ + 2nn) 
para todo n, luego tiene que ser 

M = entero = 0, ±1 , ±2, . .. : (13.3.5b) 

los valores posibles de Lz (y, por tanto, de cualquier Lj ) estin cuantizados en 
unidades de n. 

A M se Ie llama a veces mimero cUlintico magnetico porque, si la partfcula 
tiene carga electrica q, el momenta angular induce un momenta magnetico de 
valor qnM. 

3 Este argumento no es muy convincente . La demostraci6n rigurosa de que M =entero 
puede verse en el problema P .14.4. 
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13.4. Componentes de Cartan; valores y vectores propios 
del momento angular 

Dado un vector arbitrario, v , 10 podemos describir por sus componentes carte
sianas, Vj , 0 por las llamadas componentes esfericas 0 componentes de Cartan, 
va, V± con 

Va = V3 , V± = ~ (Vi ± iV2)' 

La matriz que pasa de componentes cartesianas a componentes de Cartan es 

(
1/V'i 

C = 1/[2 ilV2 O~) -i/V'i 
o 

y es una matriz unitaria. Podemos, por tanto, considerar las componentes de 
Cal"tan como proyecciones a 10 largo de tres ejes ortogonales, pero complejos.4 

Para el momento angular definimos las componentes de Cartan como 

(13.4.1) 

Puesto que las componentes cartesianas son autoadjuntas, las de Cartan satis
facen 

(13.4.2) 

La utilidad de las componentes de Cartan radica en que sus relaciones de 
conmutacion, 

(13.4.3) 

son particularmente comodas de utilizar. Tambien es util la expresion de i} 
en terminos de esta base: 

(13.4 .4) 

Buscamos ahora estados que diagonalicen a la vez a i} y La; utilizaremos 
el formalismo de Dirac: 

L21A, M) = n? AlA , M), 

LolA, M) = riMIA, M) 
(13.4.5) 

y recordamos que M es entero. Tomamos A fijo , y vamos a determinar sus 
posibles valores, y los de M. En primer lugar, como L2 - L6 = LI + L§ es 
definido positivo, t enemos que A 2': M2 . Denotemos por l al maximo de IMI; 
tenemos por tanto que A 2': l2. Supondremos que este maximo de IMI ocure 

4 A veces se definen las componentes de Cartan como v± = =t=2 - 1j2
(Vl ±iv2), Vo = V3, 

esto es , con un signo ( -) extra en la componente v+. A est a convencion se la conoce 
como convenci6n de Condon y Shortley. 
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para M positivo; si fuese negativo, basta con cambiar el eje OZ en -OZ; el 
resultado final es el mismo. 

Lo siguiente que vamos a demostrar es que los operadores £± actuan 
como operadores escalera para la tercera componente del momenta angular, 

all<ilogamente a como los Ct, Ct t de la sec. 7.3 10 hacfan para la energfa. En 
efecto; considerando por ejemplo £+ y utilizando las reglas de conmutacion 
(13.4.3) , 

£0 (£+IA, M)) = (n£+ + £+£0) lA, M) = n(M + l)£+IA, M). 

Por tanto, £+ lA, M) corresponde al valor propio n(M + 1) de £0' Si aplicamos 
ahora £+ al est ado con mayor M nos encontramos con que 

10 que contradice la hipotesis de que l era el valor maximo de M. Por tanto, 
ha de tenerse que 

(13.4.6) 

Apliquemos ahora £2 a este estado; utilizando (13.4.4) obtenemos que 

Hemos encontrado que el valor de A es precisamente A = l(l + 1). Esto sugiere 
cambiar la notacion y utilizar l en vez de A como etiqueta: 

lA, M) ----> Il , M) 

con 10 que (13.4.5) se escribe como 

£2Il , M) = n2l(l + l)ll, M) , 

£oll, M) = nMll, M). 
(13.4.7) 

A l se Ie llama momento angular total, aunque esta nomenclatura no es muy 
exacta. En efecto, tenemos aquf una peculiaridad cuantica. Clasicamente, el 
maximo de lcJz es Ilcd. Cuanticamente acabamos de ver que, sin embargo, y 
salvo cuando l = 0, 

l = maxlMI < y'l(l + 1). 

Esto se debe a que , al no conmutar £x y £y con £z, siempre hay un "residuo" 
de momenta angular en las direcciones OX y OZ. En ellfmite clasico, l » 1, 

y'l(l + 1) ~ l ( 1 + ;l) 

y el residuo es despreciable, como era de esperar. 
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Procedemos ahora como en la seccion 7.3, y construimos los est ados 

( )
L- M 

II, M) == £- II, I), (13 .4.8) 

yes facil de comprobar que £zll,M) = nMI1,M). 
Los estados II, M) son diferentes de cero para M = I, I - 1, ... , -M. En 

efecto: si para un Mo + 1 dado se tuviera II, Mo + 1) = 0 serfa £_11, Mo) = o. 
Utilizando (13.4.4) vemos que 

£211, Mo) = n( -Mo)( -Mo + 1)11, Mo); 

comparando con (13.4.7) resulta que se deberfa tener 

-Mo(-Mo + 1) = 1(1 + 1): 

es decir , Mo = -I. Por tanto, £_11, Mo) solo puede ser cero si Mo = -I. Hemos 
construido todos los vectores propios; son los de (13.4.8) , y acabamos de ver 
que M puede tomar los valores 

M = I , I - I, ... , -I. 

Hay un total de 21 + 1 valores posibles de M (para I fijo). 
Normalicemos ahora la base. Escribimos 

(13.4.9a) 

con II, M) ortonormal: 

(I', M'll, M) = 611'6MM" (13.4.9b) 

Seguimos tomando I fijo, y suponemos que 

(I, Ill, I) = 1. 

Para encontrar las CLM utilizamos que £1 = £'f' Se tiene, 

1 ---- 1 Al_M AL_ M 
1 =(I ,MI1,M) = IC

L
MI2 (I,MI1,M) = IC

LM
I2 (L_ (1,1)IL_ (1 ,1)) 

= _1_ l£l-M-l(l 1)1£ £_I£l-M-l (l I)) 
ICLM I2 \ - ,+ - , 

_ ICL,M+11 2 
A A • 

- IC
LM

I2 (I,M+1IL+L_ll,M+1) 

= ICL,M+11 2 n21(1 + 1) - M(M + 1) 
ICLMI2 2 

yen el ultimo paso hemos utilizado (13.4.4) para reemplazar £+£_ en terminos 
A 2 A 

de L , Lo. 
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Las fases de las C IM son arbitrarias. Si las fijamos de manera que sean 
positivas obtenemos la relacion de recurrencia 

C - nJl(l + 1) - JvI(JvI + 1) C 
1M - 2 I ,M+l' (13.4.9b) 

que, juto con Cll = 1 nos da todas las C . Hemos encontrado de paso que, en 
esta base ortonormal, 

L Il JvI)=nJl(l+1)-JvI(JvI-1)ll JvI- ) - , 2' 1 , 

L+l l , JvI) = nJl(l + 1) - -:(JvI + 1) Il , JvI + 1). 

(13.4.10) 

13.5. Funciones propias de L2, Lz . Armonicos esfericos 

Buscamos ahora las funciones de onda que correspond en a sistemas de una sola 
particula en los estados Il, JvI). Puesto que las L no involucran r 0 el tiempo, 
estas funciones seran de la forma 

p(I ,M)(r, () , ¢; t) = f(r , t )yt((), ¢), (13.5.1) 

donde las yt satisfacen las ecuaciones diferenciales 

Como sabemos, la primera nos dice que yt((), ¢) = YIM(())e iM¢, con 10 que la 
segunda se nos convierte en 

Esta es una ecuacion estandar5 cuya solucion regular es proporcional a las 
funciones de Legendre asociadas, PtI : por tanto, 

2l + 1 (l - JvI)! 
2 (l + JvI)! . 

(13.5.2) 

5 Ver, por ejemplo, Wigner (1959); Courant y Hilbert (1953); Oberhettinger, Magnus 
y Soni (1966), y el Apendice IV en este texto donde, en particular, se pueden 
encontrar formulas explicitas para las FIM . 
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Las fases las hemos escogido de acuerdo con la convenci6n6 de Condon y Short
ley (1951), y los factores estan ajustados para que las funciones Yj;f' que se 
conocen por motivos hist6ricos como armonicos esfericos, esten normalizadas: 

J dS?y~(e'¢)*Y£f,(e, ¢) = OIl'OMM'; J dS? = 127r d¢ 1:1 

dcose, 

(13.5.3) 
10 que se sigue efectivamente de las propiedades de normalizaci6n de las fun-
ciones de Legendre, ,.p't.' 

J+1 M M 2 (l + M)! 
- 1 dx Pl (x)Pl , (x) = 2l + 1 (l- M)! Oil" (13.5.4) 

Consideremos ahora las propiedades de transformaci6n de una funci6n de 
onda con valores bien definidos de i}, Lz , rj/ (l,M); por ejemplo, rj/(l ,M) puede ser 
el arm6nico esferico Y~. Para este calculo es conveniente utilizar la notaci6n 

donde e y ¢ son las coordenadas polares del vector r , cuya longitud es irrele
vante. Dada una rotaci6n R, denotamos a los elementos de matriz del corres
pondiente operador por D~f M': 

D~f[vdR) == (l, MIU(R)ll, M'). (13.5.5) 

Las D~M,(R) pueden obtenerse exponenciando (13.4.10); su forma explicita 
la veremos en la sec. 13.8. 

La ecuaci6n (13.1.3) nos dice que 

(13.5.6a) 

y, por otra parte (salvo una funci6n de T, t, que no juegan ningun papel) tene-
mos 

rj/(l ,M)(r) = (rll ,M). (13.5.6b) 

Para l fijo las Il, M) forman una base: 

+l 

L Il , M)(l, MI = 1. 
M=-l 

6 Hay una cierta confusion a1 respecto en ciertos textos; por ejemp10, Gottfried (1966) 
escoge cp variando entre -7r y 7r , debido a 10 que e1 miembro de 1a derecha en (13.5.2) 
aparece, en su texto, mu1tiplicado por e1 factor (-1) M . 
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De (13.5.6) obtenemos 

+1 
1j/(I,M) (R- 1r) = (rIU(R)ll , M) = L (rll , M')(l, M'IU(R)ll, M) 

M'=-l 

+l 

L 1j/(l , M')(r)D~J'M(R), 
M'=-l 

y por tanto las propiedades de transformacion buscadas: 

+1 
1j/(I ,M) (R- 1r) = L 1j/(I , M')(r)D~/'M(R). (13.5.7) 

NJ'=-l 

EJERCICIO: Demostrar que la matriz can elementos D~I M' es unitaria • 

Existe una relacion sencilla, pero muy util , entre el armonico esferico Yi1(e, ¢) 
y el vector r de coordenadas polares e y ¢: 

(13.5.8a) 

donde las r M son las componentes de Cartan de r , con la eleccion de signos de 
Condon y Shortley: 

13.6. Composicion de moment os angulares. 
Coeficientes de Clebsch-Gordan 

(13.5.8b) 

Consideremos un sistema de dos partfculas con funcion de onda Ij/ (r' , r") ; 
omitimos el tiempo. Repitiendo el desarrollo de la seccion 13.1 encontramos 
que los operadores momento angular son los icon 

i =i' + i"; 
L'1j/(r',r") =r' x (-i1i'V')Ij/(r',r"), 

i"lj/(r',r") =r" x (-i1i'VI)Ij/(r',r") 

(13.6.1) 

y hemos utilizado la notacion 'Vjlj/(r', r") = (ojorj)lj/(r', r"), etc. Vemos que i' 

actua sobre las variables de la primera partfcula, y i" sobre las de la segunda. 
Una situacion muy comtm es una en la que tenemos un sistema formado 

por dos partfculas, las cuales estan en estados propios del momento angular 
total y de su tercera componente; es decir , los estados de los subsistemas estan 
caracterizados por I', M' y I", Mil. Son, pues, los estados II', M') y 11", Mil) . El 
est ado de todo el sistema 10 podemos escribir, con notacion evidente, como 

II', M'; I", Mil) = II', M') 11", Mil) (13.6.2) 
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y L' actua sobre Il', M'), L" sobre It", M"). 
El espacio de los estados del sistema total puede describirse por la base 

(16.6.2); pero tambien podriamos haber diagonalizado el momento angular 
sum a , L2 = (L' + L")2 y su tercera componente, Lz = L~ + L~. Tendriamos 
entonces una base Il , M) con 

Ull , M) = li2 l(l + l)ll , M) ; Lzll , M) = liMll, M). (13.6.3) 

En mecanica clasica, 111= 11' +1"1 y lz = l~+l~; en meca.nica cuantica, si fijamos 
i' y i", M' y M" como en (13.6.2) , l no esta univocamente determinado. Esto 
se debe a que, como los operadores de momento angular no conmutan, los 
valores de las demas componentes (x , y) est an indeterminados. El encontrar 
los posibles valores de i} en la base (13.6.3) no es inmediato. 

Algunas relaciones si son obvias; claramente, 

M= M' +M" 

y con poco mas trabajo se obtiene tambien 

L'L" = ~2 {l(l + 1) -l'(l' + 1) -l"(l" + I)} 

LL' = ~2 {l(l + 1) + l'(l' + 1) -l"(i" + I)}. 

(13.6.4) 

(13.6.5) 

Pasamos ahora a calcular los valores posibles de l, y el paso de la base (13.6.2) 
ala (13.6.3). Puesto que ambas son ortogonales, la matriz C que efectua este 
cambio debera ser unitaria. Despues veremos que, ademas, se la puede escoger 
real , luego result a que podemos suponer C ortogonal: en particular, su inversa 
coincidini con su transpuesta, C- 1 = CT. A los elementos de la matriz C 
se les conoce como caeficientes de Clebsch- Gardan (0 simplemente C-G, por 
abreviar) y se les denota por (l' , M'; l" , M"ll). No es necesario especificar M 
ya que M = M' + M" , pero puede incluirse escribiendo tambien 

(l',M';l",M"Il) == (l' , M';l" , M"ll , M). 

Nosotros utilizaremos ambas notaciones indistintamente. 
Par su definicion tenemos 

Il , M) = L (l' , M'; l", M"Il) Il', M') It" , M"). 
M',M" 

M'+M" = AJ 

(13.6.6) 

Procedemos ahora como sigue. Consideramos el estado con maximo valor de 
ambas terceras componentes del momenta angular , M' = l', M" = l". Puesto 
que el valor del momento angular total del sistema coincide con el maximo de 
su tercera componente, resulta que tiene que ser lmax = l' + l": 

Il' + l", l' + l") = Il', l') Il", l"). (13.6.7a) 
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Apliquemos ahora iL = iL + L~ a este estado. Por una parte, 

L_1l' +l",l' +l") = hvT'+7!'1l' +l",l' +l" -1), 

y, pOl' otra, 

L_1l' + l" , l' + l") = L~ Il', l') Il", l") + Il', l') L~ Il", l") 
= hvl'll', l' - 1)ll", l" ) + h#ll', l')ll", l" - 1) 

y hemos utilizado (13.4.10). Igualando, 

Il' + l" l' + l" - 1) = J l' Il' l' - 1) Il" l" ) + J l" Il' l') Il" l" - 1). , l' + l'" , l' + l'" , 

Iterando el procedimiento obtendrfamos todos los estados 

Il' + l", M), M = l' + l", l' + l" - 1, ... , -(l' + l"), 

y sus expresiones en la base (13.6.2). 

(13.6.7b) 

Volvamos a (13.6.7b). El vector It' +l", l' +l" -1) no es el unico con tercera 
componente IvI = l' + l" - 1. En efecto, este valor puede obtenerse sumando 
l' y l" - 1, 0 sumando l' - 1 Y l". Por tanto, ademas de la combinacion de la 
derecha de (13.6.7b) tenemos la ortogonal que podemos escribir 

Il' + l" l' + l" - 1) = J l" Il' l' - 1) Il" l") - J l' Il' l') Il" l" - 1). 
, ..L l' + l'" , l' + l'" , 

Hemos escogido las fases arbitrarias de forma que los coeficientes sean reales. 
Esto no las determina completamente; tenemos un factor ±1 global arbitrario. 
Lo hemos fijado de acuerdo con las convenciones usuales (Condon y Shortley, 
1951). 

Si aplicamos ahora L+ a It' + l", l' + l" - 1 h obtenemos cero: 

L+ll' + l", l' + l" - 1)..L = 0 

10 que indica, por un argumento como el utilizado con (13.4.6), que para este 
est ado el momenta angular total coincide con la tercera componente. Hemos 
obtenido que l puede tomar un nuevo valor, l = l' + l" - 1 Y podemos por tanto 
identificar el estado It' + l", l' + l" - Ih con el It' + l" - 1, l' + l" - 1): 

Il' + l" -1 l' + l" -1) = J l" Il' l' - 1)ll" l") - J l' Il' l' )ll" l" -1). , l' + l'" , l' + l'" , 
(13.6. 7c) 

Aplicando reiteradamente L_ a este estado encontrarfamos la nueva serie 

Il' + l" - 1, M), M = l' + l" - 1, ... , -(l' + l" - 1). 

Pasamos al siguiente valor de M, M = l' + l" - 2. Lo podemos obtener de tres 
maneras: componiendo l' , l" - 2; componiendo l' -1, l" -1; 0 con l' - 2, l". Dos 
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de est as estados los hemos obtenido ya; nos queda la combinacion ortogonal a 
ambos. 

P odemos continuar el proceso, y preguntarnos, cu<indo acabara. El mimero 
de estados, en la base (13.6.2) es (21' + 1)(21" + 1). En la nueva base tenemos 
2(l' + I" ) + I , 2(1' + I" - 1) + I , 2(l' + I" - 2) + I , ... En total, si el proceso 
acaba en I = A, 

l'+l" 

2::= (21 + 1). 
l=).. 

Para que esto sea igual a (21' + 1)(21" + 1) hace falta que (ver fig . 13.6.1) 
A = Il' -1"1· En efecto, 

l'+l" 

2::= (21 + 1) = (21' + 1)(21" + 1). 
l=l/'- l"l 

Los valores posibles del momenta angular total son , por tanto, 

I = Il' - 1''1, ... , I' + I" . (13.6.8) 

Otra conclusion que podemos sacar del analisis anterior es que se pueden 
escoger todos los C-G reales , como ya habfamos anunciado. Las ecuaciones 
(13.6.7) nos dan los primeros valores de los C-G: 

(I' , I' ; I" , l"ll' + I" ) = 1, (I' I' - 1.1" lilli' + I") = j I' 
, " I' + I" ' 

(I' I' - 1. 1" lilli' + I" - 1) = j I" , " I' + I" ' etc. 

Iterando el procedimiento obtendrfamos tantos como fuese necesario; en el 
Apendice III hemos recogido algunas formulas titiles. 

El cambio inverso al (13.6.6) es muy sencillo; puesto que la inversa de la 
matriz de los C-G es su transpuesta tenemos, simplemente, 

l'+I" 

Il' , M') 1l",M") = 2::= (1',M';II,M"ll) Il ,M=M'+M"). 
l=I/'- I"1 

(13.6.9) 

Utilizando los valares de los C-G podemos deducir algunas formulas de 
composicion de funciones correspondientes a valores dados del momento angu
lar total y su tercera componente; par ejemplo, la formula de composicion de 
armonicos esfericos 

l'+l" 

Y~, (0 , ¢)Y~~2 (0 , ¢) = 2::= 
l=1/' -l" 1 

(211 + 1)(212 + 1) 
4n(21 + 1) (13.6.10) 
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M=l'+l" 
+5 

M=l'+l"-l 
+4 

M=l' + l" - 2 = It' - t" I 
+3 - -- ----

+2 ------- ------

+1 -- -- --- ------

o -- - --- - -- -- - - - - ---- -- --

-1 -- -- --- -- ----

-2 ------- -- ----

-3 -- -- --- - -----

-4 

-5 

FIG URA 13.6.1. Composicion de momentos angulares: l' = 4, l" = 1. 

EJETlCICIO : Demostrarlo. 

Indicaci6n. POI' propiedades generales sabemos que 

Para hallar las constantes A, escojase Ml = M2 = 0 y utilfcense propiedades 
de los polinomios de Legendre. Si no sale, vease por ejemplo Gottfried (1966) 
o Wigner (1959) • 
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13.7. Propiedades de transformaci6n de operadores 
vectoriales. Teorema de Wigner-Eckart 

Se dice que el conjunto de operadores Fj , j = 1, 2,3 forman un vector F 
o que es un F operador vectorial si se satisfacen las siguientes relaciones de 
conmutacion entre las componentes de F y las del momenta angular: 

(13.7.1) 
s 

Ejemplos de operadores vectoriales son los Q, P, los propios L y los opera
dores de espfn (que estudiaremos en el proximo capftulo). Vamos ahora aver 
que (13.7.1) implica que, bajo una rotacion finita R(()) , se tienen las leyes de 
transformacion 

U(R(()) )F/J- 1 (R(())) = L R- 1 (())jj' Fj'. (13 .7.2) 
jl 

En efecto; comencemos por considerar el caso infinitesimal, lal « 1. Utilizando 
(13.1.2) obtenemos facilmente 

R- l(a)jjl = 6jjl + LaSEsjjl + O(a2). 
s 

Ademas, 

U(R(a)) = 1 - * aL + O(a
2
). 

Por tanto, 

y, utilizando (13.7.1), 

U(R(a))FjU-1(R(a)) =Fj + LaSEsjj'Fj' + O(a2) 
s 

(13.7.3) 

j' 

para () finito escribimos 

R(()) = (R(()jn)t, U(R(())) = [U(R(()jn))r; 

para gran n, el angulo ()jn es infinitesimal. Aplicando reiteradamente (13.7.3) , 

U(R(()))FjU- 1(R(())) = L R-1(())jiIFjl + nO((Bjn)2) 
jl 

que, en ellfmite n ----) 00 , nos produce (13.7.2) , como querfamos demostrar. 
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EJERCICIO: Demuestrese el reciproco, esto es, que (13.7.2) implica (13.7.1). 

Indicaci6n . Considerense rotaciones infinitesimales • 

EJERCICIO: Demostrar que 

Podemos sustituir las coordenadas cartesianas de F, Fj por las esfericas, F;..; 
con la convencion de fases de Condon y Short ley, 7 

Fo = F3 , F ± = =f ~ (FI ± iF2) . 

Entonces, (13.7.1) nos dice que 

[.L, F;..] = nAF;... (13.7.4) 

Si Ii, M), Ii', M') son est ados con valores bien definidos del momento an
gular total y de su tercera componente, consideremos el elemento de matriz 

(l', M'IF;..ll , M) . 

Usando (13.7.4) se sigue que 

izF;..ll,M) = n(M + A)F;..ll ,M) 

luego los vectores F;.. Ii, M) corresponden a tercera componente del momento 
angular igual a n(M + A). Tampoco es complicado, utilizando las relaciones 
de conmutacion de las F con el momenta angular total , comprobar que, si 
l = M = 0, 

i2F;..10,0) = 2n2F;..10,0) 

es decir, el estado F;.. 10,0) cOlTesponde a momento angular totally tercera 
componente A, luego sera. proporcional a 11, A). Podemos por tanto escribir 

y tenemos 
(l', M'IF;..ll, M) = C(l', M'll, A) Ii , M). 

Finalmente, utilizando los coeficientes de Clebsch- Gordan hemos demostrado 
la formula 

(l', M'IF;..ll, M) = (1, A; l, Mil') bM' ,M+;..C(l , l' , F). (13.7.5) 

7 Utilizamos esta convencion por consistencia ya que es la que tomamos para los 
estados II , M). 
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La constante C puede depender de l , l' y, ciertamente, de F; pero no de M , M' 0 

A. Este es el teorema de Wigner- Eckart. A las C(l, l' , F) se les llama elementos 
de matriz reducidos, y se les denota a veces por 

C(l, l', F) == (l'llFlll). 

La generalizaci6n a operadores tensoriales puede verse en los textos de 
Wigner (1959) 0 Galindo y Pascual (1978) , por ejemplo. 

PROBLEMAS 

P.13.1. Hallar el conmutador de las proyecciones del momento angular a 10 largo 
de dos direcciones arbitrarias u , v , que definimos por Lu = uL , Lv = vI,. 

SoJucion. [Lu, Lv] = ih(u x v)I,. 

P.13. 2. Demostrar la formula 

donde B es el angulo entre los dos vectores de componentes angulares (B1, ¢1) Y 
(B2 , ¢2) . 

Solucion. Denotemos por r a a los vectores de componentes angulares (Ba, ¢a), a = 
1, 2. El angulo B = L (r1, r2) es invariante bajo rotaciones simultaneas de los dos r a. 

La suma de armonicos es f<§ricos tambien 10 es; cf. (13.5.7) . Podemos pues escoger el 
sistema de referencia que queramos; y 10 hacemos de forma que B1 = ¢1 = ¢2 = 0, 
B2 = B. Utilizando entonces (13.5.2,4) tenemos 

I f¥!l+1 Yo(B , O) = -- PI (cos B) 
47f 

y el resto es trivial. 

P.13 .3. Calcular D~/o(R) sin trabajar en exceso. 

Solucion . Sea z un vector unitario a 10 largo del eje OZ y sea r R 

(13.5.7), 

Y~'/(rR) = LD~1"M'(R)Y~1"'(z). 
M' 

Por el problema anterior sabemos que Y~1"'(z) = oM'oV(2l + 1)/47f, luego 

P.13.4. Calcular explicitamente los operadores del momento angular para l = l. 

Solucion . Representamos los est ados como matrices: 
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Lo es diagonal y tenemos inmediaamente 

~ ) . 
- 1 

Aplicando las relaciones (13 .6.7) obtenemos 

(

0 0 0) L_ = 1i 1 0 0 , 
010 

0, para las componentes cartesianas, 

-1 
o 
1 

177 



" 



CAPITULO 14 . 

El espin 

14.1. Funciones de onda y operadores de espin 

Es un hecho experimental que existen sistemas de una partfcula que no estan 
completamente determinados por el valor de una funcion de onda tlf(r ; t). EI 
ejemplo mas conocido es el del foton , para el que hay que dar, ademas, su 
polarizacion. En la seccion 12.3 vimos que tambien hay que admitir que los 
electrones tienen un grado de libertad interno, que tom a dos val ores , para 
poner en acuerdo el valor teorico y el experimental para la energfa de Fermi 
de un gas de electrones. Aunque no vamos a comenzar por el foton , 10 que sf 
vamos a tomar de su grado de libertad extra, la polarizacion, es la propiedad 
de que cambia al hacer rotaciones en el espacio. 

Inspirados por esto, postulamos la existencia, para algunas partfculas, de 
un grado interno de libertad (al que llamaremos espfnl) . Al estado de una 
de estas partfculas 10 tenemos que especificar , por tanto, por una funcion con 
varias componentes, tlf),(r ; t) donde >. describe , precisamente, el grado de liber
tad de espfn. Puesto que sabemos empfricamente que, para todas las partfculas 
conocidas, el numero de est ados de espin es finito , postulamos que la variable 
>. es una variable discreta. 

Investiguemos ahora como se transforman las funciones de onda de una 
partfcula con espfn al realizar rotaciones; debido a nuestra hipotesis de que las 
rotaciones afectan al espfn , no solo el radio vector r girara, sino que las >. se 
mezclaran entre sf. Escribimos pues, omitiendo la variable tiempo, 

U(R((J) )tlf), (r) = LD),),I(R((J))tlfN(R-1((J)r ). (14.1.1) 
),' 

Los numeros D),),I (R( (J)) pueden considerarse como los elementos de una 
matriz cuadrada,2 1). Igualmente podemos representar a la funcion de ondas 
por una matriz vertical de componentes las tlf)" de manera que (14.1.1) puede 
reescribirse como 

U(R((J) )'f(r) = 1)(R((J))'f(R- 1((J)r) . (14.1.2a) 

1 La palabra espfn es la castellanizaci6n del ingles spin, que quiere decir giro; en 
efecto, una imagen clasica (pero equivocada) del espin 10 atribuiria a una rotaci6n 
intrinseca de las particulas. EI espin fue introducido para electrones por Uhlenbeck 
y Goudsmit , y su teoria desarrollada por Pauli. 

2 Por facilidad de identificaci6n etiquetamos a las matrices en espacio de espin con 
una tilde por debajo. 
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El producto escalar 10 definimos por 

(<? IW) == L J d3 rtP;(r )WA(r) = J d3r<?t(r)W(r). 
A 

(14.l.2b) 

La unitariedad de U implica que las matrices 1) son unitarias. En efecto: 

L J d3rtP;(r)WA(r) = (<?IW) = (U<?IUW) 
A 

~ ~ J d ' r { ~ D,dR(O))'h(w'(o)r)} ' 

x {f;Du,,(R(O))WA,,(R-1(o)r)}. 

Cambiando de variable de integraci6n por r -+ R- 1 (O)r, y llamando de nuevo 
r a la variable despues del cambio, obtenemos que 

Puesto que esto ha de ser cierto para cualquier tP, W se sigue que 

LD;N(R)DAA,,(R) = 6NA" 
A 

0, 10 que es 10 mismo, Dt D = 1, como queriamos demostrar. De manera similar 
demostrarfamos que las 1) satisfacen las leyes de grupo: 

1)(R)1)(R') = 1)(RR'), 1)(R- 1) = [.Q(R) r 1. 

Consideremos ahora rotaciones infinitesimales, 0: « 1. Definimos ~ por3 

l)(R(a)) = 1 - * a~ + 0(0:
2
), 

y utilizando (13.l.4), la ecuaci6n (14. l.2a) nos dice que 

U(R(a ))W(r ) = (1 -* aL - * a~ ) W(r) + 0(0:
2

) (14.l.3a) 

donde L es el operador momenta angular, 

L = r x (-in,V). 

3 ~ es un operador, pero no Ie colocamos un circunflejo porque la tilde ya indica este 
canicter. 
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(Cuando es necesario precisar, a L se Ie llama momenta angular orbital; como 
veremos, la presencia del espin implica un momento angular intrinseco , ademas 
del orbital). En componentes, 

, i , i ~ 2 
U(R(O))w)..(r) = w)..(r) - h aLW)..(r) - h a ~ S>-,>-"W)..'(r) + O(a ). (14.1.3b) 

)..' 

Las relaciones de conmutacion de Lj y $ son muy sencillas: puesto que 
actuan en variables distintas conmutan, 

(14.1.4) 

pero las reglas de conmutacion de las $ k entre si no son triviales de hallar. 
Para encontrarlas comenzamos por considerar rotaciones finitas. Definimos el 
momenta angular total, j par 

(14.1.5) 

y escribimos, para 0 finito , 

U(R(O)) =}~~ [U (R (~)) r 
vemos que (14.1.3a) nos implica que 

U(R(O)) = lim [1 - 2. ~ J + O(1/n2)] n = e- iOJ / Ii. 
n -->ex> n n 

(14.1.6a) 

P'nesto que L y S conmutan podemos escribir esto tambien como 

(14.1.6b) 

A segundo orden, 

(14.1.7) 

Si consideramos las rotaciones Rx (a), Ry ({3) alrededor de los ejes OX, OY 
respectivamente, un calculo sencillo (utilizando, por ejemplo, las formulas del 
Apendice III) nos dice que 

donde Rz (a{3) es la correspondiente rotacion alrededor del eje 0 Z. Por tanto, 
tambien para los U, 

Desarrollando como en (14.1.7) y reagrupando, esto nos da 

, , , - 1 ' - 1 a{3 " 3 3 
U(Rx(a))U(Ry({3))U (Rx(a))U (Ry({3)) = 1- r1 [lx, !y] + O(a ,(3 ) 



182 CAPITULO 14 

(de hecho, la primera correccion no nula resulta ser de orden mas alto , 
O(a2f32)) . 

Por otra parte, desarrollando directamente, 

igualando resulta que se tiene 

y, permutando cidicamente, 

[Ij,Ik] = in LEjkIII. (14.1.8) 
I 

Pero Ij i j + §j; las Lj satisfacen relaciones de conmutacion como las 
(14.1.8) , y las Lj conmutan con las §k: luego (14.1.8) implica que 

(14.1.9) 

es decir, las § satisfacen relaciones de conmutacion identicas a las del momenta 
angular. Esto acaba por identificar a las § como operadores correspondientes 
a un momento angular intrfnseco a las particulas (espfn). 

14.2. Valores propios del espin. Momento angular total 

A diferencia del momento angular orbital, donde la l'epresentacion Lz 
-ina / a¢ nos permitia conduir que los valores propios de Lz tenian que sel' 
multiplos enteros de n, no hay razon para que ocurra 10 mismo para los va
lores pl'opios de las §j. Sin embargo, como las relaciones de conmutacion de 

las Lj y §j son las mismas, podemos repetir buena parte de la discusion del 
capitulo 13. Si denotamos por n83 a los valol'es propios de § z y diagonalizamos 
simultaneamente §)2 y § z encontramos que 

§)2W(S ,S3) = n28(8 + 1)W(s ,s3) 

donde 8 = max 1831. Ademas, los valol'es posibles de 83 son 

83 = -8, -8 + 1, ... , 8, 

en total 28 + 1 valol'es. Desde luego, este numero 28 + 1 ha de ser un entero, 10 
que solo es posible si 

entel'o 
8=-- 20: 

2 
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los valores de s, al que llamaremos espfn total (0, simplemente, espfn) son los 
enteros 0 semienteros4 positivos, 1/2, 1,3/2, ... ,0 cero, si la particula no tiene 
espin. Los valores posibles de 83 son tambien enteros 0 semienteros, positivos y 
negativos. Dos propiedades que, al nivel que estamos trabajando, son empiricas 
(aunque pueden demostrarse en una teoria completamente relativista) son que 
el espin total es una propiedad intrinseca de la particula, y que todos los bosones 
tienen espin entero, y todos los fermiones semientero. 

N6tese que el espin es un efecto puramente cwintico; al ser proporcional a 
n, con una constante de proporcionalidad menor 0 igual en modulo que 8 , su 
efecto desaparece en el limite clasico. Por otra parte, particulas sin dimensiones 
y elementales, como electrones, neutrinos 0 quarks, tienen espin, algo que no 
tiene analogo clasico. 

Una consecuencia interesante de que 83 no tenga que ser entero es que, 
cuanticamente, una rotaci6n por 27r no siempre es la unidad. En efecto: en la 
base rJj(S,S3 ) con 

(14.2.1) 

la matriz :} z es diagonal: 

8-1 ] (14.2.2) 

luego 
si 8 = entero 
si 8 = semientero. 

Por tanto, una rotacion pOl' 27r cambia el signa de la funci6n de onda de 
particulas con espin semientero. Este cambio de signo puede observarse por 
medio de experimentos de interferencia y, de hecho, ha sido observado. 

Consideramos ahora un est ado con tercera componente de espin bien 
definida, ec. (14.2.1) , y, ademas, momento angular total y tercera componente 
bien definidos , 

f}W (S ,S3;l.M ) = nl(l + 1)W(s ,s3; I ,M ) L
z

W (S,S3; I.M ) = nMW (s,s3; I,AI). 

El operador momento angular total es J = L+~. Para hallar sus valores propios 
tenemos que componer L y ~ como momentos angulares que son. La discusi6n 
de la seccion 13.6 puede repetirse sin cambios; si denotamos por nj(j + 1) a 

, 2 ' 
los valores propios de:} y por nj3 a los de .J z tenemos que 

j = l + 8, l + 8 - 1, .. . , Il - 81; j3 = 83 + M. (14.2.3) 

4 Utilizamos la nomenclatura usual de Hamar "semienteros" a los numeros de la forma 
(impar)/2 . 
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Puesto que ~ conmuta con todas las variables espaciales (y el tiempo) se sigue 
que una base de las funciones de onda la forman aquellas en las que el espin y 
las variables espacio-temporales se factorizan, esto es, de la forma 

tp(r; t) = ~(S , S3) iJt(r ; t) (14.2.4) 

y X(S ,S3), conocida como la funci6n de onda de espfn , no depende5 de r , t. Una 
funcion general sera combinacion lineal de las (14.2.4). 

Un tipo de expresiones muy comunes, en especial al tratar interacciones 
dependientes del espin, son sumas sobre espines como 

~ 1~(S , S3)t llj ~(s,s;) 12 
83 , 8 3 

donde llj es una matriz en el espacio de espin. Si normalizamos las funciones 
de onda de espin a 

entonces es imediato com pro bar que se tiene 

~ 1~(S , S3)t llj ~(s,s;) 12 = Tr llj lljt. 
8 3, 8 3 

Una ultima observacion: recordamos que, puesto que las j y S satisfacen 
las mismas relaciones de conmutacion que las L, resulta que todas l~ relaciones 
algebraicas obtenidas para el momento angular orbital son vaJidas para las J y 
~ con los cambios obvios: I por j 0 por 8, M por j3 0 por 83. En particular, esto 
es cierto para las ecuaciones (13.4.10), (13.6.9), (13.6.10), (13.7. 5) Y (13.8.2). 

5 Esto no es cierto en teorfa relat ivista; un ejemplo 10 veremos en el caso del foton, 
lS.uya funcion de onda de espfn depende del momento. 
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14.3. Particulas de espfn 1/ 2. Matrices de Pauli 

Un caso particularmente importante de particulas con espin son las de espin 
112, que incluye a electrones, protones, neutrones y quarks. Vamos a determinar 
en este caso la forma explicita de los ~ y 1). 

Puesto que, para 8 = 1/2, los valores posibles de 83 son ±1/2, ~ y 1) seran 
represent ados por matrices 2 x 2. Escogemos la base X± con 

(14.3.1 ) 

A los X± se les conoce como espinores de Pauli. En esta base, obviamente, 

Para encontrar los demas operadores de espin, consideramos las combinaciones 

y aplicamos 10 equivalente a las ecuaciones (13.4.8), (13.4.10), con los cambios 
apropiados. Despues de un calculo elemental obtenemos (escribiendo las tres 
componentes a la vez) 

n 
S=-(5 ' _ J 2 _J' 

donde las CZj son las 11amadas matrices de Pauli, 

(
0 -i) 

CZ2 = i 0 ' 

(14.3.2a) 

(14.3.2b) 

Estas matrices pueden considerarse como las componentes de un vector matri
cial, l!. Algnas propiedades ut iles de las matrices de Pauli , que se obtienen por 
calculo directo , son las siguientes: 

CZ J = CZ.j, [CZj , CZk] = 2i I:>jklCZl, {CZj , czd = 26jk ; 
1 (14.3.3a) 

CZ2CZjCZ2 = - czj, T!."CZj = 0, TrCZjCZ k = 26jk. 

El conjunto de las CZ.j y la matriz unidad es completo en el conjunto de todas 
las matrices 2 x 2, es decir , cualquier matriz 2 x 2, .6, se puede escribir como 
combinaci6n de e11as: 

3 

.6 = ao+ LajCZj; ao = ~Tr.6, aj = ~Tr.6CZj· (14.3.3b) 
j= l 

Una rotaci6n finit a por el angulo () viene dada por 

o /2 e i e 1)(R((})) = e- 1 
'! = cos "2 - (j ((}l!) sen "2 . (14.3.4) 
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Para demostrarlo, basta darse cuenta de que, gracias las relaciones (14.3.3), se 
tiene 

(VU)2 = v 2 

para cualquier vector v. Si v es paralelo a OZ, (14.3 .4) se simplifica a 

(
e- iO / 2 

D= - 0 

Los coeficientes de Clebsch- Gordan para composicion de espin 1/2 y 
cualquier momento angular se pueden encontrar en el Apendice III. 

14.4. Funcion de onda del foton. Espfn del foton 

En esta seccion vamos a estudiar la funcion de onda de un foton libre; las 
interacciones de fotones requieren un formalismo que no desarrollaremos hasta 
el capitulo 20. Comenzamos por recordar las ecuaciones de Maxwell para el 
campo electromagnetico en el vacio, 

\1£ = \113 = 0; (14.4.1) 

£ es el campo electrico, 13 el magnetico y c la velocidad de la luz. Podemos 
expresar £ , 13 en terminos del potencial vector A(r, t) y el escalar ¢(r, t), de 
forma que 

-1 
£ = - atA - \I¢, 13 = \I x A. 

c 
Las ecuaciones de Maxwell nos dan, para A y ¢ las condiciones 

1 -1 
2" a; A - ~A = - at \I ¢ - \I (div A), 
c c 
-1 - at (div A) = ~¢. 
c 

(14.4.2) 

(14.4.3) 

Dados A y ¢, tanto £ como 13 vienen fijados univocamente por (14.4.2); 
pero ni A ni ¢ estan univocamente definidos. En efecto, una transformaci6n 
de gauge 

A(r, t) --t Aj(r, t) = A(r, t) + \I f(r, t), 

¢(r, t) --t ¢j(r, t) = ¢(r, t) - ~ ad(r, t) 
c 

(14.4.4) 

cambia A y ¢ dejando invariantes a £ y 13 (que son las cantidades medibles). 
Para eliminar esta arbitrariedad tenemos que imponer condiciones suplemen
tarias (E.jar el gauge). Nosotros vamos a requerir la condicion de que, en ausen
cia de cargas electricas, el potencial escalar se anule; 

¢(r, t) == o. (14.4.5a) 

Esto no fija totalmente el gauge, ya que mIn podemos hacer transformaciones 

A(r,t) --t Afo(r) = A(r,t) + \lfo(r) 
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con fo(r) independiente del tiempo. Debido a la segunda ecuacion de Maxwell 
(14.4.3) resulta que, para rjJ( r , t) = 0, div A es independiente del tiempo; por 
tanto, podemos ajustar fo de manera que 

div A(r, t) == O. (14.4.5b) 

Dados A, rjJ, la funcion que nos elimina rjJ es 

f(r , t) = cit dt' rjJ(r, t') 
to 

y la que elimina div A es 

fo(r) = J d3
r' 47rlr; _ rl div A (r', t). 

El gauge en que se sat isfacen las condiciones (14.4.5) es conocido como gauge 
de Coulomb, 0 de la radiaci6n. En 81 las ecuaciones de Maxwell se escriben 

1 2 
2" Ot A(r , t) - ~A(r , t) = 0, 
c 
V' A (r, t) = O. 

(14.4.6) 

Estas ecuaciones describen el desarrollo en el tiempo de una onda transversa; 
debido a la dualidad onda-particula vamos a interpretar a A(r , t) como la 
funcion de onda de un foton libre.6 

Las ecuaciones (14.4.6) nos proporcionan la base para escribir una ecuacion 
de tipo Schrodinger. Para ella definimos el hamiltoniano libre de un foton , H, 
por 

(14.4.7a) 

cambiando la notacion de A a W postulamos la ecuacion 

i1iot W(r ; t) = HW(r; t) (14.4.7b) 

y la condicion suplementaria 

div W(r; t) = O. (14.4.7c) 

6 En realidad , el formalismo de funcion de ondas no es apropiado para fotones ; la 
cantidad IA(r, t)1 2 solo puede considerarse de una forma aproximada como la pro
babilidad de encontrar un foton en el punta r . Debido a esto algunos autores (por 
ejemplo, Akhiezer y Berestetskii, 1963) consideran como mas apropiado represen
tar la funcion de onda por el par £ , 13 ya que la cantidad I£(r, tW + 113(r, tW 
COITesponde a la densidad de energia en el punta r . Sin embargo, esta solucion 
tampoco es satisfactoria, ya que puede demostrarse que no es posible 10caJizar un 
foton . De hecho , una descripcion satisfactoria de estados de fotones solo es posible 
con el formalismo de campos cwinticos que veremos en el capitulo 20. Nosotros, sin 
embargo, continuamos con la descripcion en terminos de A ya que proporciona una 
buena introduccion al formalismo correcto. 
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efectivamente, reiterando (14.4 .7a) obtenemos que \[I satisface una ecuacion 
como (14.4.6) , 

0; \[I ( r, t) = c2 ~ \[I ( r, t). 

El operador (_~) - 1/2 tiene que definirse como un operador integral , 

( _ ~) - 1 /2 f(r) = J d3r' K(r - r')f(r'), K(p) == 1 J d3plpleipp 
Ji(27rJi )3 

(14.4.8) 
a traves de la transformada de Fourier de la ecuacion (14.4.7a) , que pasamos 
a considerar. 

En espacio de momentos, (14.4.7a,b) se convierten en 

iJiot\[l(p, t) = clpl\[l(p, t), 

p \[I(p, t) = o. 

(ecuacion de Schrodinger en espacio de momentos). 
Busquemos ahora est ados con momento bien definido, 

Esto implica 
\[Ip(r, t) = C(p, t)eipr/ Ii 

y, pidiendo ademas que se satisfagan las ecuaciones (14.4.7), 

\[Ip(r, t) = E(p)e-iE(p)t/lieipr/l,,; 

pE(p) =0, E(p)=clpl . 

(14.4.9) 

(14.4.10) 

(14.4.11) 

(14.4.12) 

Reconocemos la conexion entre momento y energia para una particula de masa 
cero, y ~enemos tambien las relaciones de Einstein y de de Broglie E = Jiw, 
p = vic, w = 27rv. 

Veamos ahora el momento angular y el espin del foton , 10 que hacemos 
en espacio de momentos. Puesto que \[I(p, t) es un vector, la accion de una 
rotacion sobre \[I vendra dada por 

R ; l]ij(p , t) ---7 U1f/j (p, t) = L Rjj ,1f/j(R-1p, t). 
j' 

Para un angulo infinitesimal, a, 

U(R(a))1f/j (p, t) 

= 1f/j (p, t) - L Ejlj,1f/j'(p, t) - (a x p)'Vp 1f/j (p, t) + 0(a2
) 

j'l 

= 1f/j (p , t) - L al L Ejlj,1f/j'(p, t) - * L aziJp,l1f/j(p, t) + 0(a
2

) 

I j' I 

(14.4.13a) 
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donde 
(14.4.13b) 

es el operador momenta angular en representacion de momentos. Comparando 
con (14.1.3) obtenemos que el operador de espfn para el foton es ~ con 

~Wj = L Sjj'wj' (14.4.14a) 
j' 

y las componentes de Sjj', (Sa)jj' vienen dadas por 

(Sa)jj' = -inEajj', a= 1, 2, 3. (14.4.14b) 

Busquemos ahora los valores y vectores propios de una de las componentes 
de ~, digamos $z = $3: 

(14.4.15) 

Utilizando (14.4.14), tenemos las condiciones 

-inwJry) = nTJwiry) , inwiry) = nTJwJry). (14.4.16a) 

Combimindolas resulta que TJ 2 W'iCry ) = tJ!,iCry ) , i = 1, 2, 10 que solo es posible si 
TJ = ±1. La tercera componente no viene dada por (14.4.16a), pero esta fijada 
por la condie ion de transversalidad en terminos de las otras dos: 

(14.4.16b) 

El valor TJ = 0 no es posible para la tercera componente del espfn ya que 
"l:equerirfa WI = W2 = 0 y, de (14.4.16b), tambien7 W3 = 0 es decir, \[I serfa 
identicamente cero. Esta propiedad de que solo los valores ±s (±1, para el 
foton) de la tercera componente del espfn sean posibles es caracterfstica de 
partfculas sin masa, y se debe a la relacion entre espfn y variables espaciotem
porales caracterfstica de este tipo de partfculas. 

El analisis que hemos hecho es poco riguroso. Un estudio completo de 
estados de partfculas sin masa se debe a Wigner y puede encontrarse, por 
ejemplo, en ellibro del autor (Yndurain, 1966). 

Construyamos, para terminar, la funcion de onda de un foton con mo
mento y una componente del espfn bien definidos. Para ella consideramos la 
componente del espfn a 10 largo del momento, a 10 que se llama helicidad. El 
correspondiente operador es 

(14.4.17) 

7 Suponemos P3 -=1= 0; el caso P3 = 0 hay que tom arlo como un Ifmite de P3 -=1= 0, 
P3 ---> O. 
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Requerimos pues 
F'I!(1))(r t) =p ·'I! (1))( r t) 

J p ' .1 P , , 

S 'I! (1)) (r t) = n'Yl'I!(1)) (r t) _ p p' "P " 

Como sabemos, la primera condie ion nos dice que (cf, (14.4,2)) 

'I! ~)) (r, t) = £(p, 'rJ )ei(pr-c1p1t) / ,,; 

(14.4.18) 

(14.4,19a) 

la segunda nos permite encontrar los to , llamados vectores de poiarizacion que 
son, obviamente, la parte de espin de la funcion de onda del foton . Para hallarlos 
comenzamos por escoger el eje OZ a 10 largo de p de manera que §p coincide 
con §z' (14.4.16) nos dice que en este sistema de coordenadas (que denotamos 
por el superindice 0), 

Podemos tomar como solucion los siguientes valores de los £(0): 

(14.4. 19b) 

Las £ satisfacen la normalizacion 

(0) ( ) * (0) ( ') s; £ p , 77 £ p , 'rJ = u1)1)" 

Para un sistema de coordenadas arbitrario obtenemos las £ correspondien
tes realizando un giro R(z ~ p ip) alrededor del eje z x p, que nos lleva el 
eje OZ sobre p (z es un vector unitario a 10 largo de OZ), Este giro podemos 
caracterizarlo pOl' el vector 0: , 

a 
0: = -- (z x p) , cos a = P3 1p· 

psena 

Al realizar el giro, pasamos de £(0) a £ = R£(O), Un sencillo caJculo, utilizando 
(13,1.1), nos da 

£(p,'rJ) = (cosa)€(O)(p , 'rJ ) + 12- co~a [P1E~0)(P ' 'rJ) - P2 EiO) (p, 'rJ)] (z x p) 
P sen a 

z£ (O) (p , 'rJ) 
- z 

P 

= P3 €(O)(p, 'rJ) + i'rJPl - P2 (z X p) _ Pl - i'rJP2 z ; 
P V2p(p + P3) V2p 

(14.4,19c) 
P3 1 - cosa 1 

cosa = -, 
P p2 sen2 a 

Puesto que R es ortogonal seguiremos teniendo 

(14.4,19d) 
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£(p, +1) 

FIGURA 14.4.1. EI plano subtendido por E(p, +1) Y E(p, -1) es or
togonal a la direccion de avance del foton. 

las E son dos vectores ortogonales entre sf, y situados en el plano perpendicular 
a p (fig. 14.4.1). 

Las fases de los E(p, TJ) no son las que se siguen de las convenciones de 
Condon y Shortley; un os vectores polarizaci6n con fases de Condon y Shortley 
son los X con 

(14.4.1ge) 

La normalizaci6n de las W es, con cualquier elecci6n (E 0 X) 

(14.4.19f) 

En lugar de los E se u t ilizan a veces los vectores de polarizaci6n cartesianos 
e; cuando OZ es paralelo a p, 

eiO) (TJ = +1) = 1, 

e~O) (TJ = -1) = 1, 

e;O)(TJ = +1), j = 2,3; 

e~O) (TJ = -1), j = 1, 3. 
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Los e vienen dados en funcion de los e(O) por una formula identica a la que pasa 
de 10(0) a 10 , (14.4.19c) Notese que los e no son vectores propios del operador 
de espfn, pero corresponden , en electromagnetismo ci<isico, a una orientacion 
paralela a e del campo electrico, e. 

EJERCICIO: Escribir los e, B que corresponden al qJ de (14.4.19). Comparar 
con las ondas electromagneticas en la teoria de Maxwell • 

EJERCICIO: Comprobar que se tiene 

" ( ) * ( ) J: P i P j ~ Ei P , T/ Ej P,T/ = Uij - -2-' 

ry=±1 P 
• (14.4.20) 

PROBLEMAS 

P.14.1. Calcular los estados propios de n~ para una particula de espin 1/2; n 2 = l. 

Soluci6n. Con C una constante arbitraria, 

n = C ( n z ± 1 ) 
~± n x + iny , 

n ±li n 
nSX± = -X± · - - 2 -

P.14.2. Dado un §i , componente i del operador de espin para una particula de 
espin s , encontrar las potencias independientes de §i . 

Soluci6n. Puesto que los valores propios de §i son - lis , ... , +lis, se tiene 

(§i - li( -S))(§i - li( - s + 1)) · · · (§i -lis) = 0 

(para verlo, basta diagonalizar §i ). Por tanto, §;s+1 se puede expresar en terminos 
de potencias inferiores, §f, n < 2s + l. 
P.14.3. A) Utilizar la expresi6n explicita de §p para un fot6n para demostrar que 

para cualquier vector v. 
B) De aqui, comprobar que 

ili 
Spv = -p x v 
- P 

C) Comprobar la expresi6n explicita 

( 

P3 + p~/ (p + P3) - iT/PIP2/(p + P3) ) 
- PIP2 / (p + P3) + iT/(P3 + pi / (p + P3)) , 

- PI - IT/P2 
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P.14.4. Demostrar rigurosamente que un valor semientero de Jz implica que la 
funcion de onda tiene que tener mas de una componente. 

Soluci6n. En la seccion 13.3 argiiimos que si LzIjj(I ,M)(e , ¢) = nMIjj(I ,M)(e ,¢) , y, 
por tanto, 1jj(l ,M) (e, ¢) = e iM¢1/;(e), M debfa ser entero para que se tenga 

1jj(I,M) (e , ¢) = 1jj (I,M) (e, ¢ + 2mr). 

Pero esto no es cierto; solo podemos requerir que 1jj (I,M)(e,¢+2mr) y 1jj (I,M)(e , ¢) 
difieran en una fase , como ocurre para las funciones de espfn semientero. La de
mostracion rigurosa de que M =entero es algo mas complicada. Consideremos que 
M pudiese ser semientero, digamos , M = 1/2 para fijar ideas; la extension al caso 
general sera evidente . Podemos escribir, atm, 

1jj(I ,M)(e, ¢) = eiM¢1/;1/2(e) 

y 1/;1/2 (e) satisface la ecuacion diferenci~l 

(M2 - %sen
2
e)1/;1 / 2(e) = sene :e (sene :e ) 1/;1 / 2 (e), 

con solucion proporcional a V sen e. La solucion global es , pues 

1jj (1/ 2,1 /2) (e, ¢) = C eiq,/2Vsene. 

Aplicando L _ , L _Ijj(1 /2,1/2)(e,¢) , las relaciones de conmutacion de los operadores 
del momento angular nos dicen que L _ Ijj(1/2,1 / 2) (e, ¢) deberfa ser proporcional a 
1jj(l/2, - 1/2) (e , ¢). Pero esto no es cierto ya que 

L _ Ijj (1/2,1/2 ) (e, ¢) = Ce- i¢j2 ~. 
ysene 

Las funciones correspondientes a I = 1/2 no son compatibles con las relaciones de 
conmutacion de las Lj . Las funciones de onda para valores semienteros del momento 
angular tienen que t ener varias componentes. 

P .14.5. 
son 

donde 

Comprobar que los vectores de polarizacion lineal, en unos ejes arbitrarios , 

eiO)(l) = 1, e~O ) (l) = e~O)(l) = 0, 

e~O)( - l) = 1, eiO)( - l) = e~O ) (-l) = 0. 

P.14.6. Si Xl (A), X2(A) son las funciones de onda de espfn, normalizadas ala unidad , 
de las particulas 1, 2, ambas con espfn 1/2 y con A el valor de la tercera componente del 

espfn, comprobar que las X~s \fL) con espfn total s , s = 0, 1, con tercera componente 
fL , y tambien normalizadas a la unidad, son 

~~O ) (O) = ~ [~1(~)~2(-~) - ~1(-~)~2(~)] 
y 

~~1)(±1) =~1(±~)~2(±~); 

~~1\0) = ~ [~1(~)~2(-~) + ~1(-~)~2(~)]' 



CAPITULO 15. 

Simetrfas discretas: paridad 
e inversion temporal. 
Fases y reglas de superseleccion 

15.1. Paridad 

La operacion de inversi6n espaciai, 

dejando el sentido del tiempo fijo es una simetria de la mecanica clasica. 
Cuanticamente a esta transformacion Ie hacemos corresponder un operador , 
el operador paridad P definido por 

P!Jr(rl ' . . . , rn; t) == 'TJp!Jr ( - r1, ... , - rn; t) . (15.1.1) 

Puesto que Is(Is r ) = r , pedimos que 

p2 = 1 (15.1.2) 

10 que implica 
'TJ p = ±1. (15. 1.3) 

Al numero 'TJp se Ie llama paridad del sistema. 
La transformaci6n de operadores bajo paridad se halla facilmente de su 

forma explicita y (15.1. 1) ; tenemos 

Po.P- l = - 0. 
Pi>P-l = _ i> 
ptp- l = L. 

(15. 1.4a) 

La ley de transformacion de S no puede obtenerse de esta manera, pero recor
dando que ~ y t son aditivo~ podemos definir 

p~p-l =~. (15.1.4b) 

Si el hamiltoniano tiene la forma 

uso de (15. 1a) demuestra inmediatamente que 

Pirft- 1 = iI (15.1.5) 



196 CAPiTULO 15 

esto es, iI y P conmutan y, por tanto, la paridad del sistema es conservada en 
el tiempo.l 

Consideramos ahora la transformacion bajo paridad de los armonicos 
esfericos. La transformacion r ~ I sr = - r es tal que , bajo ella, las coor
denadas polares cambian como sigue: 

Is : r ~ r ; e ~ 'if - e; ¢ ~ 'if + ¢. 

Utilizando la forma expllcita de los armonicos esfericos, ec . (13.5.2) y siguien
tes , tenemos 

(15 .1.6) 

Para una funcion de onda arbitraria, con 

= +l 

l//(r , t) = L L ClM(r, t)YtI(e , ¢) 
l=O M=-l 

tenemos 
= +l 

Pl//(r, t) = 7]p L L Cl/v1 (r, t)( - l)ly~(e , ¢) : 
l=O M=-l 

las paridades relativas de estados con momento angular total par/impar son 
opuestas y, por tanto, una funcion de onda con pari dad bien definida solo puede 
contener valores de l pares 0 impares . 

15.2. Inversion temporal 

Clasicamente, si una t rayectoria Pel, rei es posible, la misma trayectoria re
corrida en sentido inverso tambien 10 es. Formalmente, podemos obtener esta 
t rayectoria cambiando t ~ - t pero dejando r sin cambiar (inversi6n temporal, 
o inversi6n del movimiento). Bajo esta tansformacion, 

drel drel 
r ~ r ; Pel = mill ~ -mill = - Pel' (15.2. 1) 

En mecanica cuantica no podemos definir un operador lineal que corres
ponda a est a transformacion ya que es incompatible con la ecuacion de 
Schrodinger. En efecto, al cambiar t ~ -t, iI = (1/2m)p2 + V(r) no cambia, 
pero i1iot se convierte en - i1iot . Para definir una transformacion cuantica que 
corresponda a la simetria clasica (15.2.1), tenemos que considerar un operador 
T que cambie t ~ - t y, adem as, cambie a los numeros complejos en sus conju
gados. Si pedimos que deje los modulos de los productos escalares invariantes 

1 Sin embargo , exist en en la naturaleza interacciones que violan la conservaci6n de la 
paridad (interacciones debiles) . Necesariamente involucran acoplamiento del espin 
y las variables espacio-temporales. 
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tenemos 10 que se llama una transformaci6n antiunitaria. 2 De est a manera, y 
considerando de momento partfculas sin espfn, definimos 

(15.2.2) 

Aplicando T a los dos miembros de la ecuacion de Schrodinger tenemos 

T (inottP(r , t)) = -inT (ottP(r, t)) = 'T/TinottP*(r, -t) = THtP(r, -t), 

donde por r representamos al conjunto de los ra. 
Ahora bien: bajo T, el operador Q no cambia, pero, debido a que P 

-ina/or, tenemos que admitir que P cambia de signo: 

TQT- 1 = Q, TPT- 1 = -Po 

Sin embargo, como en el hamiltoniano P solo aparece cuadniticamente, resulta 
que 

THT- 1 = H 

y por tanto 
THtP = HTtP = 'T/THtP*(r, -t). 

Hemos obtenido la transform ada de la ecuacion de Schrodinger bajo inversion 
temporal: 

(15.2.3) 

Si tP(rl, ... , rn; t) es solucion de la ecuacion de Schrodinger, tP* (rl, ... , rn; -t) 
tambien 10 es: la definicion (15.2.1) de inversion temporal (que, repetimos, no 
es lineal) sf es compatible con la ecuacion de Schrodinger. 3 

Las propiedades de transformacion del momento angular y espfn bajo T 
son 

TLT- 1 = -L; TST- 1 = -So - - (15.2.4) 

Para estados con momento y tercera componente de espfn bien definidos, Ip, A), 
escribimos 

Tip, A) = 'T/(A) I - p, -A) (15.2.5a) 

y, por coherencia con nuestra eleccion de fases para est ados de espfn hay que 
tomar 

'T/(A) = (_i)2.\eirl 

y ahora Ij es independiente de A. 

(15.2.5b) 

2 Wigner (1959). La invariancia bajo T de las relaciones de conmutacion [Q, F] 
tambien obliga a que T sea antiunitaria. 

3 Algunas aplicaciones de la invariancia bajo inversion temporal pueden encontrarse 
en Wigner (1959), Galindo y Pascual (1978); nosotros veremos una en la sec. 22.5. 
Existen interacciones en la naturaleza que violan invariancia bajo inversion tempo
ral , aunque son muy debiles. 
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EJERCICIO: Comprobarlo • 

Un ultimo punto. Para operadores antilineales, esto es, tales que I(alJ/) 
a*IIJ/ hay que definir el adjunto, por consistencia, como 

EJERCICIO: Teniendo en cuenta esta definicion, demostrar que yt = y - 1 • 

15.3. Simetrias y fases. Reglas de superselecci6n 

En repetidas ocasiones hemos utilizado el argumento de que, si una transfor
macion I es equivalente a la identidad, el operador que la representa j debe ser 
la unidad. Sin embargo, este argumento no es muy riguroso; en realidad, solo 
podemos pedir que U(1) equivalga a multiplicar las funciones de onda por una 
fase global (esto es , la misma para todas) . En principio, par tanto, tenemos que 
generalizar muchas de nuestras relaciones. Por ejemplo, si R, R' son rotaciones, 
la condicion 

U(RR') = U(R)U(R') (15.3.1 ) 

se debe generalizar a 

U(RR') = ei<p(R,R')U(R)U(R'); (15.3.2) 

para la paridad hay que admitir que fJ2 = 1 ha de sustituirse por fJ2 = ei<p(P) 
y para la inversion temporal tendremos, en principio, I2 = ei<p(T). Finalmente, 
hay que admitir que una rotacion por 21f, R(21f), puede ser tal que U(R(21f)) = 
ei<p(27r) (todas las <p reales). 

Dada una operacion (digamos de simetria para fijar ideas), T, si U(T) es 
el operador que la representa, el operador U(T)ei<p(T) es tambien una repre
sentacion aceptable. En la mayoria de los casos, podemos ajustar est as fases 
arbitrarias de manera que se tenga U(1) = 1 para una transformacion equi
valente a la identidad; asi, en el texto hemos presentado formas explfcitas de 
U(R) para las que (15.3.1) vale, y de fJ para la que fJ2 = 1. Pero existen 
situaciones en las que esto no es posible. En la seccion 14.2 vimos que, para 
una partfcula de espin s, 

U(R(21f)) = (_1)28. (15.3.3) 

Para la inversion temporal, la definicion (15.2 .5) nos muestra que 

(15.3.4) 

como se comprueba facilmente. Si cambiamos I en una fase , I' = Iei<> , el 
caracter antilineal de I implica 

I'2 = Iei<>Ieir>. = IIei<>e- i<> = I2 

luego el resultado (15.3.4) tiene validez general. 
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Cuando 0(1) =1= 1 tenemos 10 que se llama una regia de superseiecci6n;4 el 
operador 0(1) tiene que conmutar con todos los observables ya que, de 10 con
trario, I no podrfa ser equivalente a la identidad. Todos los estados ffsicos tienen 
que ser estados propios de 0(1), y no puede haber estados ffsicos superposicion 
de estados correspondientes a valores propios de 0(1) distintos. El espacio de 
los estados se descompone, de hecho, en espacios disconexos correspondientes 
a los distintos autovalores de 0(1). Acabamos de ver un ejemplo: debido a 
(15.3.3) , (15.3.4) , el valor del mimero (_1)28 (mas generalmente, (_1)2j con j 
el momento angular total) nos proporciona una regIa de superseleccion: no se 
pueden superponer estados con momenta angular total entero y semientero. 

Otro ejemplo es el de invariancia gauge que, como veremos en la sec. 18.1 , 
implica que la carga eJectrica conmuta con todos los operadores y proporciona, 
por tanto, una nueva regIa de superseleccion. 

PROBLEMAS 

P.15 .1. U tilizar la invariancia bajo paridad para simplificar la solucion del pozo 
finito que vimm; en la sec . 6.5 . (Escojase el origen de coordenadas de forma que el 
potencial sea 

V(x) = {O, 
a, 

- L/2 :s; x :s; L/2 
x < -L/2, x > L/2 , 

por tanto invariante bajo paridad). 

Soluci6n. Como el hamiltoniano conmuta ahara con P, podemos buscar soluciones 
simultaneas de 

T) = ±l. Debido a la simetria solo tenemos que ocuparnos de la zona x ~ O. Tenemos 

'l/;n,+1 = C+ cos kx , Ixl:S; L/2 , 

'1/;" ,- 1 = C_ sen kx, Ixl:S; L/2; 

para x ~ L / 2, 'l/;nry = Cry e-l<a X
• Aqui, k = n, - lJ2mE, "'a = n, - 1 j2m(a - E) . 

Las condiciones de empalme nos dan 

C+ coskL/ 2 = C+e- l<a L
/

2
, kC+ senkL/2 = "'aC+e - KaL/ 2

, T) = +1; 

C+ senkL/2 = C+e- l<a L/ 2
, kC_ coskL/ 2 = _"'aC_ e- I< Q L/2, T) =-l. 

De aqui obtenemos las soluciones y las condiciones de consistencia (cuantizacion) 

tankL/ 2 = "'a/ k , T) = +1, 

tankL/2 = -"'a / k, T) =-l. 

La primera siempre tiene al menos una solucion. 

4 Discutidas por primera vez de forma general por Wick , Wightman y Wigner. Mas 
detalles sobre esta cuestion pueden encontrarse en el libro de Galindo y Pascual 
(1978). 
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P.15.2. Ballar la paridad de los estados 1fJn en un pozo simetrico infinito. 

P.15 . 3. Ballar las propiedades de trasformacion bajo paridad de operadores y fun
ciones de onda del oscilador armonico , en una y tres dimensiones . 

Soluci6n . Consideramos el formalismo de operadores de creacion y aniquilacion. 
Dadas (15.1.4a) es claro que 

PfLP- 1 = -fL. 

Escogemos la fase global arbitraria de P de forma que PI 1fJo) 
mension , dado que l1fJn) ~ (fLt tl1fJo), 

En tres dimensiones, PfLjP- 1 = -fLj, j = 1, 2,3 Y 

con notacion obvia. Por tanto, 

l1fJo). En una di-

P.15.4. Ballar las propiedades de transformacion bajo inversion temporal de los 
operadores de creacion-aniquilacion en el oscilador armonico . 



CAPITULO 16. 

EI problema de dos partfculas . 
Potencial central 

16.1. Sistema de dos cuerpos aislados 

Consideremos un sistema aislado compuesto de dos particulas, que denotare
mos con los indices 1, 2. Suponemos que son distinguibles; si fuesen identicas 
bastarfa con simetrizar 0 antisimetrizar su funci6n de onda. Tampoco ten
dremos en cuenta el espin, de momento. Escribimos el hamiltoniano del sistema 
como 

8 
'Va=-;:;--, a=1 , 2 

ura 
(16.1.1) 

y hemos utilizado invariancia bajo traslaciones y rotaciones para considerar 
que V s610 depende de Ir l - r21. 

Al igual que se hace en mecanica clasica, puede separarse el movimiento 
relativo del del centro de masa. Para ello, introducimos el radio vector relativo, 
r = rl - r2, la coordenada del centro de masas, 

I Y la masa reducida, m, 

mlrl + m2r2 
r C . 1Tl . == 

ml +m2 

m1 m 2 m=----
ml +m2 

En terminos de momentos, tenemos el momento total 

y el momento relativo, 

A -in 
PT=-in'V r = (m2'V1 -m1'V2). 

ml +m2 

El operador momento angular tambien se separa: 

L = L1 + L2 = rem X P + r X Pro 

En terminos de estas cantidades el hamiltoniano se puede reescribir como 

(16 .1.2) 
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esto es, como la suma de dos terminos independientes: el hamiltoniano del 
centro de masas, 

1i2 
\72 

2(ml + m2) r e m 

(16.1.3a) 

y el que describe el movimiento relativo, 

(16.1.3b) 

Se tiene 
(16.1.3c) 

Podemos buscar, par tanto, soluciones de la ecuacion de Schrodinger del sistema 
de la forma 

de manera que 

'l/J(rl , r2) ='l/Jcm.(re m.) 'l/Jrel(r) , 

He .m . 'l/Je.m. (re.m.) = E c .m 'tPc.m . (re.m.) , 

Hrel 'l/Jrel (r) = Ere1'l/Jrel (r) 

(16.1.4a) 

(16.1.4b) 

Es decir: las variables del c. m. y relativas se separan ; el problema se descom
pone en el de una "particula" can masa igual a la masa total del sistema, 
ml + m2, cuya funcion de and a evoluciona libremente; y el del movimiento 
relativo, descrito par Hrcl , 'l/Jrel(r) , que es identico al de una {mica particula en 
el potencial V(lrl) pero can masa igual ala masa reducida del sistema, m. 

Pasamos en este capitulo a estudiar este problema; para aligerar la no
tacion, suprimimos los subindices "reI" y escribimos, simplemente, la ecuacion 
del movimiento relativo como 

, (_1i2 
) H 'l/JE(r) = 2m \7 2 + V(lrl) 'l/JE(r) = E'l/JE(r). (16.1.5) 
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16.2 . Potencial central. Ecuaci6n radial. Comportamiento 
en el origen 

16.2.1. Ecuacion radial; funcion de onda radial 

203 

Nuestro punto de partida es la ecuaci6n (16.1.5). Comenzamos pOl' introducir 
coordenadas polares, r -> (T, B, cP). En terminos de ellas 

(cf. sec. 13.2) . Por tanto, (16.1.5) se convierte en 

1 {n2 0 ( 2 0) 1 A2} -- - - T - - - L 'l/JE + V(T)'l/JE = E'l/JE : 
2m T2 OT OT T2 

(16.2.1 ) 

las variables angulares y la radial se separan. Podemos continuar simplificando 
el problema buscando soluciones de (16.2 .1) que sean a la vez funciones propias 
del momento angular y de su tercera componente, ya que fl , £2 y £z conmutan 
entre sf: 

£2'l/J(l.M) (T, B, cP) = n2l(l + 1)'l/J(I ,M) (T, B, cP), 

£z'l/J(I ,M) (T, B, cP) = nM'l/J(I ,M) (T, B, cP) . 
(16.2.2) 

Como sabemos, estas funciones de onda son de la forma 'l/J(I .M)(T,B,cP) = 

YL(B, cP)RE1(T) . A RE1(T) se la conoce como fun cion de onda radial. N6tese 
que puede depender de l , pero no de lVI, como se sigue de la ecuaci6n que 
satisface. En efecto, sustituyendo 'l/J(I,M) (T, B, cP) = YA1(B, cP)RE1(T) en (16.2.1), 
y utilizando (16.2.2), obtenemos la ecuaci6n (conocida como ecuacion radial) 

12 dd (T2 dd ) RE1(T) - l(l ~ 1) RE1(T) + 2n; {E - V(T)}RE1(T) = o. 
T T T T n 

(16.2.3) 
La condici6n de normalizaci6n viene dada por el producto escalar en polares: 

('l/J(l,M) I 'l/J (I' ,M')) 

= r27r 

dcP j'+1 d cosBY~l(B,cP)*Y!:t,(B ,cP) roo dTT2R~I(T)RE'l'(T) (16.2.4a) 
Jo -1 Jo 

= AOll'OMM,OEE', 
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con A = 1 si las funciones estan normalizadas a la unidad. Por tanto, el pro
ducto escalar de funciones radiales debe tomarse como l 

(16.2.4b) 

Notese tambien que los niveles energeticos son degenerados: como (16.2.3) no 
depende de M, resulta que las 2l + 1 funciones de onda 

RElY},f, M = -l, -l + 1, ... , l 

corresponden todas al mismo valor de la energta. 
La ecuacion radial puede hacerse aun mas parecida a la de una particula 

en una dimension si definimos f El por 

En terminos de fEl el producto escalar es, simplemente, 

UELlfE'l') = 100 

dr fil(r)fE'l' (r), 

y la ecuacion (16.2.3) se convierte en 

/I {2m ( ) l (l + 1) } fEl(r) + r1 E - V(r) - r2 fEl(r) = O. 

(16.2.5) 

(16.2.6) 

(16.2.7) 

Esta ecuacion es identica a la que obedece una particula en una dimension 
con dos salvedades. En primer lugar, r es necesariamente 2: 0; en segundo 
lugar tenemos, incluso en ausencia de interaccion, un termino tipo potencial, 
ell (l + 1) / r2. Ambos efectos podemos tenerlos en cuenta utilizando un potencial 
efectivo, Vi, con 

{ 
V() -n

2 
l(l + 1) 

Vi (r) = r + 2m r2 
00, r ::; O. 

T > 0, (16.2.8) 

Al termino (-n2/2m)l( l + 1)/r2 se Ie conoce como barrera centrifuga, porque 
tiende a apartar la particula del origen. La condicion f El (r) = 0 para r ::; 0 
viene impuesta por ser Vi(r) = 00 para r ::; O. En particular, de la condicion 
fEl(O) = 0 se sigue (d. sec. 6.1, final) que, salvo una fase global, fEl(r) (y, por 
tanto, REl ) es real y, ademas, unica para cada E, l. 

El que f El satisfaga una ecuacion y normalizacion identicas a las de una 
funcion de ondas en una dimension no nos tiene que hacer olvidar que esto es 
un artificio matematico; la funcion de onda fisica es REI. Asi, por ejemplo, la 
probabi lidad de encontrar la particula a distancia r del origen es IREI(r)j2. 

Tradicionalmente, los distintos valores de l tienen unas ciertas denomina
ciones. Asi, a los estados con l = 0 se los conoce como estados en onda S, a los 
de l = 1 onda P, a los de l = 2 onda D, la de l = 3 F y a partir de aqui en 
orden alfabetico. 

1 Escribimos este producto escalar con parentesis redondos para recordar que es dis
tinto del ordinario. 
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16.2.2. Comportamiento de las funciones de onda en el origen 

Consideramos ahora el comportamiento de la funcion de onda en el origen. 
Suponemos (10 que es cierto en todos los casos de interes) que 

lim r 2 V(r) = O. 
r~O 

Entonces, en el limite l' ---+ 0 el termino de la barrera centrifuga domina y 
(16.2.7) se convierte en 

i' /1 ( ) ~ l (l + 1) f (.) 
Rl l' - 2 El r , 

1'~0 T 

con solucion 

La condicion de contorno fEI (0) = 0 solo se cumple si C' = 0, luego hemos 
obtenido el comportamiento en el origen de la funcion de onda radial: 

(16.2.9) 

Clasicamente , una particula con l of. 0 pasa a una distancia finita del origen. 
En efecto, se puede escribir 

lei = poro 

donde 1'0 es el radio vector en el punta de maxima aproximacion al origen, y Po 
el momento en este mismo punto (ver fig. 16.2.1). Cuanticamente, (16.2.9) nos 
dice que, si l of. 0, la probabilidad de encontrar la particula en el origen es cero, 
ya que entonces REI(O) = 0; aunque hay probabilidad no nula de encontrarla 
tan cerca como queramos de e1. 

---------------------------- -- -----------

FIGURA 16.2.1. Trayectoria clasica. 
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16.3. Partlcula libre. Comportamiento en el infinito 
de funciones de onda; desfases 

16.3 .1. Particula libre ; cambio de base 

Para estudiar los est ados de una particula libre podemos diagonalizar si
multaneamente H o y P, 

H oi[/E p ( r ; t ) = E i[/Ep ( r ; t ), 

Pi[/Ep (r ; t ) = pi[/Ep (r ; t ) 

ecuaciones cuya solucion son las ondas planas, 

i[/ (r- t) = ei(pr-Et)//;, E = p 2j2m Ep , , , 
3 , 

(i[/Ep li[/E'p') = (27rn ) o(p - p ). 

Alternativamente, podemos buscar soluciones comunes a Ho , i } y Lz : 

Ho i[/~·M) = Ei[/~·M), 

L2 i[/~,M) = n 2l (l + l ) i[/~ , M), Lz i[/~ , M) = nMi[/~·!vI). 

Como vimos en la sec cion anterior , est o implica 

(16.3.1 ) 

(16.3. 2) 

(16 .3.3) 

(16.3.4) 

donde R~[ es solucion de la ecuacion libre, (16.2.3) con V = 0, que escribimos 
como 

R(O) " + ~ R(O) ' + (k2 _ l (l + 1) ) R (O) = 0, 
El r El r2 El 

k = j2mE n . 

El comportamiento para r -+ 0 de R~[ (r) nos sugiere escribir 

R~[(r) = r lgEl(r ) 

con 10 que est a ul tima satisface la ecuacion 

" 2(l + 1) , 2 
gEL + g EL + k gEL = O. 

r 

De ella es facil deducir la relacion de recurrencia 

Para l = 0, (16.3.5) tiene como solucion2 

R~6(r) = Csenkr 
r-

(16.3.5) 

2 La otra solucion posible, C'(coskr-)jr, no es aceptable porque es singular en el 
origen. 
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y, utilizando la relacion de recurrencia, obtenemos la solucion general 

jl(kr) = (_l)l ( ~) (~~) l senkr. 
k T dr kr 

(16.3.6a) 

Las funciones jl(kr) se conocen como funciones esfericas de Bessel; estan rela
cionadas con las funciones de Bessel de primera especie, Jv , por 

(16.3.6b) 

y estan normalizadas por3 

(16.3 .6c) 

En el infinito, 
. (k) ~ sen(kr - 7fl/2) 

Jl r - . 
T--;OO kr 

(16.3.6d) 

Ambas bases, I})Ep y I})~ , M) son completas; vamos ahora a encontrar los 
coeficientes que nos pasan de una a la otra. Comenzamos escogiendo el eje 0 Z 
a 10 largo de p . Entonces, y definiendo k = hp , 

e ikr = eikr cos B. 

Desarrollando en polinomios de Legendre (problema P.16.3), obtenemos 

eikTCOsB = J 2:T I)(2l + 1)Pl(CosB)Jl+1/2 (kr) 
l=O 

00 

= I) (2l + l)Pl(cosB)jl(kr). 
l=O 

A gran r tenemos 

. 1 00 

e,krcosB ~ _ ~il(2l + l)Jl(cosB)sen(kr -7fl/2). 
r--;oo kr ~ 

l=O 

(16.3.7a) 

(16.3.7b) 

En el caso en que pesta orientado arbitrariamente, sean Bk , (h Y BT , CPT 
los angulos polares de k, r, respectivamente. Utilizamos la formula 

B = L(k , r ) 

3 Esta normalizacion se sigue de la f6rmula de Hankel, 

l ex> dxxJ,,(kx)J,,(k'x) = ~ 8(k - k'). 

para mas detalles sobre funciones de Bessel , ver el Apendice IV. 
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(ver Problema P.13.2) para concluir que 

00 +1 

e
ikr = 411" 2:)1 L Y~rJ(ek' ¢d*Y~rJ(eTl ¢r)jl(kr) . 

1=0 M= - l 

16.3.2. Particula en interaccion: comportamiento en el infinito; 
desfases 

(16.3.7c) 

Pasemos ahora al caso general, en que el potencial es distinto de cero. 
Suponemos, sin embargo, que el potencial es de corto alcance; es decir, que 
se satisface 

rV(r) --> o. 
r-->oo 

(Esta condicion no se verifica en el importante caso del potencial coulombiano, 
que estudiaremos especificamente en el proximo capitulo) . Podemos tomar en
tonces la particula como libre, a grandes distancias. En este limite, (16.2.7) se 
convierte en 

con solucion fEl(1') '::":' (constante) sen(kr + L1t) , 0 sea 

R ( .) ~ C sen(kr + L11) 
El r - . 

r'-->OO k1' 

Puesto que las R El(r) se anulan para r = 0, el argumento del final de la sec. 6.1 
vale y L11 tiene que ser real. 

En la subseccion anterior hemos visto que, incluso para V = 0, la presencia 
de la barrera centrifuga implica un valor no nulo para las L1( (16.3.6d) nos dice 
que 

L11 = -11"1/2, si V = 0. 

Es, par tanto, conveniente separar L11 en dos trozos escribiendo L11 = 01 -11"1/2, 
con 10 que tenemos, escogiendo la constante C de modulo unidad , 

R () 
~ inl sen(kr + 01 - 11"1 /2) 

El r - e k . 
1' ---+ 00 ""r 

(16.3 .8) 

La cantidad 01, conocida como desfase, es la que incorpora la dimimica ya 
que, si V = 0, 01 se anula. La fase al depende de las condiciones de contorno; 
para est ados de dispersion veremos en la sec. 21.5 que coincide con el desfase, 
al = 01· 

En el anaJisis precedente hem os supuesto implicitamente que la energia es 
positiva; de 10 contrario, el movimiento a r --> 00 no es posible clasicamente, k 
se convierte en imaginario y la solucion 

Jel ~ sen(ilklr + L1t) 
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no es aceptable fisicamente; hay que tomar 

v-2mE 
1\;=+----n . 

En este caso, el anaJisis es totalmente amilogo al realizado en la seccion 6.5 y 
no insistimos en el. 

De (16.3.8) podemos encontrar la generalizacion de (16.3.7c) al caso en el 
que hay interaccion. Si wd r ) es una funcion de onda que, a gran r, se comporta 
como una onda plana, 

Wk(r) :::::' eikr , (16.3.9a) 
T---+(X) 

y REl(r) 10 hace como (16.3.8), entonces 

00 +l 

wdr) =47f Lil L YfJ(Bk ,¢"J* Y~1(Bt ,¢r) REl(r) 
l=O NJ=-l 
00 +l 

T'~OO 47f L il L Yk(B k , c/Yk)*yk(e t , ¢r)eiCi. sen(kr + Ol - 7fl /2). 
l=O !I1=-l 

(16.3.10a) 
En particular, si OZ es paralelo a k , 

00 

Wk (r ) = Lil.l1(cosB) REl(r). (16.3. 10b) 
l=O 

16.4. Pozo esferico tridimensional 

En el proximo capItulo vamos a estudiar una serie de sistemas de dos particulas 
con interacciones realist as (atomo de hidrogeno, quarkonio y el deuteron); en 
esta vamos a mostrar una primer a aplicacion de las tecnicas desarrolladas para 
calcular estados ligados y estados del continuo para dos particulas interaccio
nando por medio de un potencial correspondiente a un pozo esferico constante. 
Aunque este potencial es, claramente, irreal, el modelo produce una buena 
primera aproximacion para muchos sistemas, en especial en ffsica nuclear. 

Separando el centro de masa, y por tanto reduciendo el movimiento al 
relativo, tenemos el problema de una particula en el potencial 

V(r) = V(r) = {-a , Irl ~ L; . 
0, Irl > L. 

(16.4.1) 

Tomamos el potencial atractivo a > 0 en vista a aplicaciones en ffsica nuclear. 
Distinguimos las regiones 

I: Irl ~ L ; II: Irl > L. 
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Vamos a diagonalizar simultaneamente la energia, el momento angular to
tal y su tercera componente. La funcion de onda sera pues 

(16.4.2) 

Y fEI (T) satisface las ecuaciones 

(16.4.3) 

/I () {2m ( ) l (l + 1) } . () f EI T + 1i! E + a - T2 j EI T = 0 

f';;l (T) + {~rr; (E) - l (l ~ 1) } lei (T) = 0 

(I), 

(II). 

Ambas son identicas a la de una particula libre reemplazando, en la primera, 
E par E + a. 

16.4.1. Estados ligados 

Consideramos para comenzar el caso -a < E < 0 (estados ligados). En la 
region I, definimos ka = Ji- I J2m(E + a) y tenemos como unica solucion que 
se anula en el origen la dada por 

(16.4.4a) 

En la region II, la solucion con el comportamiento asintotico apropiado viene 
dada por la funcion de Bessel esferica de segunda clase (Apendice IV), 

(16.4.4b) 

Las igualdades de las funciones y sus derivadas en T = L nos dan el valor de 
GIl en funcion de Gn , 

jl(kaL) 
Gn = kl(IiL) Gr, 

y la condicion (implicita) de cuantizacion: 

j[ (kaL) 
jl(kaL) . 

(16.4.5a) 

(16.4.5b) 

Estas ecuaciones no siempre tienen solucion; en el caso mas favorable (l = 0) 
tenemos una situacion identica a la estudiada en la subseccion 6.5.2, y las 
mismas conclusiones valen. 
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16.4.2. Estados del continuo. Desfases 

Para E > 0, tenemos la misma solucion, en la region I: 

(16.4.6a) 

en la region II, hay que admitir una combinacion de las dos soluciones de la 
ecuacion diferencial , jl y Yl , ya que esta region no contiene el origen: 

(16.4.6a) 

Empalmando en T = L los valores de las funciones y sus derivadas, y utilizando 
el comportamiento asintotico de las jl , Yl , obtenemos los desfases , 

(16.4. 7) 

La expresion explicita de la funcion de Bessel esferica Yl puede verse en el 
Apendice IV. 

PROBLEMAS 

P.16.1. Considerese el sistema formado por dos particulas identicas. Encontrar los 
valores posibles de l , y el espin total , cuando son bosones de espin cero y cuando son 
fermiones de espfn 1/2, 

Solucion. A) Bosones. La funcion de onda ha de ser simetrica bajo el intercambio 
de las dos particulas. EI c.m. no viene afectado pOl' este intercambio; basta com;iderar 
el movimiento relativo. Para est e, intercambiar las particulas es equivalente a hacer 
I' ---t -I'. Pero entonces (recuerdese sec. 15.1) , 

Si escribimos la funcion de onda relativa como 

IJi(I' , t) = L Rllv[(T, t)Yi1(B, ¢) 
I,M 

la condicion de simetria implica RIM (T, t) = 0 para todo 1 impar: la funcion de onda 
solo contiene momentos angulares pares. 
B) Fermiones . Sean Aa , a = 1, 2 las terceras componentes del espin y 'f>'1A2(I', t) la 
funcion de onda del movimiento relativo. Se ha de tener 

Componiendo los espines, 

1 

'fAIA2 = L(1/2 , A1; 1/2, A21s) 'f~S;+A2 ' 
8=0 
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Utilizando los valores explicitos de los Clebsch- Gordan (ver P.14.5) resulta que la 
parte de espfn es simetrica, para s = 1, Y antisimetrica para s = 0, bajo el intercambio 
de espines. Por tanto, si escribimos 

'fAIA2(r ,t) = LEi~(r, t)Y~(B , ¢) , 
I ,M 

nos resulta 
(1) ( ) ElM r, t =0, 

(0) ( ) E lM r, t =0, 

I = par , 

1= impar. 

P .16.2. (Oscilador armonico en tres dimensiones). Rallar el espectro de energfas y 
autofunciones del oscilador armonico en tres dimensiones, con valor bien definido de 
I y M. 

Solucion. La ecuacion radial para las f l(r) es en este caso 

Cambiando de variable, ~ = rJmw/Ti, y con 0 = 2E/ Tiw , esto se convierte en 

Escribiendo 

resulta que L satisface la ecuacion 

yLI/(y) + (I + 3/2 - y)L'(y) + NL(y) = 0, y = e 
con N = (nE -l)/2 y nE = (0 - 3)/2. Esta es la ecuacion que define los polinomios 
de Laguerre . El numero nE == n ha de ser entero y 

Las energfas son En = Tiw(n + 3/2); como es logico, 10 mismo que se habrfa obtenido 
diagonalizando los tres iIj en vez de iI, L y Lz . 

P.16.3. Demostrar (16 .3.7a). 

Solucion. La formula a demostrar es 

0 , definiendo ~ = kr , 
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Utilizando la formula de Rodrigues, 

e integrando I veces por partes, la formula a demostrar se reduce a 

_1_ /+1 d ( 2 _1)1 i~x = (~~)I sen~. 
21 +11! - 1 x x e ~ d~ ~ 

Para I = 0 la formula es trivial; para I arbitrario, 10 hacemos por recurrencia: si es 
cierto para I, aplicando (lj~)djd~ a ambos miembros, 

Utilizando entonces que x(x2 -1) = ~(l+ 1)(djdx)(x2 _1)1+1 e integrando por partes 
de nuevo obtenemos la relacion buscada para I + l. 
P.16.4.. Comprobar que las normalizaciones de (16.3.9) son congruentes, esto es 

y 100 

drr2R~III(r)REI(r) = 2:2 o(k' - k) 

se siguen una de otra, utilizando (16.3.9). 

Soluci6n. Utilfcese que 

00 +M 

L L Yj,l (fh)Yj,1 (ftkl r = O(ftkl - ftk) 
1= 0 M =- I 

y que 
1, (') o(ftkl-ftk)pO(k -k)=ok -k. 



CAPITULO 17 . 

Particula en un potencial 
coulombiano . 
EI atomo de hidrogeno. 
Potencial lineal: quarkonio. 
Potenciales dependientes del espin: 
el sistema proton-neutron. 
EI deuteron 

17.1. Estados ligados electron-proton: el atomo de hidrogeno 

Consideramos el sistema compuesto por un proton y un electron;l denotamos 
por e, mp y -e, me a las cargas electricas y masas respectivas. Segun el for
malismo general, podemos descomponer el problema en la evolucion del centro 
de masas , que 10 hace como una partfcula libre, y el movimiento relativo, que 
es equivalente a una partfcula de masa reducida 

m= 

en un potencial coulombiano, V(r) = -e2 /r . Si buscamos estados con energia, 
momenta angular y tercera componente del mismo bien definidas, la funcion 
de onda sera 

y la funcion radial obedece la ecuacion 

/I () 2 I () l (l + 1) () 2m ( e
2 

) ( ) ( ) R E I l' + - REI l' - 2 REI l' + - 2 E + - REI T = O. 17.1.1 
l' l' h l' 

Puesto que me/mp c:::: 1/ 2000 podemos, al 0.5 %0 de error , identificar m e y m. 
Las unidades ordinarias (gramos, ergios , centimetros, etc.) no son muy 

apropiadas para un objeto tan pequeno como un atomo de hidrogeno. Debido 
a ello, a veces es conveniente utilzar un sitema de unidades mas apropiado, las 
llamadas unidades at6micas. En este sistema se toma como unidad de longitud 
eillamado radio de Bohr, as , 

1 Todos los calculos que hagamos se generalizan facilmente a los sistemas conocidos 
como hidrogenoides, compuesto de dos particulas de cargas opuestas, interaccio- /--U-l:;-~ 

nando a traves del potencial coulombiano. ~"J"~~-.w./;.'t~ .. ~ .. ~. '--. 

~
li!'rJ"'''' .-~ ,."l' .c."'f s/ .;~ \;;"') 

~- bl)~ l 

2 iJi$;I ... 
~. CQ (31 ., 
~') .,/'., I 

... vI"· 1"\,," ' 
"-lJ~:"'r\.1 
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y como unidad de energfa el Rydberg (Ry), 

m e e4 
Ry = -2- :::' 13.6 eV :::' 2.18 erg. x 10- 11 

2ft 

Tambien es como do utilizar, en vez de e2
, la llamada constante de estruet ura 

fina, a, 
1 

137.036 ' 

e es la velocidad de la luz en el vacfo. En terminos de ella, 

ft 
as = --, 

mea 

17.1.1. Espacio de posicion 

Si definimos ahora las variables sin dimensiones 

la ecuacion (17.1.1) se escri be como 

(1 7.1.2) 

Para p --> 00, (17.1.2) se convierte en R';;l = ~REI' La solucion de esta ecuacion 
ffsicamente aceptable es 

Podemos tener en cuenta esto y el comportamiento en p --> 0, REI (p) ~ pi , 
para definir 

REI(P) == p1e- p
/

2 PN(p) , 

y PN (p) satisface la ecuacion 

(17.1.3a) 

(17.1.3b) 

Vamos a suponer que PN es un polinomio2 de grado N. Por tanto, escribimos 

N 

PN(p) = LAjpJ, 
j=O 

(17.1.4a) 

2 Utilizando propiedades de funciones hipergeometricas puede comprobarse que la 
soluci6n no-polin6mica de (17 .2.3b) estropea el comportamiento en el infinito. 
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y (17.1.3b) se convierte en 

N-l 

+ L { [(j + 1)(j + 2l + 2)] A]+l - jAj + (nE - l - l)Aj } p1 = ° 
j=O 

10 que implica las relaciones de recurrencia 

A j - nE + l + 1 A. 
]+1 = (j+1)(j+2l+2) ] 

(17.1.4b) 

y la condicion de consistencia 

N = nE - l - 1. (17.1.4c) 

Puesto que N es obviamente un entero positivo 0 nulo , vemos que n E tiene 
que ser de la forma 

nE = entero 2: l + 1. 

La energfa esta cuantizada. A n == n E se Ie llama numero cWlntico principal 
y a N numero cWlntico radial. En terminos de n las energfas posibles de los 
est ados ligados son las En con 

me4 Ry 1 2 2 
Er, = - -2- = - - = - mc a n = l + 1, l + 2, . . . 

. 21i n 2 n 2 2n2 ' 
(17.1.5) 

(serie de Balmer). Ademas de esto, por supuesto, tenemos un continuo de 
energfas para E 2: 0, que estudiaremos mas adelante. El espectro de energfas 
es como el de la figura 17.1.1 

E l sistema es degenerado. Dado En fijo, 0, 10 que es 10 mismo, dado 
n , tenemos los valores posibles l = 0, 1, ... , n - 1 (a esta degeneracion se 
la llama degeneracion accidental) y, para cada l, podemos tener los valores 
NI = -l, ... ,+l. En total , 

,,-1 

L(2l+1) = n 2 

1= 0 

estados con la misma energfa. Ademas, hay dos val ores posibles de la tercera 
componente del espfn del proton, y otros dos de la del espfn del electron. 

El polinomio definido pOI' las condiciones (17.1.4) puede relacionarse con 
funciones conocidas; son las funciones hipergeometricas confiuyentes, 0 fun
ciones de Kummer , que, para n entero degeneran en los polinomios de Laguerre. 
En terminos de las primeras 

yen t erminos de estos polinomios tenemos, escribiendo ya la solucion completa, 

(n - l - I )! (~) e-r/naB L21-t:~ (~). (17.1.6a) 
(n + l)! naB n I 1 naB 
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Continuo 

E4= -Ry/16 
E3= -Ry/9 
E 2 = -Ry/4 

FIGURA 17.1.1. Niveles energeticos en el ,itomo de hidrogeno. 

Esta expresion es real, y esta normalizada a la unidad: 

(17.1.6b) 

La demostracion de esta normalizacion no es trivial, ya que no se sigue direc
tamente de las formulas de ortogonalidad de los polinomios de Laguerre. Para 
n # n' la teorfa general nos garantiza que la integral en (17.1.6b) se anula. 
Para n' = n, sustituimos (17.1.6a) en el miembro de la izquierda de (17.1.6b) 
y obtenemos, despues de cambiar variables, 

1
CXl 

2 _ 1 (n - l - I)! 1CXl 
2/+2 _ p [2/+1 ]2 

drr Rn1(r)Rn1(r) - - (l)1 dpp e L n- 1- 1 (P) . 
o 2n n +. 0 
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Es necesario utilizar ahora la formula de recurrencia 

xLJv(x) = (2N + v + l)LJv(x) - (N + l)LJv+l (x) - (N + v)LJv_l (x) 

para obtener una forma reducible a la relacion de normalizacion de los polino
mios de Laguerre (Apendice IV). 

Para los primeros est ados tenemos, 

R () - _2_ -"~laB. 
10 T - 3/2 e , 

aB 

R20(r) = 13/2 (1 - :8) e- r-j2aB
; 

v'2aB 

R?l(r) = 1 ~ e-r/2aB 
- 2V6a~2 aB 

17.l. 2. Espacio de momentos 

(17.1. 7) 

El ,itomo de hidrogeno puede resolverse exactamente, en terminos de funciones 
conocidas, tambien en espacio de momentos; esto puede hacerse transformando 
Fourier las soluciones que hemos encontrado, 0 directamente resolviendo la 
ecuacion de Schrodinger en espacio de momentos. No presentaremos los detalles 
que pueden verse, junto con referencias, en el texto de Bethe y Salpeter (1957); 
unicamente daremos la solucion. 

Si escribimos 
(17.1.8) 

con En las energfas de la serie de Balmer, se tiene 

(17.1.9) 

y las funciones radiales son 

Fnl(P) = 
2(n -l - I)! 2

4
1+1l' nl[(p/po)l 

7r(n + l)! n . [n2(p/po)2 + 1Jl+2 
(17.1.lOa) 

Las Fnl estlin normalizadas a 

(17.1.1Gb) 

y los CN son los polinomios de Gegenbauer; para los primeros valores de N, 

Co(x) = I, Cl(x) = 2vx, C2(x) = 2v(v + 1)x2 
- v. 

En general, ver Magnus, Oberhettinger y Soni (1966). 
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17.2. Propiedades elementales del ;Homo de hidr6geno 

El radio medio, y por tanto el tamano de un atomo de hidrogeno en el estado 
caracterizado por los numeros cwinticos n, l es3 

Para el estado fundamental, (Tho = ~aB ~ 0.7 x 10- 8 centimetros. 

La velocidad media del electron, Vnl = )(,,2)nl, puede tambien calcularse 
facilmente: expresandolo en terminos de a, 

2 1 A 2 2 \ ( A )) 2 { 2 -1 } c
2
a

2 

(v )nl = -2 (P )nl = - H - V = - En + e (1' )nl = -2- . 
m m nl m n 

De nuevo en el estado fundamental, esto nos dice que viol c2 = a 2 ~ 0.5 x 10- 5 , 

10 que nos proporciona el orden de magnitud de las correcciones relativistas. 
Todos los niveles de energia, salvo el mas bajo (estado fundamental) son 

inestables; un electron puede pasar de un nivel En+l al En (0, aunque con 
menos probabilidad, a uno inferior) emitiendo uno 0 mas fotones . Aunque el 
calculo detallado requiere que desarrollemos la teorfa cuantica de la radiacion, 
10 que harem os en el capitulo 20, podemos ya concluir que la ley de conservacion 
de la energia implica que la energia del foton emitido sera 

2n+ 1 
E-y = En+1 - En = n2(n + 1)2 Ry, 

con 10 que la cuantizacion de la radiacion emitida por atomos queda explicada. 
En particular, el electron no puede "caer" al nucleo porque hay una energia 
minima, E1 = -me4/2n2 = - Ry. Esta es la energia que hay que proporcionar 
al electron para desligarlo del nucleo, que se llama energfa de ionizacion, y es 
de unos 13.6 eV. 

Consideremos ahora un atomo cuyo nucleo tenga Z protones y, por tanto, 
carga Z e. Si despreciamos en una primera aproximacion las interacciones entre 
electrones frente a la interaccion de est os con el nucleo, el problema es analogo 
al que hemos resuelto reemplazando e2 -+ Ze2 . En particular, a cada energia 
En = _Z2 Ry In2 corresponden 2n2 estados independientes de los electrones; 
el 2 viene del espin del electron. Puesto que, segun el principio de Pauli, solo 
puede haber un electron en cada estado, result a que en el nivel n = 1 puede 
haber 2 electrones, en el n = 2 habra un maximo de 2 x 22 = 8, en el n = 3 
habra, a 10 sumo, 18, etc. Los electrones mas "visibles" seran los externos. 
Esta estructura permite explicar en particular las propiedades de los enlaces 
quimicos; nosotros dejaremos aqui el tema. 

3 Este y el siguiente calculo pueden realizarse utilizando las formulas del Apendice IV 
de integrales de potencias con polinomios de Laguerre . 
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17.3. Partfcula en un campo coulombiano: 
est ados del continuo 

221 

En esta seccion consideraremos los estados de una particula en un campo 
coulombiano, con energfa positiva. Trataremos simultaneamente los casos de 
potencial atractivo, para E > 0, y repulsivo (donde no hay estados ligados y por 
fuerza E > 0). Si el, e2 son las cargas de las particulas que interaccionan y, por 
tanto, el potencial coulombiano es ele2/T, definimos (J = 1 si ele2 es negativo 
(potencial atractivo) y (J = - 1 si el e2 fuese positivo (potencial repulsivo). 
Denotamos por mala masa reducida del sistema y escribimos, ademas, 

k == + V2m
E. n 

Si las partfculas en interaccion fuesen electron y proton, tendrfamos (J = + 1 y 
ao coincidirfa con el radio de Bohr, aBo 

La ecuacion radial se escribe ahora como 

/I () 2 I () l (l + 1) () 2 () 2(J ( ) Rkl T + - Rkl l' - 2 Rkl l' + k Rkl l' + - Rkl l' = O. 
l' l' ao1' 

(17.3.1) 

Podemos tener en cuenta el comportamiento a gran l' y a pequeno l' definiendo 

(17.3.2) 

Igual podfamos haber escrito 

(17.3.2) 

luego veremos 10 que esto implica. Cambiando de variable, 

1 
1'=-Z 

2ik 

(en el caso de haber escogido (17.3 .3) tendrfamos que haber tornado l' = 
-z/2ik), y definiendo Fkl( Z) = if>(z/2ik), la ecuacion (17.3.1) se convierte en 

/I (2l+2 ) I -i(J/aok-l-1 
Fkl(z) + -z- - 1 Fkl( z) + Z Fkl(Z) = 0, (17.3.4) 

formalmente identica a la (17.1.3) para PN . La diferencia es que ahora el papel 
de nE 10 juega -i(J/aok que, evidentenmente, no puede ser un numero entero. 
Por tanto, si desarrollamos Fkz(Z) en potencias de z, la serie sera infinita: 

00 

Fkl(Z) = ~AjII 
j=O 
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Los Ajl satisfanin una relaci6n de recurrencia identica a la (17. 1.4b) con la 
sustituci6n de nE por - ia / aok. Itenindola, obtenemos la expresi6n explicita 
para Fkl , 

Fkl(Z) = A01M(l + 1 + ~:k ,2l + 2, z) 
=A r(2l+2) f r (l+l +ia/aok+ j )zj. 

01 r(l + 1 + ia/aok) j=O j!r(2l + 2 + j) 

(17.3.5) 

Ala funci6n M(a, b, z) se la conoce en la literatura como {uncian de Kummer, y 
es un caso especial de funci6n hipergeometrica (ver Apendice IV). Deshaciendo 
los cam bios de variable tenemos pues, 

Rkl(r) = AOle- ikT (2kr) IM (l + 1 + ~:k , 2l + 2,2ik). (17.3.6a) 

Si hubiesemos utilizado (17.3.3) habrfamos llegado a 

Rkl (r) = Aole- ib ·(2kr)1 M (l + 1 - ~:k ,2l + 2, -2ik). (17.3 .6b) 

Puesto que ambas expresiones son iguales, y, manifiestamente, los miembros 
de la derecha son el uno el complejo conjugado del otro (para AOl , AOI reales), 
se sigue que Rkl (r) es real (salvo la constante arbitraria Aod como requiere la 
teorfa general (sec. 6.1, final) aunque la expresi6n explfcita de M , (17.3.5) , no 
10 parezca (ver el problema P.17.9) . 

Para gran z, 

de donde deducimos 

r(2l + 2)e- 1T 0" /2aok 
Rkl (r) ::::' AOI ) 

T-->(X) W(l + 1 - ia / aok I 
( 

a l~ 
sen kr + -k 10g2kr - -

ao 2 
kr 

con 
ol(k) = Argr(l + 1- ia/aok). 

(17.3.7a) 

(17.3.7b) 

N6tese la diferencia con (16.3.8), a saber , el termino (a / aok) log 2kr en el seno 
en (17.3.7). Esto se debe a que el potencial de Coulomb no satisface la condici6n 
rV(r) -f 0 para r -f 00, 10 que da lugar a efectos persistentes; las partfculas 
nunca est an completamente libres. 

La normalizaci6n de las R kl se puede encontrar con los metodos que dis
cutimos en la secci6n 6.7; el resultado es que, si escogemos 

(17.3.8) 
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entonces se tiene 

(17.3.9a) 

La expresion completa de estas Rkl es, pues, 

Rkl(r) =eiC>llr(1 + 1- io-jaok) 1 

e7ra 
/

2a
ok. ( ia ) 

x ( )e-1kr (2kr)IM 1+1+-
k

, 21+2,2ik. r 21 + 2 ao . 

(17.3 .9b) 

Una cantidad importante en algunas aplicaciones es el cociente de los 
cuadrados de los modulos de las funciones de onda en r = 0 para una partfcula 
en un campo coulombiano, y la de la misma partfcula libre. Esto es , la can
tidad I1/JC (r = OW/I1/J(O)(r = oW, conocida como factor de Fermi. Debido al 

comportamiento en el origen, solo RkO contribuye a 1/JC(r = 0), y solo Rk~) a 
1/J(O)(r = 0) . De (17.3.9b) y utilizando la formula4 

nos result a 

Ir(l + iyW = 27rY 
e7rY - e- 7rY 

I1/JC (OW 
11/J(O) (0) 12 

27ra 1 
aok -27ra 

1-exp--
aok 

(17.3. 10) 

Ademas de las funciones con valores bien definidos de £2 y £z, 1/J~,M) 
YitRkl , en algunas aplicaciones se necesitan funciones 1/Jk(r) con valor bien 
definido de la energfa, E + Ji,2k 2/2m y que, a gran r, coincidan con funciones 
con momento p = Ji,k bien definido. La solucion general es 

C± arbitrarias, y 

1/J~(r) = (27r~3/2 r(l - ia/aok) 

x e7ra/2aokeikr M (~:k ,1, i(kr -kr)) , (17.3.11) 

J d3r1/J~(r)*1/J0(r) = o(k - k'). 

Este resultado puede obtenerse muy trabajosamente desarrollando las 1/J~(r) en 

las 1/J~,M) = yitRkl como en la sec. 16.30, mas sencillamente, resolviendo direc
tamente la ecuacion de Schrodinger coulombiana en coordenadas parabolicasj 
ver p. ej., Landau y Lifshitz (1958) y el problema P.17.8 aquf. 

4 Esta formula se deduce facilmente de la estandar r(z)r(1- z) = 7r/sewTrz y la 
propiedad r(z*)* = r(z). 
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17.4. Potencial lineal. Quarkonio 

17.3.1. Potencial lineal 

Consideramos ahora dos problemas que tienen interes por sf mismos y que, 
ademas, nos van a servir para estudiar estados ligados de quarks. En el primero 
tenemos una partfcula sujeta a una fuerza constante, F, como es el caso para 
una partfcula en un campo electrico constante. EI potencial es, pues, 

V(x) = Fx; 

trabajamos en una dimension ya que la fuerza no afecta a las dimensiones 
ortogonales a su direccion (que hemos tornado como eje OX). La ecuacion de 
Schrodinger es particularmente sencilla en espacio de momentos donde tenemos 

(17.4.1) 

con solucion 

i (p3 ) 'ljJE(p) = Cexp hF 6m - Ep , (17.4.2a) 

0 , pasando a espacio de posicion, 

./. ( ) _ C- roo d px - Ep/ F + p3/6mF 
'P E x - } 0 p cos h . (17.4.2b) 

Esta funcion est a relacionada con la de Airy:5 

(17.4.2c) 

Por supuesto, no hay est ados ligados y el espectro de energfas es continuo. 
En el segundo caso, importante para el estudio de estados ligados de quarks, 

suponemos que, ademas de estar sujeta a la fuerza F, la partfcula esta obligada 
a moverse solo en las x positivas, esto es, que hay una barrera infinita en x = 0 
(fig. 17.4.1). Suponemos F = A2 positivo y el potencial es, por tanto, 

V(x) = {A2x , X 2: 0, 
00, ,x::::: O. 

La solucion viene dada todavfa pOI (17.4.2), para x 2: 0, y cero para x ::::: 0; la 
escribimos 

(17.4.3a) 

5 Ver Apendice IV. Ellibro de Abramowicz y Stegun (1965) tiene tablas de la funcion 
de Airy, que se define por Ai (z) = 7r-

1 Io
oo 

dt cos(t3 /3 + zt) . 
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FIGURA 17.4.1. 
Potencial lineal con barrera 
infinita en x = O. 

y la condicion de continuidad, 'lj!n (0) = 0, nos da la condicion (implfcita) de 
cuantizacion: 

(17.4.3b) 

0 , con la forma explfcita de la funcion de Airy, 

100 p3/6m - pEn 
dpcos A? =0. 

o Ii -

Para facilidad de referencia damos los primeros ceros y coeficientes de la funcion 
de Airy, Ai (~) ~ 'n(~ - ~n): 

~1 ~ -2.34, ,1 ~ 0.701; 6 ~ -4.09, ,2 ~ -0.803; 

6 ~ -5.52, ,3 ~ 0.865; ~4 ~ -6.79, ,4 ~ -0.911. 

Los primeros niveles energetic os son, por tanto, 

A 2 1i 
En = Pn (limA)l /3 ' 

PI ~ 1.86, P2 ~ 3.25, P3 ~ 4.38, P4 ~ 5.39. 

(17.4.4) 

(17.4.5) 

En lugar de utilizar los valores de los ceros de la funcion de Airy hubieramos 
podido hallar la energfa y funcion de onda aproximadas con el metodo de 
minimizacion de la sec. 11.5. Escogemos la funcion test mas sencilla consistente 
con la condicion de contorno 'lj!(0) = 0, a saber 

El valor esperado del hamiltoniano es 
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La condicion de mfnimo 8E({3)/8{3 = 0 se cumple para {30 = (3A 2m/2fi2
)1/3. 

Obtenemos pues 

(17.4.6) 

Este valor E({3o) solo difiere en un 6% del valor exacto (17.4.5), 10 que difiere 
(3/2)5/3 ::= 1.97 de PI ::= 1.86. 

17.4.2. Quarkonio 

Se conoce como quarkonio al estado ligado de un quark y un antiquark; 
nosotros aquf solo consideraremos el caso de momento angular l = 0 (onda 
S). Ambas partfculas tienen la misma masa y, por tanto, si Mq es la masa de 

1 
un quark de tipo q, la masa reducida es mq = "2 Mq. La teorfa de las interac-

ciones fuertes (que son las que ligan el quarkonio) sugiere que el potencial es 
de la forma 

(17.4.7) 

despreciando efectos relativistas y fuerzas dependientes del espfn. La cantidad 
D:s(q) tiene los valores aproximados D:s(c) ::= (0.24)fic, D:s(b) ::= (0.18)fic para los 
dos tipos de quark (c y b) que consideraremos. Ademas, K::= (fiC)-1400 MeV. 

Las masas de estos quarks c, b, son tales que 

La ecuacion radial para la funcion in(r), definida como en (16.2.5), para l = 0, 
es 

//() {2mq( ()) l(l+l)} ) in r + fi2 En - Vq r - r2 in(r = 0, (17.4.8) 

y debemos satisfacer adem as la condicion de contorno in(O) = O. 
Cosideramos primero el caso del quark b y comenzamos por despreciar 

el termino - ~D:s/r de (17.4.7); entonces estamos en la situacion exacta de 
la subseccion 17.4.1. Las energfas vendran dadas por (17.4.5) con A = K; 
aiiadiendo los val ores experimentales (entre parentesis) tenemos 

EI (b) = 0.42 GeV 

E2(b) = 0.73 GeV 

E3(b) = 0.98 GeV 

E4(b) = 1.20 GeV 

(exp.: 0.26 GeV) 

(exp.: 0.83 GeV) 

(exp.: 1.16 GeV) 

(exp.: 1.38 GeV). 

(17.4.9) 

La velocidad media puede calcularse utilizando la funcion de onda aproximada 
(cf. (17.4.6)) obteniendose (v 2 )/c2 ::= 0.16, para el estado fundamental. Las 
velocidades son pequeiias en comparacion con c 10 que justifica despreciar, en 
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~na primera aproximacion, los efectos rela tivistas. El acuerdo del caJculo con 
los resultados experimentales es aceptable, excepto para el primer nivel. Esto es 
comprensible: las funciones de onda f n con n = 2, 3, 4 son bastante extendidas, 
de forma que la perturbacion causada por el termino despreciado (-~(Xs/r) es 
pequeiia. Esto no es asi para el primer nivel; en su determinacion hay que 
utilizar el potencial completo. Si consideramos, como en la subsec. 17.4.1, las 
funciones prueba 

f {3(r) = 2(33/2e-{3r 

y minimizamos (f{3 liflf(3), donde if incluye el potencial completo, encontramos 

en acuerdo con el valor experimental, dentro de los errores esperados. 
Aunque para el quark c el anaJisis no tiene mucho sentido, ya que en este 

caso la velocidad media es '" 0.7 la de la luz , si 10 repetimos se encuentra un 
acuerdo sorprendentemente bueno con el experimento: 

E1(C) = 0.46 GeV (exp.: 0.50 GeV) 

E2(C) = 1.11 GeV (exp.: 1.08 GeV) 

E3(C) = 1.49 GeV (exp.: 1.17 GeV) 

17.5. Potenciales dependientes del espin 

(17.4.10) 

Hasta hora hemos supuesto que las particulas no tienen espin 0, si 10 tienen, que 
este no est a acoplado con las variables espacio-temporales. Vamos a extender 
ahora el analisis a interacciones de dos particulas, admitiendo interacciones que 
involucren el espin. Consideramos el caso importante de dos particulas, ambas 
con espin total 1/2. 

La separacion del movimiento del centro de masas es, por supuesto, todavia 
posible y podemos escribir la funcion de onda como el producto de una funcion 
que depende de la coordenada del centro de masas, que evoluciona como una 
particula libre, y la funcion de ondas que describe el movimiento relativo, 

(17.5.1) 

y los indices (Xa, a = 1, 2 son los correspondientes a las componentes de los 
espines de las particulas a = 1, 2. Una base de estas 'IjJ esta formada por 
funciones de onda de la forma -

(17.5.2) 

pero, si las interacciones involucran al espin, los est ados estacionarios no seran 
factorizables, en general. 

Pasemos ahora al potencial. Este, en principio, puede de pender de las va
riables de espin; por tanto, sera una matriz 2 x 2 en cad a uno de los dos espacios 
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\ de espin. Si denotamos por u ral a las matrices de Pauli en cada uno de estos 
espacios de espin6 entonces ~I potencial mas general se puede escribir como 

1((r) =V(O)( r ) + 2:: V;(1) (rk.;l) + 2::V;(2)(rk~2) + 2:: V;(3)(r)(l!(l) x l! (2))i 

+ "" VeT) (1) (2). 
~ 'J <!, <!J 
'ij 

La invariancia bajo rotaciones de 1(, 
~ ~ -1 
Tj(R)1((r)Tj (R) = 1((r) 

implica que V(O ) es un escalar, que los v;(a) , a = 1, 2, 3 se transforman 

como vectores y que V;)T) se transforma como un tensor. Por tanto, tenemos 

V(O )(r) = Vo(r) , 

V;(a)( r) = Va(r)ri' a = 1,2, V;(3)( r) = V3(r)ri 

y 

(T) _ ( 3 ) . V;j (r) - VT(r) r2 r 'irj - Oij + Vs(r)Oij. 

Para escribir la ultima hemos tenido en cuenta que los unicos tensores de rango 
2, constantes 0 dependientes de una sola variable (ri), son Oij y ri rj. Hemos 
separado dos combinaciones de estos de forma que sean irreducibles. 

Los terminos en v(a) se anulan, si la interaccion es invariante bajo paridad, 
ya que esta cambia r --> - r pero no afecta al espin y, por tanto, a las matrices 
de Pauli. Suponiendo est a invariancia, nos queda pues la forma mas general 
del potencial: 

1((r) = Vo(r) + Vs(r) l! (1) l! (2) + VT (r)$12 

donde el llamado operador (0 potencial) tensorial es 

3 $12 = - (rl! (1))(rl!(2 )) _ l!(1)l!(2). 
r 

Este operador no conmuta por separado con i y $. 
EI espin total del sistema es 

S = 11 [lu(1 ) + lu(2)] . 
- 2 - 2-

(17.5.3a) 

(17.5.3b) 

Componiendo los espines vemos que el espin total puede ser 0, 1. Si 10 denota
mos pOI' S, §i 2 = 112 

S (s + 1). Desarrollando la expresion para §i en terminos de 
las matrices de Pauli y utilizando propiedades de est as obtenemos que 

l!(1)l! (2) = 2{ s(s + 1) - ~} : (17.5.4) 

el termino Vs(r) l! (1) l! (2) solo depende del espin total del sistema, s. 

6 Esto es, I! (l) actua en la componente C¥l Y 1! (2) en la componente C¥2 de 'lj;C'l<>2 dada 
en (17.5.1). 
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17.6. El sistema proton-neutron . El deuteron 

Tanto el neutron como el proton (simbolos n, p) tienen espin 1/2. Consideramos 
'el sistema dimimico formado por ambos; su masa reducida es 

La interaccion entre estas particulas a energias pequeiias con respecto a su 
energia de excitacion, esto es, hasta que tenemos que tener en cuenta que no 
son element ales (digamos, hasta unos 100 MeV) puede representase por inter
acciones de corto alcance (fuerzas nucleares); cuando necesitemos un modelo 
concreto, tomaremos pozos esfericos cuadrados de radio L ~ 10-13 centimetros 
y de profundidad unas docenas de MeV. Esta interaccion solo produce un es
tado ligado, el deuteron (simbolo d) con momento angular total] = 1. 

Para ver como aparece este estado componemos primero los espines de n y 
p, obteniendo los valores 0, 1 para el espin total, s. Dado el momento angular 
relativo l, un momento angular total] = 1 puede obtenerse con s = 0, I = 1, 0 

con s = 1 y I = 0, 1, 2. En el primer caso la correspondiente fuerza centrifuga 
obliga al grueso de la funcion de onda a estar alejado del origen, con 10 cual 
la fuerza nuclear no es suficiente para producir un estado ligado. Para s = 1, 
podemos tener l = 1 0 l = 0, 2, excluyentemente. En efecto: si suponemos 
(como ocurre experimentalmente) que las fuerzas nucleares conservan paridad, 
la paridad de los estados con momento angular I es (_1)/, luego los valores 
pares e impares no se mezclan. Solo el estado con componente I = ° puede 
producir un estado ligado debido, como ya discutimos, a que es el unico caso 
en que no hay barrera centrifuga. Si las fuerzas nucleares no involucraran al 
espin, podriamos limitarnos a estudiar el estado con s = 1, I = 0; pero estas 
fuerzas tienen un componente tensorial, y hay que tratar simultaneamente 
ambos casos, s = 1 y l = 0, 2. 

La ecuacion de Schrodinger que tenemos que resolver se puede escribir 
como 

HO'l/JE + Y'l/JE = E'l/JE, (17.6.1a) 
- - -

con Y dado por (cf. (17.5.3)) 

Y(r) = Vo(r) + VT(r)§12. (17.6.1b) 

Comenzamos por componer los espines como en el problema P.16.4: 

X61
) = ~ lXn(1/2)XP(-1/2) + Xn(-1/2)xP(1/2)] , - v'2 - - - -

(17.6.2) 
etc. Para simplificar el calculo vamos a suponer que la tercera componente 
del momento angular total del deuteron vale ]3 = +1; esto no es ninguna 
restriccion ya que el sistema es invariante bajo rotaciones. Tenemos pues dos 
funciones de onda posibles: para onda S, 

(17.6.3a) 
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y, para onda D, 

y!D(r) = '2)2,1 - A; I, A!1)y12_>-(e, ¢)~~l) RE2(r). (17.6.3b) 
>-

Sustituyendo los valores expllcitos de los coeficientes de Clebsch- Gordan y de 
los armonicos esfericos en terminos de las pr nos queda 

(17.6.4a) 

donde la parte angular y de espin de las funciones de onda son las ..:r, 

..:rs(e,¢) = vb ~n(~)~p(~), 
..:r D(e, ¢) = ~ ~ {2p2(COSe)xn(~)xp(~) 

y 8 y 47r --

- ei
¢ pl (cos e) [~n( ~ )~p( _~) + ~n( -~ )~p( ~)] 

+ e2i
¢ pi(cose)~n( -~)~p( -~)}; 

(17.6.4b) 

(17.6.4c) 

P2(COSe) = ~ cos2 e -~, pl(cose) = -3senecose, pi (cos e) = 3sen2e. 

Si los espinores del neutron y proton est an normalizados a la unidad, y nor
malizamos las funciones de onda radiales por 

entonces las ~s, ~D estan tambien normalizadas a la unidad. En efecto, los 
YivI estan nor-malizados a la unidad y los coeficientes de Clebsch- Gordan son 
las componentes de una matriz ortogonal. Por tanto, la funcion de onda mas 
general del deuteron, normalizada a la unidad, sera una combinacion de las 
(17.6.4): 

(17.6.4d) 

y hemos llamado f. al angulo de mezcla porque esperamos que sea pequeno (y 
asi ocurre) . 
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EJERCICIO: Demostrar que, escogiendo apropiadamente las fases arbitrarias, 
puede conseguirse que las REI Y la matriz de mezcla S - D sean reales • 

Si ahora aplicamos § 12 a las Jf obtenemos 

y hemos escrito ltn ,p para indicar claramente que matrices actuan sobre el es
pinor del neutron y cwi les sobre el del proton. Utilizando coordenadas polares, 

( 
cose 

ru = r . 
e"P sene 

y 

e-ic/> sene) 
-cose 

Sustituyendo directamente y comparando con (17.6.4), encontramos 

(17.6.5) 

(La segunda igualdad es algo mas latosa de obtener que la primera, aunque 
tambien es elemental). 

EJERCICIO: Demostrar con argumentos generales (§12 conserva el momento 
angular total y la paridad) que cualquier combinaci6n lineal §12 (aJ! s + f3J! D) 
tiene que volver a ser una combinaci6n lineal de J! s y J! D· U tilfcese esto para 
comprobar la segunda de las igualdades (17.6.5) ahorrando caJculos. 

Indicaci6n. Escribir §12J! D aJ! s + bJ! D · Evaluar a, b tomando ¢ = 0, 
e = 7r /2 , etc. • 

Sustituyendo la expresion hallada para 7/Jd en (17.6.1), separando la parte an-
gular y radial -

A n2 1 [j2 1 A 2 
Ho = -- - -r+ --L 

2m r or2 2mr2 

y operando, obtenemos la ecuacion matricial 

{ n2 /I ( ))} {n2 /I ( 2n2) } - 9s + E - Vo 9s X s+ - 9D + E - Vo + 2VT - --2 9D Jf D 
2m - 2m mr 

- VsVT { 9sJf D - 9DJf s } = 0 

(17.6.6a) 
y hemos definido 

9s(r) = rREo(r)cosE , 9D(r) = rRE2(r) senE. (17.6.6b) 
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Puesto que Jf s Y Jf D son independientes, esto se nos convierte en dos ecua
ciones escalares acopladas: 

- !'!.- g~(r) + Vo(r )gs (1') + v's gD(r) = Egs(r), 
2m 

n
2 

( 3n
2 

) - - g'}yCr) + Vo(r) - 2VT(r) + -2 gD(r) + v'sVT(r)gs(r) = Egdr) . 
2m mr 

(17.6.7) 
La informacion experimental que podemos utilizar es la energfa de ligadura 

del deuteron, Bd = 2.23 MeV; el momento magnetico del deuteron dado por 
la formula 

1 ' 
f..Ld = f..Ln + f..Lp + '2 f..L n (L z) 

con f..Ln,p los momentos magneticos de neutron y proton Y f..L N = en/2mpc el 
llamado magnet6n nuclear; y el momento cuadrupolar del deuteron, 

Qd = ~ J d3rr2P2(cosB)lpd(r) 12 . 

Experimentalmente, f..Ld = (0.8574)f..LN Y Qd = 2.7 X 10- 27 cm2
. Es por tanto 

posible ajustar las alturas de los potenciales Va , VT(fijando su alcance al valor 
sugerido por la teorfa de Yukawa, L = 1.47 fermis) y el valor del angulo de 
mezcla, E, requiriendo que se reproduzcane estas tres cantidades, Bd, f..Ld Y Qd· 

Sin embargo, incluso en el caso que tomemos la aproximacion de pozos 
esfericos constantes para las Va , VT , estas ecuaciones solo pueden resolverse de 
forma aproximada. Nosotros dejamos el problema aquf, remit iendo al lector a 
t extos especializados como Elton (1959) 0 Brown y J ackson (1976). 

17.7. Fuerzas dependientes de la velocidad: 
estructura fina del hidr6geno 

En mecanica no relativist a , cuantica 0 clasica, no puede haber fuerzas de
pendientes de la velocidad ; esto 10 demostramos en la sec. 4.5 y se debe al 
requisito 

~ 1 ' 
Q =v=- P , 

m 

~ i " 
Q = 1i [H ,Q]' 

que obliga a que la interaccion, V, satisfaga 

[Q ,V] =0, 

y, por tanto, a que V no dependa de P. 

(17.7.1a) 

(17.7.1b) 

El argumento no es valida en mecanica relativist a, 0 para interacciones 
con el potencial vector electromagnetico (como veremos, tambien relativistas), 
casos en los que las ecuaciones (17.7.1) fallan. Pueden, por tanto, generarse 
fuerzas dependientes de la velocidad, cuya intensidad ha de ser inversamente 
proporcional a la velocidad de la luz, c. Un tratamiento relativista de inter
acciones en mecanica cuantica se sale del marco de este texto; puede verse 
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en tratados especfficos de mecanica cuantica relativista. Nosotros , a titulo 
de ejemplo, discutiremos una de las correcciones relativistas a la interaccion 
coulombiana, Vc (r) = -e2 /r en el atomo de hidrogeno, la Hamada interacci6n 
espin-6rbi ta, 

, 1 e2 , 
H LS = --2-2 :3 LS. 2m C T -

(17.7.2) 

Esta interaccion produce un desdoblamiento de los niveles energeticos, conocido 
como la estructura fin a. Claramente, (17.7.2) depende de la velocidad , ya que 
L = mr x V, y se anula para C -? 00. 

La modificacion que el termino (17.7.2) introduce en la solucion del atomo 
de hidrogeno puede tratarse en primer orden de aproximacion; en efecto , la 
velocidad media del electron en el atomo de hidrogeno es iJ2 rv ac2

. 

Denotamos los est ados del atomo de hidrogeno en el potencial coulombiano 
por los ntlmeros cuanticos n, l , M, aiiadiendo el valor de la tercera componente 
del espin, 83: 

fI (O)ln' l M'83) = E(O)ln'l M'83)' 
'" n"" 

' 2 
fI CO) = ~ 

2m r 
(17.7.3) 

El operador fILs conmuta, como es logico, con el momenta angular total, 

(17.7.4) 

pero no con L y ~ pOI' separado. Debido a esto, su presencia elimina (parcial
mente) la degeneracion del atomo de hidrogeno. 

E l problema que tenemos es el de perturbacion de un nivel degenerado. 
Recordando la seccion 11.2, tenemos que sustituir la base In; l, M; 83) por una 
en la que la perturbacion, fIL S sea diagonal. Puesto que J conmuta con fIL s, 
una solucion es escoger una base con momenta angular total , j y su tercera 
componente, j 3, bien definidas. Esta base viene dada por 

In;j, (l) , j3)± = L (l , M; 1/2, 831 l ± 1/ 2) In; l , M; 83)' (17.7.5) 
M+s 3 =h 

Los desplazamientos de energias seran pues, 

Consideramos que l 2 1; el caso l = 0 10 discutiremos al final. Los estados 
(±) no se mezclan; en efecto, para un j dado, el est ado (+) corresponde a 
l = j - 1/2, y el (-) a l' = j + 1/ 2. Estos valores del momento angular orbital 
difieren en una unidad y por 10 t anto tienen paridad opuesta, mientras que 
fILS conserva la paridad. Por otra parte, 

, n? 
L~ = 2 {j(j + 1) -l(l + 1) - n· (17.7.6) 
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Utilizando esto, y que la matriz de coeficientes de Clebsch- Gordan es ortogonal, 
tenemos 

e21t2 

8Enl± =-4 22 m e 

_e2 1t2 

4m2 e2 

1
00 1 

{j(j + 1) -l(l + 1) - ~ } d1' 1'2 3 [Rnl(1'W 
o l' 

g + (I +~)} ( 00 d1' ~ [Rnl(1')[2 . Jo l' 

La integral puede calcularse utilizando las formulas del Apendice IV; encon
tramos Jooo d1' 1'-1 [Rnl(r)[2 = 2/[l(2l + 1)(l + 1)n3a~1 . Finalmente, 

8E _ ~ + (l + ~ )ex
2 

Ry 
nl± - l(2l + 1)(l + 1)n n2 . (17.7.7) 

Para l = 0 la ecuaclOn no esta definida; (L~)l=O = 0, pero la integral 
Jooo d1'1' - 1[Rno(r)[2 diverge. En este caso, el calculo exige tratar con mas de
taHe las correcciones relativistas (vel' , p . ej., Akhiezer y Berestetskii , 1963; 
Yndurain, 1996). Se obtiene que, para el caso (+) (el unico que tiene sentido), 
(17.7.7) sigue siendo valida. 

Esta es la Hamada estruetura fina del hidrogeno. No solo los niveles con 
distinto I (pero igual n) adquieren desplazamientos distintos , sino que, incluso 
para el mismo valor de l hay un desdoblamiento: 

e2 1t2 1 
8Enl+ - 8Enl- = 8m2e2 l(l + 1)n3a~ , 

segun que el momenta angular total sea l + 1/ 2 0 l - 1/2. Aiiadiendo las 
correcciones relativistas del problema P.17.7 obtenemos la formula completa 
para los niveles energeticos, a orden ex2 , 

(0) ex n 3 3 
{ 

2 ( ) } Enl.i + En 1 + n 2 j + ~ - 4" + O(ex) . 
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PROBLEMAS 

P .17.1. Hallar las cantidades (r2}nl , (r-1}nl, (r - 2}nl en el atomo de hidr6geno. 

Soluci6n. 

P.I 7 .2. (EJecto Lamb-polarizacion del vado. Las correcciones cuantico-relativistas 
al potencial couombiano en el atomo de hidr6geno 10 modifican; en particular, las 
debidas a la llamada polarizaci6n del vado Ie aiiaden el termino 

Calcular la correcci6n a los niveles energeticos. 

Solucion. A primer orden en la perturbaci6n tenemos los desplazamientos !5En1 , 

!5En1 = (1/!~M) IVLI 1/!~I M)}. 

Utilizando que Rnl(O) = 2(naB)-3/2!51O , 1/!~00 ) = Rno(O)/v'47f, obtenemos 

Numericamente, para el nivel 25, 

!5E20 = -l.1 X 10- 7 eV = -27 x 106 cidos 

que coincide con el valor experimental , 27 ± 0.5 megacidos. 

P.17.3. (Correcciones de tamaiio finit o del nuc1eo). Hallar las correcciones a los 
niveles energetic os de un atomo hidrogenoide debidas al tamaiio finito del nudeo 
(este tamaiio es del orden de 10- 13 cm.) Sup6ngase al nudeo con simetria esferica y 
homogeneo. 

Solucion. El potencial creado por una esfera homogena de radio R y carga Ze es 

{ 

-Ze2 /r, r > R; 

VN(r) = - Z 2 (~ _ ~) 
e 2R 2R3 ' r < R. 

Podemos escribir VN = Vc + V1 , con Vc(r) = -Ze2 /r el potencial creado por una 
carga puntual , y tratamos a V1 como una perturbaci6n , a primer orden. Despreciando 
correcciones de orden R ia con a = aBIZ, 

2 2 1 R ( r
4 _ 3r2) __ 2Ze

2 
"10 (!i) 2. !5Enl = !5lO Z e IRno(O)1 0 dr r + 2R3 u 2R 5n3 a a 

El efecto es apenas detectable, excepto para nudeos pesados donde Z, R son grandes. 

P.17.4 . (Apantallamiento delnuc1eo pOl' el electron en un ,Homo) . Hallar el poten
cial (escalar) medio creado por un atomo de hidr6geno en su est ado fund amental. 
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Salucion. La densidad de carga es la suma de la del proton y la del electron. 
Suponiendo el primero puntual, y en reposo en el origen, tenemos pp(r) = eb(r). 
Para el electron , Pe(r) = -el'¢iO,O)(rW. Con la formula explfcita para est a ultima, e 
integrando, el potencial electromagnetico escalar resulta ser 

A.. ( ) ( 1 1) - 2r / aB 'Y T= e -+- e . 
T 0,13 

para T « aB, esto coincide practicamente con el potencial coulombiano creado por el 
proton; para T » aB, el potencial decrece exponencialente (apantallamienta). 

P.17.5. (Factar de Fermi) . En las desintegraciones (3 un nucleo emitie un electron 
y un neutrino (que no tiene carga electrica y no juega ningun papel en 10 que sigue), 
convirtiendose en un nucleo residual. La interaccion responsable del proceso es la 
conocida como interaccion debil , que solo es efectiva si las particulas involucradas 
estan en el mismo punto. Calcular las correcciones debidas a que el electron emitido 
en la desintegracion se mueve en el potencial coulombiano producido por el nucleo 
residual. 

Salucion. Si Wo es la probabilidad de desintegracion olvidandose de la interaccion 
de Coulomb, y W e cuando se tiene esta en cuenta, entonces W e sera igual a Wo 
multiplicado por la probabilidad de que el electron este en el origen, con campo 
coulombiano incluido, dividido por la probabilidad de que estuviese en el origen si 
no hubiese habido campo. Esto es, W e = FWo donde el factor de Fermi viene dado 
por F = I'¢e (0) 12 /I,¢~O) (0) 12. Aqui, 1jJe es la funcion de onda del electron en el campo 

coulombiano del nucleo residual , y '¢~O) la de un electron libre. De (17.3.10) , y si Ze 
es la carga del nucleo residual , 

2~ -2~ 

( )

-1 

F = --- 1 - exp ---
aB,zke aB ,z k e 

11,2 k _~ 
aB,z = -Z 2' e - to . m e e Il 

Notese que 1/aB ,zke = Za.c/ve con c la velocidad de la luz y Ve la del electron. 

P.17.6. Encontrar la relacion entre velocidad y momento para una particula sujeta 
a un potencial dependiente solo de r mas uno de t ipo VLS, 

A 1 e2 
A 

VL S = --?-2 3" LS. 2m-c T -

Salucion. Tenemos 
1 A A 

Vj = h [H , Q j ]. 

La parte del hamiltoniano que contiene la energia cinetica y el potencial dependiente 
solo de r nos d a una contribucion a Vj de m -

1 Fj (sec. 4.5). Evaluando el resto del 
conmutador, 

1 A e2 

Vj = m Pj + 2m2c2T3 L Ejkl§kTI 

que tambien podemos escribir como 

A A e2 

P = mv + 2 2 3 S x r. 2m c T -
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P.17. 7. Hallar las correcciones a los niveles energeticos del atomo de hidr6geno 
debidas a que la energfa relativista de una partfcula de masa m es {m2c4 + p 2

C
2

} 1/2. 

Soluci6n. A orden 1/ c2
, 

{m2c4 + p 2
C
2

}1 /2 = mc2 + p 2/2m _ ~2 (p2/2m)2 + 
2mc 

El primer termino es una constante, que absorbemos en la definici6n del cero de ener
gfas . Por tanto, utilizando el principio de correspondencia, tenemos el hamiltoniano, 
a orden 1/ c2

, 

, 1 , 2 e2 1 ' 2 2 
H rel = 2m P - -; - 2mc2 (P / 2m) . 

Debido a que v = p/m ~ o:c, podemos tratar el ultimo termino, 

, 1 , 2 2 
Hi = - 2mc2 (P /2m) , 

como una perturbaci6n, a primer orden, del hamiltoniano coulombiano, 

, 1 , 2 e2 

He=- P 
2m r 

Un truco que simplifica el calculo es darse cuenta que 

fh = _ _ 1_ {fIe + e
r
2 }2 

2mc2 

y que , entre estados propios de fIe, 
, _ (0) 

Heln , I) - En In, I), 

podemos sustituir fIe por E~O) . Obtenemos entonces los desplazamientos de energfas, 

~ _ ' _ (0 ) 0:
2 (2n 3) 

DE re l - (n, I IH1In, I) - En n2 21 + 1 - 4" . 

P.17. 8. Resolver la ecuaci6n de Schrodinger para una particula en un poten
cial coulombiano en coordenadas parab6licas. Considerense estados con valor bien 
definido de L . 
Soluci6n. En coordenadas parab61icas (Apendice V) , y considerando funciones de 
onda con £z'IjJ(M) = nNhl/M) , 

la ecuaci6n de Schrodinger es 

- ;~ { :~ (~:~ ) + :~ (~ :~ )} 4?(~, ~) 
+ n~~2 (C1 + ~- i) 4?(~,~) + 2ele24?(~, 1]) = (~+ ~)E4?((, ~); 

el, e2 son las cargas de las particulas. La ecuaci6n es separable. 
A) Estados ligados. Escribimos 4' = gdOg2(~), con gi(O = ~IMI /2e-U2a B Pi(O, 
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i = 1,2, Y aE = 1i/V-2mE. La ecuacion es como la que define los polinomios de 
Laguerre. La solucion es 

y esta normalizada a ( 'Ij;::f~, 1 'Ij;~~~o) = 8MM,8nln' 8 n 2 n ,. Los ni son enteros 2: 0; se 
1 2 - 1 2 

tienen las energias E = -m(ele2)2/21i2(nl + n2 + IMI + 1)2 
B) Estados del continuo. Solo resolvemos el caso de estados con simetria cilfndrica 
alrededor de OZ, de manera que M = o. Con notacion como en el texto principal , 
definimos G por 

que satisface la ecuacion 

La solucion es G = M(ia-jaok , l , ikT/). La ecuacion (17.3.11) del texto se obtiene 
escogiendo el eje 0 Z paralelo a k y la normalizacion apropiada: 

'Ij;~ = r(l - ia / aok)e7fCT/ 2aokeik(f.-'l]) / 2 M(ia-jaok , 1, ikT/ ). 

P.17.9 . Utilizar la relacion de Kummer (Apendice IV) para veri ficar la igualdad de 
las dos expresiones (17 .3.6a,b) para Rkl . 



CAPITULO 18. 

Particulas en campos electromagneticos 
(clasicos) 

18.1. Sustitucion minima. Potencial de Coulomb. 
Invariancia gauge de la ecuacion de Schrodinger. 
Sustitucion minima en un reticulo 

18.1.1. Sustitucion minima. Ecuacion de Schrodinger 
en presencia de un campo electromagnetico 

Los campos electrico, £ , y magnetico, B , son cantidades medibles. Por tanto, 
en una teorfa completamente cwintica, tanto £ como B (0 cP y A , si utilizamos 
potenciales) deberfan venir representados por operadores, 

£, 8, ¢, A. 

Este estudio se realizani en el capftulo 20. Por el momento , consideramos situa
ciones en las que las fiuctuaciones cminticas de £, 8 sean despreciables frente 
a sus val ores medios y, por tanto, podemos aproximar los operadores por el 
producto por sus valores medios , es decir , por campos clasicos: 

Para aligerar la notacion, suprimimos el subfndice "cl" escribiendo, simple
mente, £ , B , cP, A. 

Clasicamente, la relacion entre la velocidad de una partfcula y su momenta 
vienen modificados en presencia de un campo electromagnetico por 

e 
mVel = Pel - - A , 

c 

y el hamiltoniano de una partfcula con carga e en un campo electromagnetico 
se convierte en 

1 2 1 ( e )2 
Hel = 2m v el ---., 2m Pel- ~ A 

Es decir: podemos obtener el hamiltoniano realizando 10 que se llama la susti-
tuci6n minima, 

e 
Pel ---., P el - - A. 

c 

E n el caso cuantico utilizamos el principio de correspondencia y postulamos 

, , e e 
P = - i1iV ---., P - - A(r , t) = - i1iV - - A(r, t) . 

c c 
(18.1.1) 
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Podemos incluir tambien la interaccion con un potencial esc alar extendiendo 
la sustitucion minima a las derivadas con respecto al tiempo: 

ihat --7 ihat - e¢(r , t). (18.1.2) 

La ecuacion de Schrodinger para una particula con carga e, en presencia 
de un potencial no electromagnetico V , se convertini en 10 siguiente al incluir 
la interaccion electromagnetica a traves de la sustitucion minima: 

(18.1.3) 

que podemos reescribir como 

(18.1.4) 

10 que corresponde al hamiltoniano efectivo 

, 1 ( ' e )2 He .m . =e¢+- P -- A +V; 
2m c . 

P = - ih\!. (18.1.5) 

Si la particula tiene espin, hay un termino extra de interaccion del espin 
con el campo magnetico, y debemos escribir 

, 1 ( ' e )2 fJ, H e .m . = e¢ + - P - - A - ---;;- ~B + V; 
2m c so, 

(18.1.6) 

a fJ, se Ie llama momenta magnetico intrfnseco, y s es el espin total de la 
particula. La cantidad fJ, puede calcularse en teoria relativista cmintica de cam
pos; para nosotros es un parametro empirico. Experimentalmente, para proton, 
neutron y electron tenemos fJ,p = 2.79fJ,N, fJ,n = - 1.91fJ,N, fJ,N = [e[ h /2m pc 
yl fJ,e = -[e[h/2mec. De momenta vamos a olvidar la interaccion con el espin 
(que es de orden superior en l /c con respecto al resto) y trabajamos con 
(18.1.4 ,5). 

Como una primera aplicacion, vamos a utilizar (18.1.5) para deducir la 
interaccion de Coulomb en mecanica cuantica. Consideramos un electron in
teraccionando con un nucleo de carga Zep , ep la carga del proton. Como este 

1 El valor que damos para el momento magnetico del electron es aproximado; si 
escribimos /-ie = - {I + ae }leln/2me c, entonces se tiene 

a(e) = (1159652140±27) x 10- 12 [Teoria], 

a(e) =(1159652 188±3) x 10- 12 [Experimental]. 

El calculo teorico requiere considerar efectos relativistas y cuanticos para los campos 
electromagneticos; su increfble acuerdo con el valor experimental es una solidisima 
indicacion de 10 correcto, entre otras cosas, de la descripcion de interacciones elec
tromagneticas a traves de la sustitucion minima. 
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es muy pesado comparado con el electron, 10 consideramos como fijo. El campo 
electromagnetico creado por una partfcula se obtiene de resolver las ecuaciones 
de Maxwell en presencia de cargas (Apendice V). En nuestra aproximacion 
el nucleo es estatico luego J p = 0 y p = Z ep8(r). Nos queda, pues, 13 = 0 
y \7£ = 47rp = 47rZep8(r). Podemos por t anto escoger la solucion A = 0, y 
¢ satisface la ecuacion t:::.¢ = -47rZep8(r), con solucion ¢(r) = epZ/r. (Esta 
solucion es unica, salvo transformaciones gauge que, como veremos en un mo
mento, no cambian nada). La ecuacion (18.1.5) se nos convierte en 

A 1 A 2 e2 Z He.m . = H Coulomb = - p ---
2m r 

que es el hamiltoniano que ya habfamos utilizado. 

18.1.2. Transformaciones de gauge 

Consideramos ahora transformaciones de gauge, para una partfcula de carga 
e, 

A(r , t) - A(r, t) = Af(r , t) + \7 f(r , t) , 
1 

¢(r , t) - ¢f(r , t) = ¢(r , t) - - ot!(r , t). 
c 

(18.1.7a) 

Los campos elect rico y magnetico no cambian con estas transformaciones; pero 
como (18.1.4) involucra a A y ¢, la ecuacion de Schrodinger sf se altera. l,Se 
pierde la invariancia gauge en mecanica cuantica? La respuesta es no. Lo unico 
que hace falta reconocer es que no hay motivo por el que la transformacion de 
gauge no afecte tambien a la funcion de onda. De hecho, vamos a demostrar que 
la ecuacion de Schrodinger (18.1.4) permanece invariante si, simuitaneamente 
con (18.1.7a) , realizamos, sobre la funcion de onda de la partfcula la transfor
macion (que seguimos llamando gauge) definida por2 

(18. 1.7b) 

(esperamos que no haya confusion entre la carga de la partfcula, e, y el numero 
e=2.718 ... ) . 

E n efecto: comenzamos por comprobar que la expresion 

2 Para varias particulas a = 1, 2, .. . , neon cargas ql , q2, ... , qn definimos la susti
tucion mInima como Fa -> Fa - (qa /c )A(ra , t) y la transformacion de la funcion 
de onda par 
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solo cambia en una fase bajo (18.1.7). Tenemos, 

(inV - ~ A) tJi ~ (inV - ~ A - ~ V f) eief (r,t)/nctJi 

= - in (ie V f) eief(r ,t) / nctJi + eief(r ,t) / /j,ctJi (- inVtJi) 
ne 

+ eief(r ,t)/nctJi ( -~ AtJi) - ~ (V j)eief(r ,t) /hctJi 

= eief(r ,t)/nc (inV - ~ A) tJi, 

Debido a esto, se dice que la combinacion inV - (e/e)A es covariante gauge, 
De igual manera comprobarlamos que 

(inV - ~ A) 2 tJi ~ eief / nc (inV _ ~ A) 2 tJi 

y que 
(iMYt - e¢) tJi ~ eief/nc (inOt - e¢) tJi , 

Por tanto, la ecuacion (18,1.3) se convierte en 

eief /hc (inOt _ e¢) tJi = _1_ eief /hc (-inV _ 2: A)2 tJi + eief/ncVtJi 
2m e 

que cancelando la fase comun es identica a (18.1.3). 
Para terminar esta subseccion, discutiremos algun aspecto interesante de la 

invariancia gauge, Como veremos, especialmente en las secciones 18,5 y 23.1, 
la formulacion cwintica del electromagnetismo involucra necesariamente los 
potenciales ¢ y A. Por otra parte, hay evidencia experimental abrumadora de 
que todas las interacciones (no solo la electromagnetica, sino tambien la debil , 
la fuerte e incluso la gravitatoria) vienen mediadas por campos tipo gauge; 
y, ademas, pueden introducirse invocando un principio de sustitucion mInima 
similar al de (18,1.7). La invariancia gauge, lejos de ser una curiosidad, resulta 
ser una propiedad basica de la naturaleza. 

La transfomacion gauge es peculiar; es distinta de las que consideramos en 
el capItulo 5, ya que no viene represent ada por un operador unitario (salvo para 
f =constante, caso que discutiremos a continuacion). En efecto, de (18,1. 7b) 
este operador tendrfa que ser U(j) con 

U(j)tJi(r; t) = eief(r ,t)tJi(r ; t) 

10 que no present a un problema; pero ni U (j) ni ningun operador lineal verifica 
(18.1.7a); es decir, no es cierto que 

U(j) A(r, t)U -1(j) = A(r, t) + V f. 

Cuando f depende de r , t , decimos que la transformacion gauge es local; cuando 
f=constante , hablamos de transformacion globa1. En este caso la transfor-
macion 

UtJi(r; t) = eieftJi(r; t) (18,1.8) 
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sf cOITesponde a una simetrfa; la correspondiente cantidad conservada en el 
tiempo es la carga eJectrica. De hecho, como la transformacion (18.1.8) conmuta 
con todos los operadores, produce una regIa de superseleccion: no es posible 
construir superposiciones de estados con distintos valores de la carga electrica. 

18.1.3. Observables y reglas de conmutaci6n en presencia 
de campos electromagneticos 

Vamos ahora a encontrar la relacion entre operador velocidad e impulso en pre
sencia de un campo electromagnetico, y a encontrar las leyes de conmutacion de 
las componentes del primero. Es importante darse cuenta de que, en presencia 
de estos campos, P deja de ser observable; de hecho, depende manifiestamente 
del gauge. La velocidad , sin embargo, sigue siendo observable. 

E J ERCICIO : Imaginal' un experimento que nos mida la velocidad de una 
particula. i., Y el momento? • 

Segun el argumento general (sec. 4.4) tenemos 

i , , 
flj = ~ [He .m , Qj], 

con fIe .m dado por (18.1.6). Un d Jculo sencillo nos da 

fl = ~ (p. - ~ A) 
J m J c J , 

expresion identica a la de la electrodimimica clasica. 
Las relaciones de conmutacion entre Ps y Qs son como en ausencia de 

campo electromagnetico (ya que se sigue teniendo Pj = -ilia/aTj); pero las 
componentes de la velocidad no conmutan entre sf. En efecto, 

1 [ ' e ' e ] e ( ' ' ) [flj, hJ = -2 Pj - - Aj , Pk - - Ak = -2 [Pj , AkJ - [Pk, AjJ . 
m c c me 

Ahora bien: recordando el ejercicio de la seccion 4.5, 

[PI , AJ = - iliaA /aTI 

Y pOI' tanto 

[ '. ' J - ilie ( OAk _ aAj ) 
v7 ' Vk - 2 '" '" ' m C UTj uTk 

0 , recordando la relacion ente A y 13 y la identidad 

[' ' J ilie '" B Vj, VA: = -2- L Ejkl I· 
mel 

(18 .1.9) 

Una caracteristica interesante de este resultado es que, aunque la expresion 
para flj involucra A j , la invariancia gauge nos garant iza que la relacion de con
mutacion (que es observable, por ejemplo midiendo indeterminaciones) contiene 
a Aj solo en la combinacion observable HI. 
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18.1.4. Sustitucion minima en un reticulo 

Damos ahora la definicion de sustitucion minima para la formulacion de la 
mecanica cmintica en un reticulo que vimos en las secciones 3.6 y 11.5. Recor
damos que el operador momento se definia por 

A -in 
Pj lJrn = - (IJrn +j -lJrn - j ) 

2u 

con u el espaciamiento del reticulo y j un vector unitario a 10 largo del eje OJ. 
El potencial vector estara definido sobre el reticulo, Aj (rn), y la transformacion 
gauge para el sera 

(18.1.10a) 

Para una funcion de onda, (18.1.7b) se convertira en 

(18.1.10b) 

La definicion de sustitucion minima que tenemos que tomar en el reticulo es 

(18.1.11) 

En efecto : para u ---> 0, esto coincide con 

mientras que, al hacer una transformacion de gauge (18.1.10) , 

(18.1.12) 

esto es, solo tenemos un cambio por multiplicacion por la fase 

ie ie 
exp --;:- [f(r n+j) + f (r n- j) ] ---> exp ~ f(r) 

2fLC u-->O fLC 

de manera que mantenemos invariancia gauge en el reticulo , incluso para va
lores finitos de u . 
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18.2. Particula en un campo magnetico uniforme 

18.2.1. Espectro de energ(as 

Consideramos como una primera aplicaci6n el caso £ = 0, B =constante. Si 
elegimos el eje OZ a 10 largo de B , podemos escoger los potenciales ¢ = 0, 
A y = A z = 0, A x = -yB. 

Comenzaremos suponiendo que la partfcula tiene espfn bien definido a 10 
largo de la direcci6n de B; 10 denotamos por 83. La funci6n de onda de la 
partfcula la escribimos como 

La ecuaci6n de Schrodinger nOS da, para <.fie, 

A 1 ( A e )2 
H <.fie = - p - - A <.fie - 2f.L83B<.fie = E<.fie 

2m e 

y hemos uti liz ado (18.1.6) COn ¢ = V = O. Desarrollando, 

(18 .2.1) 

La unica dependencia en las coordenadas del operador iI en (18.2.1) es en la 
coordenada y . Por tanto, Fx y Fz conmutan con iI y podemos buscar soluciones 
simultaneas de (18.2.1) y de 

F.T<.fie = Px<.fie, FZ<.fie = pz<.fie· 

De estas dos ultimas resulta que 

sustituyendo en (18.2.1), y despues de algun rearreglo, obtenemos la ecuaci6n 
para f e, 

; (~r(y-yo)2 }fe(y) = 0 , 
(18.2.2) 

y hem os definido Yo = -epx /eB . 
Formalmente, esta ecuaci6n es como la de una partfcula en un oscilador 

arm6nico unidimensional, Con las tres modificaciones siguientes: I) E l oscilador 
no esta centrado en y = 0 sino en y = Yo. II) La energfa En viene sustituida 
por 

III) La "frecuencia" es 
lelB 

WI3 = --. 
me 
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El anaJisis formal del espectro de energfas del oscilador arm6nico sigue siendo 
valido y se ha de tener En = (n + ~)liw/3, n = 0,1,2 , ... y, por tanto, 

E -_ (n + _1) Ie I liB B p; - 2f.-l 83 + -. 
2 me 2m 

(18 .2.3) 

Segun esto, para cada valor de pz (que varia continuamente) la energfa esta 
cuantizada. 

18.2.2 . Precesion del espfn 

Consideramos ahora el caso de una partfcula que se encuentra en el instante 
de tiempo t = 0 en un estado propio de la componente del espfn a 10 largo 
de una direcci6n, que escogeremos como eje OZ, que no coincide con B. El 
estado no puede ser estacionario y evolucionara en el tiempo de acuerdo con 
la ecuaci6n de Schrodinger dependiente del tiempo. 

Supongamos que, en t = 0, la funci6n de onda corresponde a un estado 
propio de $ z con valor propio li/2; suponemos la partfcula de espfn total 112· 
En este tiempo inicial , la funci6n de onda de espfn , X(O) , la podemos tomar 
como 

~(O) = (~) . (18.2.4) 

El campo magnetico 10 tomamos como B = Bn, no paralelo al eje OZ. Podemos 
escribir la funci6n de onda total como 

con 
inc)t'P(r; t) = fI(O)'P(r; t) . 

fI(O) es la parte del hamiltoniano independiente del espfn, 

fI(O) = _1_ (p _ ~ A)2 
2m e 

Entonces, la ecuaci6n de Schrodinger com pi eta, 

i1il3t'l/J(r; t) = 1j'IjJ(r; t); - -
fI = fI(O) _ 2f.-l SB 
- li - , 

li 
S= -a 

2 -

(18.2.5a) 

(18.2.5b) 

(18.2.6) 

nos da la evoluci6n de X(t) con el tiempo. De (18.2 .6) y teniendo en cuenta 
(18.2.5) tenemos -

(18.2.7) 

con soluci6n 

(18.2.8) 

Utilizando las propiedades de las matrices de Pauli encontramos que 

if.-lBt w w 
exp -- na = cos - t - ina sen - t, 

li - 2 - 2 
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y, por tanto, dada la condicion inicial (18.2.4), 

(18.2.9) 

El valor esperado de la componente z del espin es 

(18.2.10) 

Como si fuese un momento magnetico clasico, el espin efectua un movimiento 
de precesion. Para electrones , la frecuencia de precesion, W = eB/mc, coincide 
con la cantidad W13 de la subseccion previa. 

Esta precesion del espin proporciona un metoda muy exacto de medida de 
momentos magneticos. 

18.3. Atomo de hidr6geno en un campo magnetico 
uniforme . Efecto Zeeman 

Consideramos un electron que se mueve sujeto a un potencial coulombiano 
(citomo hidrogenoide) y al que sometemos a un campo magnetico constante, 
13, al que tomamos dirigido a 10 largo del eje OZ. Realizaremos los calculos 
especificamente para el atomo de hidrogeno, de manera que el potencial escalar 
es ¢ = e/r, e la carga del proton. El potencial vector 10 podemos tomar como 

A(r) = ~ 13 x r. 

El hamiltoniano (18.1.6) es pues, 

if = _1_ (p + :: A) 2 _ e
2 

_ 2f.L 138 
2m ern -' 

y remarcamos que, con la notacion actual, la carga del electron es -e. if se 
puede reescribir como 

, 1 , 2 e
2 

f.LB ( ' ) e
2 

2 
H = 2m p - -;: + 1i L + 2~ 13 + 8mc2 (13 x r) ; (18.3.1) 

f.LB es el Hamado magnet6n de Bohr, 

f.LB = leln/2mc c:::: 0.927 x 10- 20 erg/gauss. 

Utilizando que 13 es paralelo a OZ, podemos escribir tambien 

, , f.LBB ( ' ) e
2 

2 2 2 
H = Hc + T L z + 2§z + 8mc2 B (x + y ), (18.3.2a) 
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con fIe el hamiltoniano coulombiano, 

A 1 A 2 e2 

He=-P --. 
2m r 

(18.3.2b) 

La velocidad media de un electron en el ,itomo de hidrogeno es (sec. 17.2) del or
den de v2 '" a 2 c2 '" 5 X 10- 5 c2 . Salvo que B fuese enorme, esto no vendni modi
ficado mucho por los terminos extra, proporcionales a B, en (18.3.2a). Podemos 
pues, en un primer anaJisis, despreciar el ultimo termino en esa ecuacion, ya 
que contiene c2 en el denominador. Comenzamos, par tanto, considerando el 
hamiltoniano 

A (0) A f..lBB ( A ) 
H = He + T L z + 2$ z . (18.3.3) 

Puesto que Lz, L2 y $z conmutan con fI(O ) , podemos buscar soluciones de 
la ecuacion de Schrodinger de la forma 

con notacion autoexplicativa. (18.3.3) nos da entonces la condicion, para est os 
estados , 

fI (O)pE = fIe y!E + f..lBB(M + 233) y!E = E y!E. 

Esta ecuacion es formalmente identica a la del ,itomo de hidrogeno, con E 
sustituido por En , 

Por tanto, sustituyendo la serie de Balmer, obtenemos el espectro de energias 

- me4 

E = 2nn2 + f..lBB(M + 233), n = 1, 2, 3, ... (18.3.4) 

Parte de la degeneracion ha desaparecido ya que las energias (18.3.4) varian 
con M y 33. Este es el efecto Zeeman. 

Pasamos ahora a calcular el espectro de energfa correspondiente a (18.3.1), 
esto es, incluyendo el termino 

e2 
__ B2(X2 + y2) , 
8mc2 

al que tratamos como una perturbacion de fI (O) , a primer orden. Denotando 
por En a las energias correspondientes a (18.3.1), escribimos 

En = E + bE 

con E dado por (18.3.4) y 

bE = (Y!E 18~C2 B2(x2 + y2)1 Y!E ) + O(1/c3). 
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Hagamos el caJculo para el est ado fundamental, n = 1. Tenemos 

me4 

E1 = - 2ft + J-L B3(M + 233) + bEl, 

"E = 4e
2 
3

2 1= dr r2 J dD (2 2) -2r/a, 
u 1 8 2 3 X +y e . 

me 0 a1 47f 

(18.3.5) 

Hemos aprovechado la similitud formal de fI(O) con el hamiltoniano coulom
biano para escribir la correspondiente funcion de onda radial como 

Y a1 es 10 amilogo al radio de Bohr, sustituyendo la energfa E1 
por 

(18.3.6) 

Tomando M = 0, ya que l = 0, y dandose cuenta de que J-LB = en/2me es de or
den 1/ e result a que, al orden al que estamos trabajando, podemos despreciar el 
termino en J-LB en (18.3.6) y tomar, simplemente, a1 = aBo Finalmente, la inte
gral en (18.3.5) puede hacerse facilmente utilizando la formula de "integracion 
simetrica" , 

El resultado final es 

18.4. Interaccion con un campo elect rico constante. 
Extraccion fria de electrones de un solido. 
Atomo de hidrogeno: efecto Stark 

(18.3.7) 

Consideramos ahora la interaccion de una partfcula (eventualmente sujeta 
a otro potencial) con un campo elect rico constante, E. Elegimos el gauge de 
forma que 

A = 0, cjJ = rB. (18.4.1) 

Estudiaremos dos aplicaciones: la Hamada extraccion fria de electrones de un 
conductor y la modificacion de los niveles de energfa de un atomo de hidrogeno 
sumergido en el campo. 
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t 

FIGURA 18.4.1. Potencial de un metal. La Ifnea discontinua es V,dx). 

18.4.1. Extraccion de electrones 

Es posible extraer electrones de un conductor calentandolo, pero tambien es 
posible hacerlo aplicandole un campo electrico. En la seccion 12.3 consideramos 
un conductor como un pozo infinito; vamos a hacer al modelo algo mas realista 
considerando que el pozo es cuadrado, pero de profundidad finita. Llamemos 
Wo ala diferencia entre la energia de Fermi y el borde del pozo (fig. 18.4.1) ; Wo 
coincide con el trabajo necesario para extraer un electron del metal. Aplicamos 
ahora un campo electrico £. perpendicular a una de las caras del conductor; es
cogemos el eje OX a 10 largo de £. , y consideramos {micamente esta coordenada 
x, ya que las otras no juegan ningun papel. El potencial sera ahora 

Vdx) = Wo - xeE. (18.4.2) 

Contamos el origen de coordenadas desde la superficie del solido, y denotamos 
por -e a la carga del electron. 

La probabilidad de extraer un electron vendra dada por el coeficiente de 
transicion D a traves de la barrera (18.4.2). En la aproximacion WKB al orden 
dominante podemos utilizar el resultado (8.4.3), con a = W o, para obtener 

_4W 3 / 2 ,f2Ti?, 
D ~ exp ~ E ' 3le 

( 18.4.3) 

en acuerdo razonable con el experimento, dentro de la crudeza del modelo. 
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18.4.2. Atomo de hidr6geno en un campo electrico: efecto Stark 

La ecuacion de Schrodinger es ahora 

fIr'I/Je(r) = E'l/JE(r) , 

1 ~ 2 e2 

fIr = - - p - - - erE == He + HI , HI = -erE. 
2m r 

251 

Comparado con el termino e2 /r el efecto de casi cualquier compo elect rico 
externo es pequeno; podemos, por tanto, considerar al termino HI = -erE 
como una perturbacion, y tratarlo a primer orden. La energias senin, pues, 

E; = En + bEn(3 , 
E __ Ry 

n - n2 

con bEn (3 los desplazamientos inducidos pOl' la perturbacion (efecta Stark) . 
Siguiendo el desarrollo de la seccion 11.2, consideramos los elementos de matriz 

'I/J~ , M) siendo las funciones de onda del atomo de hidrogeno, sin perturbar. 
Entonces, las bEn(3 seran los valores propios de la matriz en I, I' de componentes 

u~';M. Hemos tomado el mismo valor de M en 'I/J~,M), 'I/J~' ,M) 10 que es posible 
si escogemos 0 Z alineado en la direccion opuesta a E. En este caso, ademas, 

HI = -erE = ez£ = e£rcos(J. 

Claramente, r es un operador vectorial; podemos, por tanto, aplicar el teorema 
de Wigner- Eckart (sec. 13.7) para concluir que 

U~' ;M = e£(l , 0; I' , Mil) C(Z, I', n). (18.4.4) 

Para calcular las C tomamos M = o. Por una parte, de (18.4.4) , 

u~;';O = e£(l, 0; I', 011) C(/, I', n) 

y por otra, 

Utilizando la formula Yd((J,¢) = )(2Z + 1)/411" PI(cos(J), la relacion de re-
currencia 

I 1+1 
xPz(x) = -Z- Pz-I(X) + -Z- Pz+I(X) 

2+1 2+1 
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y las propiedades de ortogonalidad de los PI podemos llevar a cabo la inte
gracion angular obteniendo 

ull';O = e[. lOI'+l ,1 + l'OI+l,I' I , 
n J(2l + 1)(2l' + 1) nil, 

En definitiva, 

U
ll' ;M = ec(l ,O; l' ,Ml l ) lOI'+l,1 + l'OI+l, I' I 

(... nil'· 
n (1,O;l',Oll) J(2l+1)(2l'+1) 

(18.4.5) 

El caso general puede resolverse diagonalizando I nll " can los valores de las 
integrales que pueden deducirse con las formulas del Apendice IV, 0 tratando 
el problema en coordenadas parabolicas (Landau y Lifshitz, 1958; Galindo y 
Pascual , 1978). Aqui nos limitaremos al caso mas sencillo, con n = 2, l , l' = 
0, 1. Entonces 

por tanto, 
01'0 10'0 u2 ' = u2 ' = - 3e[.aB ; 10;±1 0 u2 =. 

Los desplazamientos energeticos son, pues, 

En el caso general, 

con Vi enteros satisfaciendo 0 ~ Vi ~ n , pero por 10 demas arbitrarios. 

18.5 . Relevancia de los potenciales electromagneticos 
en mecanica cuantica: efecto Bohm- Aharonov 

Es sabido que las ecuaciones del electromagnetismo clasico pueden reformu
larse en terminos de £ y B ; por ejemplo, la segunda ecuacion de Newton puede 
escribirse como 

mv = e ( £ + ~ v x B) . 
Uno puede preguntarse si no podria hacerse 10 analogo en mecanica cuantica 
y evitarse los problemas asociados con la indeterminacion gauge de A y ¢. 
La respuesta es no. Hay abundantes razones experimentales y teoricas que 
implican que, en mecanica cuantica, las cantidades basicas son, realmente, A y 
¢. Entre ellas una particularmente espectacular es el efecto3 Bohm- Aharonov 
(1959) en el que una particula es sensible al hecho de que atraviesa zonas en 

3 Este efecto habia sido ya considerado con anterioridad, en otro contexto, por Dirac. 
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las que A of. 0, a pesar de que no penetra en regiones en las que exist a un valor 
no nulo de T3 (0 de c ). 

El dispositivo experimental es el de la figura 18.5.1a: desde un foco , si
tuado en ro, enviamos partfculas (digamos electrones, para fijar ideas) sobre 
dos rendijas de Young, 1 y 2. Detras de estas rendijas colocamos un solenoide 
blindado, S, muy largo y estrecho; de hecho, trabajaremos con la idealizacion 
de un solenoide impenetrable, de diametro despreciable, y de longitud infinita. 
Despues de atravesar las rendijas de Young, recogemos los electrones en la pan
talla (detector), D. Denotamos por r f al punto generico donde llega el electron. 

Si el solenoide tiene n vueltas por unidad de longitud, su susceptibilidad 
magnetica es f-L, y la corriente que circula por las espiras tiene una intensidad I, 
entonces, en el interior del solenoide (region S, en blanco, en la figura 18.5.1b) 
hay un campo magnetico 

T3(r) = f-Ln1z, r en el interior de S. (18.5.1a) 

z es un vector unitario a 10 largo del eje OZ. Debido a que el solenoide es mucho 
mas largo que las rendijas, el valor de T3 es despreciable fuera del solenoide; en 
el lfmite tomamos 

T3(r) = 0, r fuera del solenoide S. (18.5.1 b) 

Puesto que el solenoide est a provisto de un blindaje supuesto perfecto, ni 
clasica ni cuanticamente penetran en ellos electrones. Por tanto, en las regiones 
accesibles a estos, T3 es nulo; pero, sin embargo, A no se anula. En efecto, en 
ellfmite de un solenoide infinitamente largo y estrecho podemos tomar 

Bx = By = 0; Bz = B5(x)5(y), 

Az = 0, Ax(r) = -~e(y)5(x)B, Ax(r) = ~e(x)5(y)B. 

Por 10 tanto, todos los caminos posibles atraviesan zonas en las que A of. 0. 

EJERCICIO : Demostrar que esto ultimo es cierto en cualquier gauge • 

Tenemos, por tanto, posibles efectos de la presencia del campo magnetico, que 
detectaremos en D. Para evaluar estos efectos trabajamos en la aproximacion 
WKB, al orden mas bajo. Hay dos caminos clasicos posibles: i\ = ro1rf y 
£2 = ro2rf (fig. 18.5.1b). A 10 largo del primero, 

iJj(1)(rf) = exp* A(1), (18.5.2a) 

y, a 10 largo del segundo, 

(18.5.2a) 

Aa es la accion calculada a 10 largo del camino £a. 
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(a) 

D 

(b) 

FIGURA 18.5.1 . Experimento de tipo Bohm- Aharonov. 
(a) Vista lateral; S es el solenoide y D el detector. 
(b) Vista desde arriba. La superficie E es la sombreada. 

D 
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El lagrangiano cl<isico de una particula en un campo electromagnetico se 
deduce facilmente de la formula general 

sustituyendo Pcl Y Hcl por sus expresiones en presencia de un campo electro
magnetico (sec. 18.1): 

L 1·2 rh e. A 
cl = 'imrcl - e'f/cl + - rei eI· 

e 

Por tanto, la accion a 10 largo del camino Co. es 

(18.5.3) 

(18.5.4) 

Hemos utilizado que ¢eI es cero y, en la segunda expresion, hemos cambiado 
de variable de integracion, 

dtr = dt 

y dt es el elemento de linea a 10 largo de la trayectoria elasica. (Hemos supri
mido los indices "el" en A, r). 

La funcion de onda en r f es 

(18.5.5) 

con Ijr(a) (rf) dados por (18.5.2) y A~~) por (18.5.4). Las interferencias se deb en 
a la diferencia de fases entre 1jr(1) y 1jr(2). Si llamamos 0 a est a diferencia de 
fase, evidentemente, 

(18.5.6) 

donde C es el circuito C1 - C2 = rolrf2ro; ver fig. 18.5.1b. 
En (18.5.6) hay un primer trozo que es la diferencia de fase que habrfa en 

ausencia de corriente en el solenoide (A = 0), 

00 =.!. r dt1mr· n lc 2 ' 
(18.5 .7a) 

al enchufar la corriente, esto se incrementa en la fase de Bohm- Aharonov, 

(18.5.7b) 

La ultima integral puede calcularse utilizando la conocida formula 

l dlf(r) = h ds (\7 x f(r)) 
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donde ds es la diferencial de superficie, y E una superficie encerrada pOl' el 
contorno C. En nuestro caso, E es el area sombreada en la figura 18.5.1(b) , y 
tenemos, 

DBA = ~ r ds (\7 x A) = ""e r dsB(r). nc J E ft C JE 

Ahora bien: B solo es diferente de cero en el interior del solenoide (area S en 
la fig. 18.5 .1b) , donde viene dado por la formula (18.5.1a) . Por tanto, 

e r qmaI 
DBA = nc Js ds B(r) = --,;;;- , (18.5.8) 

y a es el area de la seccion S del solenoide. 
Aunque 10 hemos calculado en la aproximacion WKB, el resultado (18.5.8) 

es , de hecho, exacto. En efecto , utilizando el metoda de integrales de caminos 
de Feynman (capitulo 10, especialmente sec. 10.3, ec. (10.3.7)) vemos que, 
para cada par de caminos posibles (y no solo los clasicos) de ro a rf pasando 
por a = 1, 2, y que denotamos por .\" la existencia de A =f. 0 induce una 
diferencia de fase 

A ll e eJ el DBA = t:: dl- A = -;- ds (\7 x A) = -;- dsB, 
ft A1- A2 C ftC r ftC s 

donde r es la superficie borde ada por el camino A1 - A2. El resultado es inde
pediente de los caminos seguidos, luego el valor hallado en (18.5.8) es exacto. 

El efecto Bohm- Aharonov, aunque muy pequeno, ha sido observado experi
mentalmente4 y, por supuesto, las medidas estan de acuerdo con la prediccion 
teorica (18.5.8). 

PROBLEMAS 

P.18.1. Un oscilador cargado con carga e, en el estado fundamental, se sumerge en 
un campo elE§ctrico constante , E. Hallar la probabilidad de que se excite al estado n. 

Soluci6n. El potencial correspondiente es e[x, suponiendo el campo dirigido a 10 
largo del eje OX. Las variables y , z no juegan ningun papel y las omitimos. Entonces, 

donde 1/Jo es la funci6n de onda del est ado fundamental sin perturbar, y 1/J~ la del 
estado perturbado, esto es, con un potencial 

1 2 2 c 2mw x + eL-x. 

Este 10 resolvimos en el problema P.7.1, con Va = e[. El resultado es 

~o=~Jmw. 
mw2 Ii 

4 Lo que se observa es un desplazamiento de la figura de interferencia, debido a la 
fase DBA, al enchufar la corriente. 
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El est ado mas probable al que se excite es el no para el que W(O ---+ no) es maximo: 

no = (eE)2/2m liw . 

P.18.2 . Utilizar las prop ied ades de las matrices de Pauli para demostrar que 
p 2 = (CZP) (CZP). 

Si escribimos el hamiltoniano (libre) en la forma H = (1/ 2m)(czp)2, la susti
t ucion minima nos da, para particulas de carga Qe, 

, 1 ' , , 1 ( ' Qe ) ( ' Qe ) H = - (aP ) (aP ) ---+ H c . rn = - aP - - aA aP - - aA . 2m - - 2m - c - - c -

Mostrar que , para electrones, esto nos proporciona el termino de int eraccion de spin 
correcto 

Hem = 2~ (p - ~e Aj 2 - 2~e B~ , jJ-e = -eli / 2mc 

(hamil toniano de Pauli ). 

Solucion . Utilizando q ue C!lC! j = Ol j + i L:k EljkC! k , 

(
, Qe ) ( ' Qe ) L ( , Qe ) ( , Qe ) aP - - a A aP -- aA = IYtIY · Pt--At P--A - c - - c - - _ J C J C J 

( 
, Qe ) 2 Qe ""' ( , , ) = P - ---;;- A - i---;;- ~ PIAj + AIPj EljkC!k · 

Se tiene 
PtAj = - ili(V IAj) + A j Pt; L Etjk V tAj = Bk; 

sustit uyendo se sigue el resultado buscado: 

H
e

.m . = (p _ Qe A) 2 _ Qeli Ba. 
c 2mc -

P.18 .3 . Aparentemente, el metoda anterior nos permite calcular el parametro jJ- . 

Demuestrese que, sin embargo, a nuestro nivel el parametro jJ- sigue siendo empirico . 

Solucion. Igual que escribiamos p 2 ---+ (C! P ) (CZ P) podiamos haber escrito 

con .>.. arb it ra rio, y hacer la susti t ucion minima en la expresion de la derecha . 
Hubieramos obtenido 

(p _ Qe A) 2 _ .>..Qeli Ba , 
c 2mc-

e~to es, el momenta magnetico que queramos. 

P .18 .4 . Arguir que, jmenos mal! 

SO /il cion. E n efecto: para el proton y el neutron , el metoda del problema P.1S.2 
hu biera predicho jJ-p = jJ-N, jJ-n = 0 con jJ- N = eli / 2mp c el magneton nuclear , en 
flagrante contradiccion con la experiencia : 

jJ-p = (2. 79)jJ- N, jJ-n = (- 1.91 )jJ-N . 
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Se cuenta que Pauli , seducido por el argumento del problema P.18.2, recomendo a un 
fisico experimental que no se molestara en medir el momento magl1l§tico del neutron 
ya que "evidentemente era nulo." Afortunadamente para el, el experimental no hizo 

caso a Pauli y midio /1n. 

Una prediccion de los momentos magneticos requiere especificar en que ecuacion 
hay que efectuar la sustitucion minima, una cuestion dinamica cuya solucion involu
cra mecanica cuantica relativista (de hecho, teoria cuantica de campos) . Se puede 
demostrar que la solucion correcta es la de P.18.2, pero solo para particulas elemen
tales, 10 que incluye electrones y quarks, pero no el neutron y el proton , compuestos 
ambos de quarks . 
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Sistemas continuos. 
Campos cuanticos 

19.1. Vibraciones de un medio continuo (caso clasico) 

En la seccion 7.5 estudiamos las vibraciones de un cristal. Para investigar las 
de un medio continuo vamos a considerarlo como ellimite de un objeto discreto. 
Esto es, reemplazamos el medio continuo pOl' un retfculo (que, por simplicidad 
consideramos cubico) de separacion media u; el caso continuo se obtendni ha
ciendo tender u ----t O. Reducimos pues el estudio de medios continuos a un caso 
limite de retfculos discretos. 

La manera de tomar el limite continuo no puede ser arbitraria. En efecto, 
si la masa de cada uno de los puntos del retfculo es m, el numero de puntos 
en un volumen fijo V seria V/u3 , y la masa en dicho volumen mv = V m/u3 . 

En el limite u ----t 0 esto se hace infinito, 10 que no es fisicamente aceptable. 
Para obtener un limite correcto tenemos que mantener finita la densidad, y, pOI' 
tanto, admitir que m varia con u de forma que m = pu3, con la cantidad p -la 
densidad- manteniendose constante. De igual manera tenemos que suponer que 
la intensidad de la interaccion entre proximos vecinos, A (cf. ec. (7.5.1)) es de 
la forma A = (JU con (J = constante. (Estas formulas valen en tres dimensiones; 
en una dimension tenemos m = pu y A = (J / u). 

Todavia en el caso discreto, y trabajando en una dimension para simpli
ficaI', reescribimos el hamiltoniano (7.5.2) como 

+00 { 2} Hd = ~ ~PUW2q(Xn,t)2+~PUq(Xn,t)2+~; [q( xn+u,t)-q(.Tn,t)] +C, 

(19.l.1) 
y ya hemos sustituido m = pu y A = (J /u. Tambien hemos cambiado ligera
mente la notacion qr.(t) ----t q(xn' t), Xn = nu, ademas de reemplazar Pel pOl' 
mq. 

Ellimite u ----t 0 de (19.l.1) es inmediato; u L:u se convierte en J dx y 

q(Xn + u, t) - q(xn, t) ----t u8q(x, t)/8x == uq'(x, t). 

Por tanto, 

He! = lim Hd = J d3r {~pq(x, t)2 + ~(Jq'(x, t) + ~pw2q(X, t)2} + C. (19.l.2) 
·u-o 

Este hamiltoniano seni reconocido por los cognoscenti como el de una varilla (de 
longitud infinita) vibrando longitudinalmente. La varilla es elastica si w = O. 
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En tres dimensiones, 

En (19.1.2 , 3) suponemos el medio continuo llenando toda la recta real, 0 el 
espacio; el caso de longitud, 0 volumen, finitos, se obtienen aj ustando los limites 
de integracion a la region apropiada. 

Las ecuaciones del movimiento se obtienen de nuevo tomando el limite 
u ---t 0 del caso discreto; obtenemos, en una dimension, 

pij(x, t) - (Jql/(x, t) + pw2q(x, t) = O. (19. 1.4) 

Definimos la variable 

1+00 .. { . q(x, t) } 
a(k, t) == f3o(k) -00 dx e- 1k -r; q(x , t) + 1 Do(k) (19.1.5a) 

con 
(19.1.5b) 

esto es ellfmite de (7.5.1) para U ---t O. En terminos de a la energfa es 

1
+00 

Hcl= -00 dk1iD(k)a*(k,t)a(k,t)+C, (19.1.6) 

formula valida con tal de escoger apropiadamente el valor de f30: 

f3o(k) = J pDo(k)/47f1i. 

Finalmente, la inversa de (19. 1.5) es 

{J;j+OO dk· . 
q(x, t) = - {e' kXa(k, t) + e-1kxa*(k, t )} . 

47fp -00 JDo(k) 
(19.1. 7) 

Pasamos ahora al caso tridimensional. Las ecuaciones del movimiento son 

(19.1.8) 

Definimos las variables aj por 

1 J pD(k) J 3 - ikr { . qj(r , t) } 
aj(k , t) = (27f)3/2 ~ d re qj(r , t) + 1 D(k) , (19.1.9a) 

D2 (k) = w 2 + ~ k 2 

P 
(19.1.9b) 

Y hemos suprimido el fndice 0 en D. En terminos de las aj, 

(19.1.10a) 
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con solucion 
aj(k , t) = e- iS?(k)t ajO) (k). (19.1.10b) 

La expresion de Hcl es ahora 

Hcl = J d3k M?(k) L ajO) (k)*ajO) (k) + C. 
J 

(19.1. 11) 

La demostracion de todas estas relaciones no presenta gran dificultad; a 
titulo de ejemplo, present amos el calculo detallado de (19.1.11). En primer 
lugar, y como se comprueba facilmente, la inversa de (19.1.9) es 

(19.1.12) 

De aqui se obtienen inmediatamente qj y \7qj. Sust ituyendolas en (19. 1.3), 

Ii f ' J d
3
kd

3
k' H --- d3 r 

cl - 2(2n)3 . JS?(k)S?(k') 

~ { -: 12( k) 12( k') [ei(k+k' )c - i( n(k)+ nW»' ajO) (k )a)O) (k') +c. c.] 

O"~k' [ei(k+k') r-i(S?(k)+S?(k' ))t a.;O) (k)ajO) (k') + c.c.] 

+ p~2 [ei(k+k' )r-i(S?(k)+S?(k' ))t a.;O) (k)ajO\k') + c.c.] 

+~ S?(k)S?(k') [ei(k-k') r-i (S?(k)-S?(k')) tajO) (k) a;O) (k')* + c.c.] 

O"kk' +-2- [ei(k- k') r-i(S?(k)-S?(k'))ta;O) (k) a;O) (k')* + c.c .] 

+p~2 [ei(k- k') r-i(S?(k)-S?(k'))tajO) (k)ajO) (k') * + c.c .] }. 

"c.c." quiere decir el complejo conjugado del termino que Ie precede. 
Las integrales en d3r se pueden hacer inmediatamente; los terminos que 

contienen exp(±i(k+k')) nos dan (2n)3b (k+k') ; los que tienen exp(± i(k-k') ), 
(2n )3b(k - k '). Gracias a est as deltas, la integral en d3 k' se realiza sin mas que 
poneI' k' = ±k, segun el caso. Nos queda pues 

H = ~ J d3
k ,,{ -2iS?(k)t [_PS?(k) O"k

2 
pw2] (O)(k) (O)(k) 

c l 2 S?(k) ~ e 2 + 2 + 2 a) a) 
P J 

+ C.c. + [PS?2(k) + 0"~2 + p~2 ] a;O) (k) * ajO\k ) + c.c .} . 
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Utilizando el valor de J22 (k) , (19.1.9b) , vemos que el primer pan§ntesis cuadrado 
se anula, y el segundo es igual a 2pJ22/2. Por tanto, 

n J d3 
k '" { 2 (0) * (0) } Hcl = 2p J2(k) 6 pJ2 (k)a j (k ) a j (k) + C.c. . 

J 

El termino "c.c." es identico al que Ie precede y obtenemos (19.1.11), como 
anunciabamos . 

19.2. Vibraciones de un medio continuo (caso cuantico) 

Salvo en algunos puntos especificos, el tratamiento del caso cwintico sigue las 
huellas del clasico. Trabajaremos directamente en tres dimensiones; antes de 
tomar ellfmite continuo (ver las ecuaciones (7.5.15 y 16)), 

H' u '" { 1 '" ~ ( )2 1 2 '" ' ( )2 = 6 2m 6 qj rn + 2mw 6 qj rn 
n J J 

+ ~ ~ [qj(rn + ui) - qj(rn)]2 } + C, 
l.J 

i siendo un vector unitario a 10 largo del eje Oi. Tomando m = u3 p, A = IJU, 

fIu = u3 ~ {~q(rn )2 + p;2 q(rn)2 + ~ ~ [qj(rn + u~ - qj(rn) ] 2 } + C, 
n D 

(19.2 .1a) 
y, en el lfmite u ---+ 0, 

Hallemos ahora las relaciones de conmutacion entre q y q. Antes de tomar 
ellfmite, 

, 1 ' 1 , 
qj(rn) = - Pj(n) = -3- Pj(n) 

m up 

luego, de las relaciones de conmutacion de Heisenberg 

se sigue que 

(19.2.2a) 

Ellfmite de la ultima expresion hay que interpretarlo como una delta de Dirac: 

8nn l I 
- ---+ 8(r - r ). 
u3 u-->o 



SISTEMAS CONTINUOS . CAM POS CUANTICOS 263 

Para comprobarlo, basta insertar en una suma y tomar ellimite; en efecto, 

u3 ","""", 6nn
, f(n') = f(n') 

~ u 3 
n' 

y, en el limite u --) 0, u3 Ln' --) J d3r'. Obtenemos, por tanto, 

(19.2.2b) 

Esta ultima ecuaci6n nos permite interpretar a pql como la densidad de mo
mento. 

Amilogamente a como hicimos en el caso cla,sico, podemos definir opera-

do res aj (y sus adjuntos, a]), 

A (k) 1 jPQ(k)jd3 - ikr{ A() i ~() } 
aj = (27r)3/2 ~ re qj r + Q(k) qj r , (19.2.3a) 

con Q2(k) = w 2 + (o"/p) k2; trabajamos ahora en la imagen de Schrodinger y 
por esto los aj son independientes del tiempo. 

EJERCICIO: Comprobar que cij(k ) = -iSt(k)aj(k ) • 

La inversa de (19.2.3a) es 

A ( ) 1 [F; j d
3 

k {ikr A (k) - ikr A t (k)} qj r = ( )3/2 - rn77:\ e aj + e a j . . 27r 2p V Q(k) . 
(19.2.3b) 

De las relaciones de conmutaci6n (19.2.2) se sigue que 

[aj( k ), al(k' )] = 0, 

[aj(k ), at (k')] = 6j16(k - k' ) 
(19.2.4) 

que nos identifican a los a, at como destructores y creadores de excitaciones 
del medio continuo; ver tambien las ecuaciones (19.2.6 a 9) mas abajo. N6tese 
que ahora las kj varian entre -00 y +00, que es en 10 que se convierten los 
limites =f7r /u de la secci6n 7.5 para u --) o. 

La expresi6n de if en terminos de creadores y aniquiladores se puede 
obtener siguiendo los pasos que nos llevaron, en el caso clasico, a la expresi6n 

(19. 1.11). Como ahora los a, at no conmutan, tendremos terminos de las formas 

Podemos utilizar las relaciones de conmutaci6n para reducir los primeros a los 
segundos, mas una constante: 

(19.2.5) 
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Esto nos dice que, salvo una constante, el resultado es una expresion exact a

mente como (19.1. 11) sustituyendo a --+ a, a* --+ at. Nos queda pues, 

iI = J d3 knw(k) 2.: a;(k )aj(k ) + C. 
J 

Es conveniente a justar la constante arbitraria en la definicion del origen de 
energias de manera que C se anule, de manera que tengamos 

iI = J d3 k nW(k) 2.: a; (k)aj(k) . 
.J 

(19.2.6) 

A este respecto hay una cuestion que es necesario comentar. En el limite con
tinuo, debido a la aparicion de deltas de Dirac, y a tener infinitos osciladores, 
las constantes C, C result an ser, de hecho, divergentes. Esto no plantea proble
mas de principio, puesto que dicha constante es inobservable; pero indica que 
la expresion (19.2.1) ha de ser utilizada con cuidado. La expresion (19.2.6), sin 
embargo, no contiene ya C ni C yes, por tanto, mas segura de utilizar. 

Para construir los estados del medio continuo comenzamos por el estado 
fundamental , que denotamos por 10), que verifica 

aj(k) IO) = 0, para todos j, k. (19.2.7) 

Los estados excitados se construyen aplicando creadores: 

(19.2.8) 

Estos son autoestados de iI, 

Por cuestiones de normalizacion, es conveniente suponer que no hay dos k a, kb 
iguales; en caso en que los hubiese se tom a como un limite del anterior. 

EJERCTCTO: Discutirlo. Ver que modificaciones debemos incorporar si admiti

mos ks iguales • 



SISTEMAS CONTINUOS . CAMPOS CUANTICOS 265 

19.3. Campos. Campos cuanticos 

Las ecuaciones que verifican las excitaciones (clasicas) de un medio con
tinuo son muy similares a las que obedecen las vibraciones del campo electro
magnetico: comparese (19.1.8) con las ecuaciones de Maxwell para el potencial 
vector, 

1 .. 
2" A(r , t) - .6.A(r, t) = O. 
c 

La diferencia es conceptual: en un caso consideramos las vibraciones de un 
medio material; en el otro, atribuimos existencia propia al campo. 

En general, podemos describir un campo (clasico) por una funcion multi
componente, P>,(r, t), A = 1, . . . , v. Por ejemplo, en el caso electromagnetico, 
el campo tiene cuatro componentes (una del potencial escalar y tres del vector) 
de las que, debido a invariancia gauge, solo dos son independientes. La propa
gacion del campo obedece ecuaciones similares a la (19.1.8). Considerando el 
ultimo caso, podemos identificar q = p-l/2p , definir las constantes p/ ()" == 1/ c2, 
w 2 p/ ()" == p,2c2/h2 y escribir la ecuacion satisfecha por P como 

1 .. c2 p,2 
2" P>,(r, t) - .6.p>,(r, t) + -2 p>,(r, t) = O. 
c h 

(19.3 .1 ) 

E l parametro p, tiene dimensiones de masa, y 10 interpretaremos como la masa 
asociada al campo; c las tiene de velocidad y esta relacionado con la velocidad 
de propagacion del campo. 

El hamiltoniano correspondiente es 

2 J 3 L { 1· 2 1 2 c
2 

p,2 2} He! = cdr -2 P>,(r, t) + 2" (\7P>, (r, t)) + -2 P>,(r, t) . 
2c 2h 

>, 

(19.3 .2) 
Puesto que, formalmente, las ecuaciones de un campo son como las de las 
vibraciones de un medio continuo, podemos traducir , sin mas, el formalismo 
de la sec. 19.1. As! tenemos el desarrollo 

hl/2 d3k { } P (r t) = ei(kr-D(k)t)Q(O)(k) + e- i(kr-D(k)t)aC°)(k )t . 
>" (27r)3/ 2 J2D(k) >, >" 

(19.3.3a) 
si el campo es real (como ocurre con el electromagnetico), 0/0) = Q(O) . La 
inversa de (19.3.3a) es 

(0) _ eiD(k)t (?i(i:) J 3. - ikr { i.} 
Q>, (k) - (27r)3/2 V 2n d r e P>,(r, t) + D(k) p>,(r, t) . (19.3.3b) 

El hamiltoniano, en terminos de los Q(O), es 

He! + L J d3khD(k)Q~0)(k)*Q~0)(k). 
>, 

(19.3.4) 
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La relaci6n (19.1.5b) entre D, W, (J, p, k se escribe, con nuestras actuales 
convenciones, como 

(19.3.5) 

expresi6n que es similar a la de la energfa relativista E = nD para una partfcula 
de momento p y masa p,; serfa identica si c fuese la velocidad de la luz. Esta 
es la raz6n por la que interpretamos p, como la masa asociada al campo. 

Un campo es una cantidad observable;l por tanto, en mecanica cuantica 
tenemos que definir operadores <i>)..(r, t) que correspondan a las variables 
clasicas iP)..(r , t). Los valores clcisicos de los campos los debemos interpretar 
como valores medios , 

Es conveniente trabajar en la imagen de Heisenberg; de est a manera pode
mos definir los operadores campo, <i>)..(r, t), y tratarlos como a las excita
ciones cuanticas de un medio continuo que vimos en la secci6n precedente. 
Nos limit amos a enunciar resultados ya que, formalmente, las demostraciones 
son identicas a las ya vistas. 

Los <i> satisfacen ecuaciones 

1 ~. A c2 p,2 A 

"2 iP)..(r , t) - !:J.iP)..(r, t) + -2 iP)..(r, t) = 0; 
c n 

(19.3.6) 

si escribimos <i> en terminos de las a, tenemos 

<i> (r t) = ei(kr-D(k)t)a(k ).) + e-i(kr-D(k)t)at(k)') . n
1

/
2 J d

3
k { } 

).., (271")3/2 J2D(k) , , , 

(19.3.7) 
hemos cambiado ligeramente la notaci6n, y suponemos el campo real para 
escribir a = a. En terminos de los a, 

(19.3.8) 
Con las convenciones actuales, las reglas de conmutaci6n son 

[a(k ,).),a(k',p,)] =0, 

[a(k, ).) , oJ (k' , p,)] = 61-')..6 (k - k'). 
(19.3.9) 

En el caso de vibraciones de un medio continuo, interpretabamos los esta

dos at ... at 10) como excitaciones cuanticas, y a 10) como el estado fundamen
tal. Sin embargo, ahora no hay medio material que vibre. Lo que hacemos es 
fijarnos en la analogfa de las vibraciones con estados de cuasi-partfculas (los 

1 A veces 10 que son observables son combinaciones <f>~ <f> A' . 
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fonones), como vimos en la sec. 12.4: segun est a analogfa, interpretamos ahora 
un estado 

como un estado de n particulas libres, identicas, con momentos nkl' ... nkn ; 

las A represent an otros numeros cminticos distintos del momento, pero compa
tibles con el (por ejemplo, el espfn). Por tanto, un campo cwint ico representa 
asambleas de partfculas identicas. 

EJERCICIO: Demostrar que el operador momento del campo es el 

Fearn po = I:d3 knk a t (k , A)a(k,A) (19 .3.lOa) 
>. 

comprobando que 

Feampol k l,Al, . . . , k n, An) 

=n{k l+· ·· + k n}l kl , Al , ... , k n,An) • 
(19.3.10b) 

En pr6ximas secciones veremos en algun detalle el caso mas importante de 
campo, a saber, el electromagnetico. No seguiremos mas por ahora con teorfa 
de campos cuanticos excepto para decir que las relaciones (19.3.9) son validas 
para campos asociados a bosones. Para el caso de iermiones, la estadfstica 

de Fermi- Dirac nos obliga a reemplazar en (19.3.7, 8) a, at por b, bt que 
satisfacen relaciones de anticonmutaci6n: 

{b(k, A), b(k', f.i)} = 0, 
A At, _ , 

{b(k , A) , b (k , f.i)} - o,">.o(k - k ) . 
(19.3.11) 

PROBLEMAS 

P.19.1. Dado un campo, representarlo como un limite de osciladores. 

Soluci6n. Reemplacemos el continuo {r} por un reticulo {rn} como hicimos en la 
secci6n 3.6 , con 

rn - un, nj = 0, ±1, ±2, ... , ±N. 

Ellfmite del continuo se alcanza para u -+ 0, uN -+ 00. 

Sustituyendo derivadas por diferencias finitas, 

oP>.(r,t) 1 {A'. ( . ) /F. ( ' )} 
'" -+ -2 "'>' rn + UJ , t - "'>' rn - UJ, t 
UTj U 

donde j es un vector uni tario a 10 largo del eje OJ, las ecuaciones de campo son 
formalmente identicas a las de un sistema de osciladores acoplados. 
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Teoria cuantica de la radiaci6n 

20.1. Cuantizaci6n del campo electromagnetico 

Como ya comentamos en la seccion 18. 1, los campos elect rico £ y magnetico, B 
debenin, en un tratamiento cwintico del electromagnetismo, ser reemplazados 
por operadores, £, 13. Al proceso de reemplazar las variables clasicas £ y B 
por operadores se Ie conoce como cuantizaci6n del campo electromgnetico.1 

Sin embargo, para llevar esto a cabo no debemos trabajar con £ y B como 
cant idades basicas. En efecto, ya vimos en la sec. 18.5 que las cantidades basicas 
en electromagnetismo cuantico no son £ y B, sino el potencial vector A (y el 
escalar, ¢) . Tenemos, pues, que desarrollar un formalismo de operadores para 
A y ¢ . 

EI caso general de campos cuanticos 10 vimos en la seccion 19.3; alii obtu
vimos las ecuaciones de evolucion para campos cuanticos, (19.3.6). Para el caso 
electromagnetico, y puesto que queremos que en ellimite clasico se reproduzcan 
las ecuaciones clasicas, (19.3.6) se nos convierte en 

1 2 ~ ~ 
2" Ot A (r , t) - .6.A(r , t) = 0, 
c 

(20.1.1 ) 

y c es la velocidad de la luz. Por supuesto, (20.1.1) es un caso particular de 
(19 .3 .6) con f..L = 0: efectivamente , las particulas asociadas con el campo elec
tromagnetico (los fotones) no t ienen masa. Una ecuacion analoga vale para el 
potencial escalar, ¢: 

1 2 ~ ~ 
2" Ot ¢(r , t) - .6.¢(r , t) = O. 
c 

Las cantidades observables no son A, ¢, sino £, 13, 
~ 1 ~ ~ ~ ~ 
£ = - Ot A - \l¢, B = \l x A . 

c 

Como sabemos, ni £ ni 13 cambian si hacemos un cambio de gauge, 

(20.1.2) 

podemos fijar el gauge requiriendo condiciones suplementarias. Nosotros vamos 
a escoger elllamado gauge de Coulomb (0 de la radiaci6n), como ya hicimos 
con anterioridad. Pedimos pues que se tenga 

¢(r , t) == 0, \l A(r , t) = O. (20.1.3) 

1 0 segunda cuantizacion . La teoria cwintica de la radiacion se debe a Dirac. 
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Esto nos permite prescindir de ¢ y trabajar solo con A. 
Aunque podriamos tomar los resultados del capitulo precedente para es

cribir las correspondientes relaciones para el caso electromagnetico, es instruc
tivo repetir el desarrollo con los cambios oportunos. Escribimos 

A(r , t) = ( 27r~ 3/2 J d3p,8(p) { ei(pr- E(p)t )/ lia1(p) + e- i(pr-E(p)t)/ lia2 (p)}. 

(20. 1.4) 
Puesto que £, ·13 corresponden a observables, deberian ser operadores autoad-

juntos; por 10 tanto, tambien 10 sen in los A: A; = Aj . Esto implica que, en 

(20.1.4), se tenga la relacion a2 = at. El valor de E(p) 10 obtenemos pidiendo 
que A, dado por (20.1.4), satisfaga (20.1.1) , 10 que implica la familiar relacion 
entre momento y energia para una partfcula de masa cero: 

E(p) = clpl . (20.1.5a) 

A pesar de est a interpretacion transparente de E y p es mas como do trabajar 
con el vector numero de ondas k , y la frecuencia2 w(k) : 

p = nk, E(p) = nw(k). (20.1.5b) 

La condicion (20.1.3) aplicada a (20.1.4) nos dice que pal (p) = 0; podemos 
pues desarrollar a1 (p ) en la base formada por dos vectores transversales (por 
ejemplo, los definidos en la seccion 14.4) y escribir , por tanto , 

a1(p) = L E(k, T/)a(k, T/) ; kE(k , T/) = O. 
1)=±1 

Podemos interpretar T/ como el numero cu<intico de helicidad que introdujimos 
en la sec. 14.4. Segun esto, (20 .1.4) se nos convierte en 

A (r, t) = (2:)3
3

/
2 
J d3k ,8(nk) L { ei(kr -w(k)t)E(k, T/)a(k, T/) 

"(I (20 .1.6) 

+e - i(kr -w(k)t) E* (k , T/) a t (k , T/ ) }. 

Interpretamos ahora los operadores a, at como destruct ores y creadores de 
{otones, con las relaciones de conmutacion 

[a(k , T/), a(k' , T/)'J = 0, 

[a(k , T/), at (k' , T/')J = oTJTI,o(k - k'). 
(20 .1.7) 

2 La cantidad w(k) es la que en el capitulo precedente denotabamos por D(k). EI 
cambio de notaci6n se debe a que queremos guardar la notaci6n habitual para las 
cantidades asociadas con las ondas electromagneticas 
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La funcion f3 la encontramos considerando la energfa del campo electro
magnetico. La energfa clasica de la radiacion electromagnetica es 

1 J 3 (2 2) Eel = - d r Eel + B el : 
871" 

en terminos de A y en el gauge de Coulomb tenemos, despues de una inte
gracion por partes, 

(20.1.8) 

Utilizamos el principio de correspondencia y postulamos el hamiltoniano 
cwintico de la radiaci6n, en el gauge de Coulomb,3 

, 1J 3 {1 '2' ' } H rad = 871" d r c2 (8t A) - A(~A) + C. (20.1.9) 

La constante C la ajustamos de manera que el est ado sin fotones (el vacfo) 
tenga energfa cero. Queremos pues tener, 

ilrad = J d3knw(k) L at(k ,7])a(k,7]); 
r]=± l 

(20.1.10) 

sustituyendo (20.1.6) en (20.1.9) y utilizando (20.1.7) vemos, despues de un 
caJculo similar al ultimo de la sec. 19.1, que esto efectivamente se verifica con 
tal que 

n3f3(k) = V471"nc . 
2k 

Sustituyendo esto en (20.1.6) tenemos la expresion final para el operador A, 
en la imagen de Heisenberg, 

AH (r , t) = v:: J d3
: L { ei(kr-W(k)t)E(k , 7])a(k , 7]) 

Ik TJ=±l 

+ e-i(kr -w(k)t) E*(k , 7])at(k , 7]) } , w(k) = ck . 

(20.1. 11) 

3 La diferencia entre (20.1.9) y la expresi6n correspondiente que vimos para HcI 
en terminos de 1",>" ec. (19.3.2) , es un factor 1/471", debido a que trabajamos en 
el sistema de unidades de Gauss para el campo electromagnetico. Si hubiesemos 
utilizado el sistem a de unidades de Heavyside, tendriamos A.H = A. /yILf;, eH = 
yILf; e, de forma que las combinaciones e¢, eA son independientes del sistema; pero 
la relaci6n entre A y H cambia. En el sistema de unidades de Heavyside , podemos 
reescribir (20.1.9). Integrando por partes el segundo termino alii obtenemos 

Hrad = J d3
r { 2~2 A~ - ~ ~(8lAH ,j)2 } + C. 

expresi6n identica a (19 .3.2) . 
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Puesto que sabemos que las imagenes de Schrodinger y Heisenberg coinciden 
a t = 0, la expresi6n de A en la imagen de Schrodinger sera 

, .filC J d3 
k ~ { ·k ·k t} As(r) = ~ Vk L el r{;(k, 7])a(k, 7]) + e- I r{;*(k,7])a (k,7]) . 

1) = ±1 

(20.1.12) 
El estado sin fotones (el vado) 10 denotamos por 10); se caracteriza por 

a(k,7])IO) = o. 

Un est ado de n fotones con vectores de ondas k i y helicidades 7]i es el 

(20.1.13) 

El operador momento para la radiaci6n 10 podemos definir como 

, 1 J 3 { ' , , ' } P rac! = 87T d rEx 13 - 13 x E , (20.1.14) 

10 que, en terminos de creadores y aniquiladores da 

F mc! = J d3 k hk Lat (k ,7])a(k,7]). 
1) 

(20.1.15) 

EJERCICIO: Comprobar que 

Hladlk l ) 1'/1; ... ;kn,1'/n) = {E(kl)+ ... +E(kn) }lk1)1'/1; . .. ;kn,1'/n); 

p lad I kl , 1'/1 ; ... ; k n) 1'/n) = { PI + ... + p n } I k l , rll; ... ; k n, 1'/n); P i = tiki • 

E J ERCICIO: Comprobar que (OIA (r , t )l k , 1'/ ) coincide (salvo una constante) con 
la funcion de onda del foton con momento tik y helicidad 1'/ que denotamos 
por \f1 ~iJ(r , t) en la seccion 14.4 • 

EJERCICIO: Comprobar la normalizacion 
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20.2. Limite clasico. Estados coherentes 

El potencial vector cmintico A(r, t) es un conjunto de operadores, uno para 
cada punto del espacio r, y dependientes del tiempo, t. En el limite clasico 
esperamos que se tenga 

para estados apropiados I !Ii) . La relaci6n entre cualquier campo cuantico y un 
sistema de osciladores nos sugiere que las 1!Ii) seran del tipo de los estados 
coherentes que estudiamos en la secci6n 8.2. 

Antes de comenzar el caleulo tenemos que resolver un problema tecnico. 
A una onda electromagnetica clasica, de amplitud a o, vector de ondas k y 
polarizaci6n 'TJ Ie corresponde un potencial vector (en el gauge de Coulomb, en 
el que trabajamos) 

A 1k,'7J( r t) = 2Re vfhC E(k'l1)e i(kr-w(k)t)a 
cl' 27rk1/ 2 "/ 0· 

(20.2.1) 

La energfa correspondiente a esta onda, 

(20 .2.2) 

es innnita. Por supuesto, esto se debe a que (20.2.1) es una idealizaci6n 
matematica, ya que ninguna onda real puede estar extendida a to do el espacio. 

Podemos resolver el problema restringiendo la integral en (20.2.2) a un 
volumen grande pero finito, V, imponiendo ademas la condici6n de que 

A lk,'7J = 0 para r fuera de V. cl , (20.2.3) 

Por consistencia, la misma condici6n ha de ser impuesta para el campo 
cuantico. Sin embargo, y aunque se puede proceder a partir de aquf, es conve
niente utilizar otra condici6n de contorno distinta de (20.2 .3), que no es la mas 
apropiada para representar una onda que avanza en la direcci6n k: es preferible 
imponer condiciones de contorno peri6dicas. Tomamos como V a un cuba de 
lado L, reemplazamos A por A£ y requerimos pues 

Adr + Lj, t) = Ad r, t), (20.2.4) 

con j un vector uni tario a 10 largo del ej e OJ. La expresi6n (20 .l.11) de be, en 
este caso, modificarse a 

(20.2 .5a) 
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donde 
(kn)j = 27fnj/L, p = 27f/L; nj = entero 

y el conmutador de creadores y aniquiladores es ahora 

(20.2.5b) 

Claramente, (20 .2.5) satisface las condiciones de periodicidad (20.2.4). En el 
limite L ~ 00, p tiende a cero y 

p3 L ~ J d2 k, p-36nn, ~ 6(k - k' ), 
n 

(20.2 .5b) tiende a (20.1. 7) y (20.2.5a) se convierte en (20.1.11). 
Construyamos ahora los estados coherentes. E l est ado Itli(kn' rJ)) va a con

sistir en una superposici6n de asambleas de fotones, todos ellos con numero de 
ondas kn y polarizaci6n rJ. Escribimos, 

Itli(k n, rJ)) = %;0 CN ~ p3N/2[a.t (kn' rJ)]NIO). (20.2.6) 

Los coeficientes C N los determinamos pidiendo que I tli (kn, rJ)) sea un autoes
tado del operador de aniquilaci6n correspondiente al valor propio eto: 

esto implica la relaci6n de recurrencia 

con soluci6n 

p3/2eto 
CN+1 = ~CN' 

vN+ 1 

p3N /2 etr/ 
C N = I7\TI Co; 

vN! 

(20.2.7) 

Co es una constante que puede fijarse (salvo fase) requiriendo, por ejemplo, 
que 

Utilizando (20.2.5) encontramos inmediat amente que 

(tli(kn , rJ)IAdr , t)ltli(kn, rJ)) = v:; ~~2 2 Re { ei(knr -W(kn)t.)E(kn, rJ)eto} , 

(20.2.8) 
que es en efecto identica a (20.2 .1 ), salvo la constante p3. 

Igualmente puede comprobarse que el valor esperado en estos estados del 
hamiltoniano de la radiaci6n, 

es identico al dado por (20.2.2). 



TEORIA CUANTICA DE LA RADIACION 275 

Una expresion para el estado coherente que es util para estudiar emision 
de radiacion es 

(20.2.9) 

Un estudio mas detallado de campos electromagneticos, en especial en el 
limite cl<isico y semiclasico, puede verse en Sakurai (1967), Louisell (1973) y 
en Yndurain (1996). En este ultimo se estudia, en particular, como se emit en 
los estados coherentes cuando el emisor puede aproximarse pOI' una corriente 
disica. 

20.3. Interacci6n de radiaci6n con la materia 

En esta seccion y la siguiente estudiamos las interacciones de particulas ma
teriales con fotones. El tratamiento que hacemos es semi-cuantico y semi
relativista, en los siguientes sentidos. Suponemos que las velocidades de las 
particulas que interaccionan con los fotones son pequeiias en comparacion con 
la de la luz, c; pero los fotones, por supuesto, son relativistas. Debido a esta 
hipotesis de pequeiias velocidades, result a que las energfas cineticas de las 
particulas son tambien pequeiias en comparacion con sus energfas en reposo, 
mc2

. POI' tanto, no tenemos posibilidad de crear particulas que no sean fo
tones. Por supuesto, al tener estos masa cero, pueden crearse por pequeiias que 
sean las energfas disponibles. Si tuvieramos energfa suficiente para crear, pOI' 
ejemplo, electrones, tendrfamos que considerar asambleas de estas particulas y, 
por tanto, construir tambien campos correspondientes al electron.4 En nuestra 
aproximacion, sin embargo, podemos considerar al electron como una particula 
no-relativista, individual; pero los fotones los describiremos a traves de opera
dores cuanticos para el campo electromagnetico. 

Segun esto, si consideramos el caso sencillo de una unica particula (que, 
para fijar ideas, tomamos como un electron) sujeta a un potencial, y en in
teraccion con la radiacion, el est ado mas general del sistema sera una super
posicion lineal de est ados con un electron con funcion de onda 1/Je, y un numero 
arbitrario de fotones con vectores de ondas y helicidades kl' T)l, ... , kn' T)n' Es 
decir, el estado mas general sera una superposicion de los estados 

(20.3.1a) 

Notese que el est ado l1/Je) no contiene ningun foton; por tanto, debemos suponer 
que 

a(k, T)) l'lj;e) = 0, para todos k, T). (20.3.1 b) 

El hamiltoniano del sistema podemos obtenerlo de la forma siguiente. Si no 
hubiera interacci6n entre la radiacion y la materia tndrfamos el hamiltoniano 

(20.3.2a) 

4 Esto puede verse, por ejemplo , en el texto del autor (Yndurain, 1996) y en las 
referencias alii citadas. 
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donde Hrad viene dado por (20.1.10) , 

Hrad = L J d3 k nw(k)at (k ,7))a(k , 7)) 
'7 

(20.3.2b) 

y 

(20.3.2c) 

V es un potencial externo al que eventualmente puede estar sujeto el electron. 
La interaccion entre la radiacion y la materia la introducimos utili:oando el 
principio de sustitucion minima, exactamente igual que en (18.1.1) , excepto 
que ahora A es el operador dado por (20.1.12): 

A A e A 
P e ---+ P e - - As (r); 

c 

trabajamos en la imagen de Schrodinger y, a partir de ahora, suprimimos el 
indice S en As. Obtenemos asi el hamiltoniano en presencia de radiacion cuan
tizada, 

A 1 ( A e A) 2 2f.L A A 
H = 2m P e - ~ A + V - h ~B + H rad + C. (20.3.3) 

Hemos aiiadido el termino de interaccion con el espin -(2f.L/n)~ i3 (recordar la 
ecuacion (19.1.6)) , y una constante arbitraria C. 

Puesto que trabajamos a pequeiias velocidades, los terminos de interaccion 
de la radiacion con la materia que contienen 1/ c deben ser considerados como 
una perturbacion. Debido a esto, sent util descomponer H como 

(20.3.4a) 

con 
A (0) A A 

H = He + H racl + C, 

A e2 A 2 e { A A A A } 2f.L A 
HI = --2 A (r) - - PeA(r) + A(r)Pe - - ~B. 

2mc 2mc n 
(20.3.4b) 

En proximas secciones aplicaremos esto a casos concretos. 
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20 .4. Emision de radici6n por un ,Homo hidrogenoide 

En esta seccion vamos a calcular la desintegracion de un estado del atomo de 
hidrogeno a un nivel de energfa inferior , emitiendo un foton. Aunque escribire
mos las formulas explfcitas unicamente para este caso, es sencillo, con unos 
po cos cambios, extender los resultados a otros sistemas (por ejemplo, estados 
del oscilador armonico) . 

Denotamos con H'Jvr (n) al estado del atomo de hidrogeno con numero 
cmintico principal n, momenta angular totall y tercera componente del mismo 
M; y por l'(k , 7]) al est ado de un foton con vector de ondas k y helicidad 7]. El 
proceso puede escribirse de forma simbolica como 

(20.4.1 ) 

Dada la precision de nuestro calculo, donde despreciamos efectos relativistas 
(O( v 2 / c2

) rv 10- 4 ) podemos aproximar la masa reducida por la del electron , 
m ::: m e, 10 que solo produce un error de orden m el mp rv 5 X 10- 4 . Las 
funciones de onda del electron antes ('l/Je) y despues ('l/J~) de la emision son 

'l/Je = RnlCr)YtJ (B, ¢), 

'l/J~ = Rn'l' (r)Y£dB , ¢). 
(20.4.2) 

Despreciamos aquf la interaccion con el espfn, el termino -(2f.1Ih)fri3 en 
(20.3.4b); se puede comprobar que, para los procesos que consideramos, su 
efecto es pequeno en comparacion con el resto (de hecho, de orden relativo 
1/ c2

) . Trabajamos t ambien al orden mas bajo en la carga del electron, que 
denotamos por e; por tanto, H (O) en (20.3.4a) es el hamiltoniano coulombiano, 
mas el de la radiacion 

h (0) _ h h 1 h 2 e2 
h 

H = He + Hrad = - p - - + Hrad, 
2m r 

y (20.3.4b) se nos convierte en el hamiltoniano de interaccion efectivo, 

HI ef = __ e_ {l\A(r) + A(r)I\ }. 
, 2mc 

El operador P e = - in \7 al aplicarse a la izquierda de A nos da 

\7 A = A \7 + div A. 

En el gauge de Coulomb, en el que estamos trabajando, div A = 0, luego P e y 
div A conmutan y podemos simplificar HI ,et" a 

(20.4.3) 

Segun la ec. (11 .4.14), la anchura de desintegracion para el proceso (20.4.1) 
es 

(20.4.4) 
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con E;, E j las energfas de los estados inicial y final. Nuestra primera tarea es 
pues calcular el elemento de matriz 

Sustituyendo en ihef la expresi6n (20.1.12) para A tenemos 

(fIH' I' ) e Vhc('I.'II:jd
3
k' '(k ){ ik'r (k' ' ) ' (k' I) ' I e f 2 = -- - -2- 'f' e vF a , 7] e f , 17 a , 7] P e 

, me 7f k' 
''1' 

+e - ik' r f * (k' , 7]') oJ (k' , 7]')]\ } I'l/Je). 

El termino con aPe = Pea da cero , al actual' el aniquilador sobre el estado 
I'l/Je) , que no tiene fotones. El otro termino contiene un producto de la forma 

El primer termino da cero, por el argumento ya utilizado; s610 el segundo 
sobrevive y, pOI' tanto, nos queda 

e Vhc * ( ) ( ' I ikr ' 1 ) = - me 27fkl j2 f k , 7] 'l/Je e P e 'l/Je . 
(20.4.5) 

La energfa del fot6n emit ido es clik, y tiene que ser igual a la diferencia de 
energfas entre los estados H~![ (n), HK![, (n), que es del orden de mce2 a2 . Por 
otra parte, el valor medio de r es del orden del radio de Bohr, T' rv as = Ii/mea. 
De est a manera, Ikrl rv a y, al orden que estamos trabajando podemos sustituil' 
en (20.4.5) la exponencial exp( - ikr) por la unidads Por tanto, 

(20.4.6) 

hemos reducido el problema al sencillo de evaluar el elemento de matriz del 
operador momenta entre estados del ,itomo de hidr6geno. 

El calculo de (20.4.6) puede aun simplificarse con un par de trucos. En 
primer lugar, 

5 A esta aproximacion se la conoce, por razones que seran claras en un momento, como 
aproximacion dipolar. Hay procesos en los que est e primer termino, exp( - ikr) '" 
1 da cero, y hay que tener en cuenta ordenes superiores en el desarrollo de la 
exponencial (conocidos como multipolos). 
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y Qe f--7 res el operador posicion del electron. Como l1/!e) y 11/!~) son autoestados 
de fIe con energias En, En' respectivamente, resulta pues 

El segundo truco consiste en utilizar la proporcionalidad entre r, en coorde
nadas esfericas, r A, 

r l ± r2 

r±==j= V2 ' 

y el armonico esferico Y]: tenemos 

(20.4.7) 

con e y ¢ los angulos polares de r . El producto escalar E*r = Li E7ri 10 podemos 
escribir tambien en coordenadas esfericas, LA E~ rA· Sustituyendo tambien la 
expresion para las funciones de onda del electron tenemos pues 

Utilizando la formula de composicion de armonicos esfericos (13.6.12), y las 
relaciones de ortonormalidad de estos, (13.5.3) , 

J d[l y~,(e , ¢)*y](e, ¢)yA1(e, ¢) 

1+1 

I: C(l,A;l,Mll") J dDy~,(e,¢)*YA;+A(e,¢) 
1"=11-11 

= {C(l, A; l, Mil'), si l' = l ± 1, 
0, si l' oF l ± 1; 

y hemos definido la combinacion de coeficientes de Clebsch-Gordan 

C(l, A; l, Mil') = If ~ll,: ~ (l , M; 1, All') (l, 0; 1, Oil') . 

Que el elemento de matriz de r se anula si l = l' se puede comprobar por 
calculo directo; pero tambien puede obtenerse de las propiedades de transfor
macion bajo paridad. Si hacemos r -7 -r, Y!vr -7 (-l)ly!vr luego la integral 
J dD Y}:;, Y)1 Y] se anula identicamente.6 Podemos decir que el foton se lleva 

6 Esto no qui ere decir que no existan transiciones entre estados con el mismo momento 
angular total; pero, necesariamente, deberan emitirse un numero par de fotones . 
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una unidad de momento angular , y un (- 1) de paridad. Finalmente, y recor
dando que En' - En = E"( = nck tenemos el resultado 

, . - iey'"E; 2l + 1 , 
UIHI,efl z! = 27f 2l' + 1 (l,O;l,Oll) 

X ~ E~(k , 'T))(l , A ; l ,M ll') 100 

drr3 R n'l,(r)Rnl (r), 
A 0 

(20.4.8) 

para l' = l ± 1, Y cero si l' = l. 
El elemento de matriz que hemos obtenido es el mismo que hubieramos 

('ncontrado sustituyendo el operador cmintico AI> e par la cantidad cl<isica 

1 
-- (OtA)r = cr 

c 

esto es, par un dipolo cr. Este es el motivo del nombre de "transiciones dipo
lares" dado a las que estamos considerando . 

20.5 . Desintegraci6n del primer nivel excitado del ,itomo 
de hidr6geno 

La ecuaci6n (20.4.8) nos proporciona el elemento de matriz para una transici6n 
en la que se emita un fot6n ; si interpretamos las R como funciones de onda 
radiales en general, esta ecuaci6n vale no solo para el atomo de hidr6geno, 
sino para much os otros sistemas. Aquf, sin embargo, nos vamos a restringir 
a realizar un calculo detallado unicamente para el atomo de hidrogeno y, en 
este, especfficamente entre los niveles mas bajos: con notacion espectrosc6pica, 
entre los estados 2P y IS (el est ado 2S tambien se desintegra en el IS , pero 
emitiendo dos fotones, 10 que complica el calculo). En este caso, mas sencillo 
que utilizar (20.4.8) es proceder directamente de (20.4.6): 

( I ' 1'\ -ev"hC * ( ) J 3 ( 0* ( . ) 1 ( f HI ef z/ = 1/2 E k , 'T) d r RlO r)Yo -lnV YM D)R21 (r). 
, 27fmck 

(20.5. 1 ) 
Recordamos las expresiones explfcitas de las R, 

R - 2 -r"laB 
10 - 3/2 e , 

a B 

R 1 re-r"l2aB . 
21 = fC 5/2 

2v6aB 

Podemos reemplazar Yo
o por su valor , l /VLGf y hacer actuar V en (20.5.1) a la 

izquierda; teniendo en cuenta que 

nos queda 

r 
- VRlO = -RlO 

raB 
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Reemplazando r 'i en componentes esfericas por Y,; , 

, , - ineviiG 1" * 
(fIHI,efl~) = 2 k1/2 103 L..,., E),,(k , 1]) 

1fme ' aD V.) )" 

x 100 

dr r2R lO (r)R21 (r) J dDY1(D)Yk(D) 

-ineviiG 1 100 

1/2 M<~.;J(k,1]) drr2R lO (r)R21 (r) , 
21fmek aB V 3 0 
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(20,5,2) 

Vamos a calcular la anchura total, esto es, salvo un factor, la probabilidad de 
que el atomo se desintegre emitiendo un foton con cualquier valor de k , 1] , 
Tendremos por tanto que sumar sobre est ados finales : 7 

r tot (2 P ) = L J d3kr(i ----t f), 
1) 

(20,5,3) 

En general no se conoce el valor inicial de la tercera componente del momento 
angular , M. Esto no plantea un problema ya que r t o t es invariante bajo rota
ciones y, por tanto, independiente de M. Podemos pues, simplemente, sumar 
a los tres valores posibles de lVI, 0, ±1 y dividir por tres. 

Al sustituir (20.5.2) en (20.4 .4), y esto en (20.5.3), encontramos las siguien
tes expresiones: la suma 

! L (L1]E~f(k , 1])EM(k , 1] ) ) = ~; 
M 

la integral 

J d;k o(E} - E i ) = J dDk 100 

dk ko (_~~e4 + eM) = 3
2
:r:;4 

(el termino -3me4 /8n2 es la diferencia E1 - E2) ' Finalmente, la integral 

1
00 29/2 

drr2R lO (r)R21 (r) = 7/2 aBo 
o 3 

Poniendolo to do junto, y expresando el resultado en terminos de CY, encon-
t ramos 

( ) (
2)8 5 2 r tot 2P = 3' CY me . (20.5 .4a) 

7 La forma de la suma sobre estados finales depende de la normalizacion que hayamos 
escogido para los mismos: la suma a todo los estados finales debe dar la unidad. 
En nuestro caso, como hemos normalizado los est ados del foton a (k ', r/l k ,,,.,) 
OrI'J'O(k' - k ) tenemos 

L J d3
k Ik,,,.,) (k".,1 = l. 

1) 
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La vida media del est ado 2P es, pues, 

T(2P) = 1ijrtot (2P) = (~)8 ~ = (1.596) X 10-9 segundos, (20.5.4b) 
ex me 

en perfecto acuerdo con el valor experimental, 

Texper(2P) = (1.60 ± 0.01) x 10-9 segundos. 

PROBLEMAS 

P.20.1. Encontrar la expresion de los a(k, TJ) en funcion de A. 

Solucion. 

y la notacion at se define por 

J(t) at get) = (aJ /at)g - J(ag/at). 

P.20.2. Demostrar que Hrad es invariante gauge (salvo , quizas , una constante). 

Solucion. Reexpresar Hrad como 

, 1 J 3 ( '2 ' 2) H rad = 87r d r £ + 13 + Const. 

P.20.3. Demostrar que 

PA(r,t)P- l = - A(-r,t) 

y A(r, t)y- l = - A(r, -t) 

P¢(r, t)p - l = ¢( -r, t) 

Y ¢(r, t)y- l = ¢(r, -t). 

Solucion. Consideremos , por ejemplo, la primer a ecuacion. Puesto que 

ppp- l = _p, PSP- l = S - - , 

si denotamos por Ip,53) al estado de un foton con momento p y tercera componente 
de espin 53 tendremos 

Pip, 53) = TJpl- p , 53); 

TJp 10 determinaremos luego. De at (p , 53)10) = Ip, 53) y puesto que, evidentemente, 
al vacio no Ie afecta la operacion de paridad (PIO) = 10)) se sigue que 
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y 10 amilogo para el aniquilador fl. Utilizando ahora (20.1.11) esto implica que 
PA(r, t)P- 1 = 1]pA( - r, t). El valor de 1]p se obtiene pidiendo que la sustitucion 
minima, 

p~p-~A 
c 

sea compatible con la paridad, 10 que ocurre si 1]p = -1 . 

P .20 .4. Demostrar las reglas de conmutacion del campo electromagnetico 

Estas relaciones indican que, en general , no se pueden conocer con exactitud si
multaneamente los valores del campo electromagnetico en distintos puntos y dis
tintos tiempos. Una discusion detallada y otras relaciones de conmutacion pueden 
encontrarse en Gottfried (1966) 0 Yndurain (1996). 

P.20.5. Demostrar que Prad dado pOl' (20.1.15) puede escribirse en terminos de £, 
f3 , igual que en electromagnetismo clasico, por la formula 

A 1 J 3 { A A A A} P rad = 81l' d rEx 13 - 13 x E . 





CAPITULO 2l. 

Dispersion de particulas 
en mecanica cuantica 

21.1. Evoluci6n libre de un paquete de ondas : 
desperdigamiento 

En la seccion 6.2 vimos que un paquete de ondas gaussiano en una dimension 
tendfa, al evolucionar libremente, a desperdigarse de forma que, despues de 
un tiempo t, la incertidumbre en la posicion de la particula, (LlQ)t, crece sin 
limite (ecuacion (6 .2.10)): 

(21.1.1) 

Vamos aver esto de forma mas general. Sea w(p , t) la funcion de onda de una 
particula libre, que supondremos normalizada a la unidad, Il wl l = 1. Tenemos 

Por tanto, 

QjW(p, t) = i1l88 w(p, t) = e- ip2t/2mTiQjW(p , 0) + tPj e- ip2t/2mTiw(p, 0) 
. ~ . m 

= e-ip2t / 2mTi ( Qj + * pj ) w(p, 0). 

Escojamos ahora el origen de coordenadas y el sistema de referencia de forma 
que, at = 0, 

(Q)o == (Q)!Ii(p,O) = (P)o == (P )!Ii(p,O) = O. 

Comenzamos el calculo suponiendo que w(p, 0) es real. Entonces PjW(p , 0) es 
real y QjW(p, 0) = i1l8w(p, 0)/8pj es imaginario puro y, por tanto, 
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Utilizando la relacion de incertidumbre de Heisenberg podemos escribir tambien 

2 2t 2 1 
2 _ ( )2 _t_ )2 > ( )2 ~ __ _ 

(.::1Q)t - .::1Q 0 + m 2 (.::1P 0 ~ .::1Q 0 + 4m2 (.::1Q)6 ' (21.1.2) 

que generaliza a (21.1.1). Vemos que la dispersion .::1Q crece con el tiempo; 
el paquete de ondas se desperdiga (0 desparrama; ambas expresiones suelen 
usarse). Cuanto mas estrecho sea el paquete al principio, mas rapidamente se 
ensanchara. 

En el caso mas general de que W(p, 0) sea complejo, la primera relacion de 
(21.1.2) se convierte en 

2 2 t 2 
2 2M ' , 

(.::1Q)t = (.::1Q)o + -2 (.::1P)o + - Re(wIQjPjlw); m m . 
(21.1.3) 

no podemos afirmar nada para t arbitrario. Sin embargo, a grandes valores de 
t , el termino cuadratico en t en el miembro de la derecha de (21.1.3) domina, 
luego podemos afirmar que habra desperdigamiento a grandes valores de t: 

2 t
2 

2 (.::1Q)t ~ -2 (.::1P)o· 
t->CXJ m 

(21.1.4) 

i,Como puede entenderse intuitivamente este fenomeno? La manera mas sencilla 
es recordar la analog fa con un ftuido de la sec. 4.6 , e imaginar al paquete de 
ondas como un ftuido extendido inicialmente en una region del orden de (.::1Q)o 
y cuyas particulas tienen velocidades diversas , desde cero hasta (.::1v)o con 

2 1 2 (.::1v)o = -2 (.::1P)o· 
m 

Al cabo del tiempo t, las particulas con velocidad inicial (.::1v)o se habran sepa
rado de las que tenian velocidad cero en una distancia t(.::1v)o = (t/m) (.::1P)o, 
y el ftuido se habra desparramado en una extension dada, precisamente, por 
(.::1Q)t ~ (t/m)(.::1P)o, en acuerdo con (21.1.4). 

Los efectos del desperdigamiento no son en absoluto despreciables. Si , por 
ejemplo, a t = 0 la anchura del paquete es del orden del tamaiio de un atomo, 
y la masa de la particula del orden de las atomicas (10-23 gr.) , en un cuarto 
de hora la incertidumbre en posicion es de unos tres kilometros. Esto es , tal 
vez, menos sorprendente de 10 que parece; en el caso que hem os considerado, 
(.::1v)o ~ 104 cm/seg. 

Tampoco el efecto del desperdigamiento se limita a particulas libres. Para 
estados ligados, la funcion de onda es W(r, t) = e-iEt/n'lj;e(r) , as! que estos 
permanecen localizados al pasar el tiempo; pero, para estados de dispersion, 
en los que a gran t las partfculas se separan mucho unas de otras y, por tanto, 
el potencial entre ellas puede despreciarse , (21.1.4) sigue valiendo. 
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21.2. Experimentos de colisi6n 

Idealmente, para estudiar experimentos de colisi6n1 de partfculas uno querrfa 
tener un choque entre dos partfculas (proyectil y blanco), y medir despues 
del choque la probabilidad de que el proyectil fuese desviado en una direccion 
determinada (figura 21.2.1; despreciamos de momento el retroceso del blanco). 
En la pnictica, por supuesto, la situacion es muy diferente; dada la pequeiiez 
de las partfculas, tenemos que lanzar muchos proyectiles y utilizar muchos 
blancos (fig. 21.2.2) para tener una probabilidad razonable de choques. En 
esta seccion vamos a discutir las condiciones necesarias para poder aproximar 
los experimentos reales por las colisiones idealizadas. 

El dispositivo experimental es del tipo del mostrado en la figura 21.2.2. 
Lanzamos una andanada de N p partfculas (proyectiles) contra un blanco, 
tlpicamente una lamina como en la figura 21.2.2, en el que hay N B puntos dis
persores. Denotamos por dB la distancia media entre las partfculas del blanco; 
si queremos que los proyectiles las yean individualizadas una primera condicion 
es que la longitud de onda de de Broglie de los proyectiles, Ap , sea mucho menor 
que dB para que no haya fenomenos de interferencia. Por tanto, tenemos que 
tener 

(21.2.1a) 

donde Pin = hi Ap es el momento medio de los proyectiles incidentes. Ademas, 
para tener buena definicion en moment os (y poder suponer, por tanto, que los 
proyectiles tienen momento bien definido) pedimos 

(21.2.1b) 

Para poder idealizar el proceso como un conjunto de colisiones indepen
dientes es tambien necesario que la probabilidad de colisiones multiples sea 
pequeiia. 

Blanco 

FIG URA 21.2.1. Colision con un blanco infinitamente pesado (0 un 
centro de dispersion). 

1 Los terminos dispersion, coiision y difusion se utilizanin pnicticamente como 
sinonimos. 
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--- .... -~-- - ---

I Colimador 

FIGURA 2l.2 .2. Experimento tipico de dispersion. 

Consideremos el conjunto de los N p proyectiles. El area que cada particula 
del blanco presenta, su secci6n eEcaz, la denotamos por a. jin es la corriente 
de probabilidad de cada particula incidente, y dNj el numero de particulas 
dispersadas por unidad de tiempo en una superficie R2dfl alejada del blanco 
(a distancia R, y subtendida por el angulo solido dfl; ver fig. 2l.2.2). Entonces 
tenemos 

J da 
a = dfl dfl . (21.2.2) 

Debido a la buena definicion en momentos, podemos aproximar la funcion 
de onda de los proyectiles por una onda plana, con 10 que jin = Pin/m, con 
m la masa de los proyectiles. La superficie que presenta el blanco, para una 
particula ya dispersada una vez, es la seccion eficaz multiplicada por el mimero 
de particulas del blanco en un volumen '" (47f<53 /3), donde hemos denotado por 
<5 al semiespesor del blanco. Si P B es la densidad de particulas esto se puede 
escribir como (47f<53 P B /3)a. Para poder despreciar las colisiones multiples, este 
area ha de ser mucho menor que la superficie por la que los proyectiles pueden 
"escapar," '" 47fP. Por tanto, hay que tener 

(21.2.3) 

Tipicamente, para un blanco solido, PB '" N A(cm)-3, con NA el numero de 
A vogadro. Para colisiones, por ejemplo, con nucleos, a '" 10-24 cm2 . (21.2.3) 
se satisfara, en este caso, si <5 « 1 centimetro, 10 que explica la razon por la 
que se trabaja con laminas delgadas. 
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Finalmente, pedimos que las interacciones entre los proyectiles puedan con
siderarse despreciables: la nube de proyectiles ha de ser pues muy rarificada de 
forma que, si dp es la distancia media entre proyectiles y ro el alcance medio 
de las interacciones entre ell os , se tenga ro « dp . Esta condicion es facil de 
satisfacer. 

Si las condiciones anteriores se cumplen, podemos aproximar la situacion 
real (muchos proyectiles y muchos blancos, fig. 21.2.2) por la idealizada de un 
solo proyectil, y un solo centro dispersor, fig. 21.2.1. 

Todavfa podemos ir mas aHa. No basta con tener un proyectil y un blanco; 
queremos que la situacion real se aproxime bien a la idealizacion de dispersion 
de una partfcula con momento bien definido y queremos, ademas, poder distin
guir entre las partfculas que han sido dispersadas y las que llegan al detector 
sin interaccionar. Para ello tenemos que cumplir, ademas de los ya citados, los 
siguientes requisitos. 

I) P ara empezar, necesitamos poco desperdigamiento; de 10 contrario, en par
ticular, no podemos saber si la partfcula detectada colisiono 0 , simplemente, se 
desparramo. Suponemos que la distancia de la fuente de proyecti les al blanco, 
R, es similar a la distancia de este al detector. Basta por tanto pedir poco 
desperdigamiento al llegar al blanco. El tiempo transcurrido desde que coli
mamos los proyectiles y su llegada al blanco es t '" Rlvin = Rmlpin . Si l es 
la anchura del colimador (fig. 21.2.2), (.dQ)o '" l . Para que (.dQ)t '" (.dQ)o 
debemos tener , pues, 

y hemos utilizado (21.1.4). 

Rn 
Pin;::; 2ml2 ' 

(21.2.4) 

II) El paquete de onda incidente no es, por supuesto, una onda plana; pero 
diferira tanto menos de ella cuanto mas ancho sea el colimador cuyos bordes 
la distorsionan . Para que esta distorsion sea despreciable frente al tamaiio del 
blanco es necesario que l » ry, 10 que en la practica siempre se cumple ya que 
l es macroscopico. 

III) La incertidumbre en posicion es (.dQ) '" l; por tanto, en momento, .dP '" 
nil. Dado que l es macroscopico, la condicion (21.2.1b), que se convierte en 
nil « Pin se satisface sin problemas. Finalmente, 

IV) Para distinguir las partfculas dispersadas de las que llegan sin dispersion 
hace falta que que no se solapen. Las partfculas no dispersadas llegaran al 
detector en una region de an chura (.dQ)t alrededor del eje que, debido a la 
condicion de poco desperdigamiento, es del orden de l. La distancia del eje a 
la que llega una partfcula dispersada en el angulo 8 es RI sen 81. Debemos por 
tanto requerir 

l «RI sen81 · (21.2.5) 

Esta ecuacion nos limita los angulos 8 a los que podemos hacer medidas. Si, 
por ejemplo, R = un metro y Vin = 108 centfmetros por segundo, (21.2.4) nos 
implica que, para electrones, l ;::; 7 X 10- 4 cm . Escogiendo l = una decima de 
milfmetro, (21.2.5) se cumplira al 1% si 181 > 10- 2 radianes. La region 8 c:= 0 
es siempre inaccesible, experimentalmente, a medidas directas. 
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21.3 Colisiones de dos particulas: sistemas de referencia 
lab y c.m. 

En la seccion anterior hemos ignorado el retroceso del blanco pero, pOl' 
supuesto, hay que tenerlo en cuenta. La cinematica es anaJoga en el caso clasico 
y en el cuantico y, por tanto, utilizaremos una imagen clasica para discutirla. 

Antes del choque tenemos dos particulas, proyectil (que denotaremos por 
la letra A) y blanco, denotado por B. Sus momentos y masas respectivas son 
PA, mA Y PB, mB· A veces la naturaleza de las particulas no cambia en la 
colision; decimos entonces que el choque es elastico. Si la naturaleza de las 
partfculas cambia, 0 se crean particulas nuevas en el estado final , decimos que 
el choque es inehistico. Salvo mencion expresa de 10 contrario, solo trataremos 
aqui choques elasticos y, por tanto, suponemos que, en el est ado final, tenemos 
de nuevo las particulas A y B con momentos p~ y p~. 

En la mayor parte de experimentos de colision el blanco B esta, antes de la 
colision, en reposo en el sistema de referencia dellaboratorio (sistema "lab", que 
denotaremos con el indice I; ver fig. 21.3.1a). Podemos, sin embargo, trabajar en 
el sistema de referencia en el que el centro de masas de A y B esta en reposo 
(sistema c.m.; fig. 21.3.1b). De hecho, los calculos teoricos los realizaremos 
sistematicamente en el sistema de referencia c.m. El angulo entre los vectores 
PA y p~ (Hamado angulo de dispersi6n) suele denotarse por el , en el lab, y 
ec .m . 0, simplemente, e, en el c.m. 

Las relaciones entre los momentos antes y despues de la colision vienen 
dadas por conservacion de momento y energia. Mucho antes de la colision, y 
mucho despues, las particulas pueden considerarse como libres. Entonces, en 
cualquier sistema de referencia, 

P A + P B = P~ + P~; 
1 2 1 2 1 ,2 1 ,2 

-2- PA + -2- PB =-2- PA + -2- PB ' 
mA mB mA mB 

(21.3.1 ) 

En terminos de los momentos el coseno del angulo de dispersion viene dado 
por 

PAP~ cos--,-. 
PAPA 

(21.3.2) 

En el sistema lab, la velocidad del centro de masas es V con 

V= mA v . 
+ 

A,l , 
mA mB 

(21.3.3) 

la relacion entre los moment os en ambos sistemas de referencia es , pOl' tanto, 

PA,c.m. = PA,l - mA V , 

P~ ,c.m. = P~ , l - mA V, 

PB,c.m. = PB.l + mB V = mB V; 

P~ ,c.m. = P~ , l + mB V. 
(21.3.4) 
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PA,I ",\8, 
~----------- .; --- --------- -

A B --

(a) 

, 

-----.... 
P'S,! 

p/A,c.m. 

/ 

PA,c . m. ,,'\ 8c . m . PS,c .m . ~ __ ___ __ ____ . ~ ___ l __ ___ _ ~ 
A ' B 

/P's,c.m. (b) 

FIGURA 21.3.1. (a) Colisi6n en el sistema de referencia del lab; 
(b) Colisi6n en el c.m. 
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De aqul, y con un poco de trabajo, se obtiene la relacion entre los angulos de 
dispersion 

B 
sen Bc .m . 

tan 1= . 
cos Bc .m . + rnA/mE 

Una relacion util que se obtiene de est a es 

d cos BI 

d cos Bc.rn. 

(21.3.5) 

(21.3 .6) 

Como sabemos, y como se puede conprobar de estas formulas, los sistemas lab 
y c.m. se confunden en el limite rnA « mE. 
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EJERCICro: Demostrar que, en el c.m. y para colisiones elasticas, 

• (21.3.7) 

Tal como vimos en la seccion 16.1 , el problema de dos partfculas puede reducirse 
al movimiento del centro de masa (que 10 hace como una partfcula libre) y el 
movimiento relativo, que es como el de una partfcula, con masa igual a la masa 
reducida del sistema, moviendose en un potencial con origen el centro de masas. 
Por tanto, el problema de la colision de dos partfculas puede reducirse al de 
la dispersion de una {mica partfcula por un centro de dispersion fijo , el cual 
interacciona con ella a traves del potencial relativo. Esta es la situacion que 
nosotros consideramos en adelante; t eniendo en cuenta que, en los experimentos 
reales, se suelen medir las cant idades observables (secciones eficaces) en el 
sistema de referencia del lab. Por ello, para comparar experimentos con la 
teoria es muchas veces necesario convertir estas cantidades al sistema del c.m. , 
que es en el que realizamos el anaJisis teorico. 

21.4. Secciones eficaces. Amplitud de dispersion 

Tal y como discutimos en las secciones 21.2, 3, podemos, en circunstancias 
apropiadas, reducir el problema de colisiones a1 de dispersion de una partfcula 
con momento inicial bien definido, que denotaremos por Pin 0, si no hay peligro 
de confusion, simplemente p , por un centro dispersor , del que sale con momento 
Pf (fig. 21.4.1). Anteriormente denotamos por dNr al numero de partfculas 
dispersadas por unidad de tiempo a t raves de la superficie r 2 dS? subtendida 
por el angulo solido dS?; en el caso de una sola particula, dNf es la probabilidad 
de que la partfcula salga dispersada en la region especificada. 

dNf sera, a gran distancia, proporcional a la corriente incidente, jin , Y a 
dS? (como veremos, para r grande, dNf es independiente de r); el factor de 
proporcionalidad se define como la seccion eficaz diierenciai , da / dS?: 

da 
dNf = dS? jindS? (21.4.1a) 

Pero, por otra parte, y de su misma definicion, resulta que dNf coincide con 
el producto de la corriente de particulas dispersadas, jdisp, por la superficie 
r2 dS?: 

Por tanto, tenemos que 
da 

dS? 

(21.4.1b) 

(21.4.1c) 

La funcion de onda del proyectil, 'ljJ+ (r) (la razon de esta notacion la vere
mos en el proximo capitulo) sera una superposicion de una onda plana (parte no 
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Detector 

yy~ 
e 

Proyectil Centro dispersor 

FI GU RA 21.4.1. Onda plana y onda esferica dispersada. 

dispersada) y una parte dispersada que a grandes distancias , cuando pueda des
preciarse la interaccion con el centro dispersor , sera una onda esferica saliente2 

(fig 21.4 .1) . Escogemos la constante arbitraria en 'Ij;+(r) de manera que la onda 
plana sea, simplemente, exp iPinr In y escribimos pues 

Para colisiones elasticas, que son las que vamos a considerar aqui, las formulas 
de la seccion precedente muestran que PI == IPII = IPinl. Escribiendo tambien 
P por Pin tenemos pues 

(21.4.2) 

la segunda expresion en funcion del vector numero de ondas, k = pin. La 
cantidad f , que se conoce como amplit ud de dispersi6n , difusi6n 0 colisi6n , y 
tiene dimensiones de longitud, puede depender de los angulos de PI , e, ¢ y, 
por supuesto, de la energia de la colision, pero no de r ; podemos escribir , pues, 

f = f(e , ¢) = f(E ; e, ¢) = f(k ; e, ¢); 

omitiremos la dependencia en la energia, E , cuando no sea relevante. 
La corriente incidente se calcula solo con el t ermino exp(ipr In) en (21.4.2): 

jin = I ;,~ { e-iPr/ li\7eiPr/ 1i - eiPr/li\7e-iPr/li } I = ~ (21.4.3a) 

2 Esta afirmacion es intuitivamente evidente; recuerdese el principio de Huygens. 
Una discusion rigurosa de procesos de dispersion implica utilizar paquetes de onda 
normalizables, y seguir su evolucion en el tiempo. El lector interesado puede encon
trar los detalles de este procedimiento en Gottfried (1966) 0 Goldberger y Watson 
(1966). 
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como era de esperar par tratarse de una onda plana. La corriente dispersada 
se calcula solo con el termino feipr-jli /r de '1/)+ . El caJculo puede obtenerse 
facilmente del problema P.4.1, y se tiene 

(21.4.3b) 

A gran r, insertando (21.4.3) en (21.4.1) nos resulta una sencilla relacion entre 
seccion eficaz y amplitud de dispersion: 

(21.4.4) 

Hemos escrito el fndice "c.m." (que, a partir de ahora omitiremos) para recordar 
que, en el caso realista de colision de dos partfculas, la formula (21.4.4) es valida 
en el sistema de referencia del centro de masas. 

21.5. Ondas parciales; desfases. Teorema optico. 
Aproximacion semicl<isica 

21.5.1. Ondas parciales y desfases. Teorema 6ptico 

La ecuaci6n (21.4.2) nos permite encontrar la amplitud de dispersion cono
cida la funcion de onda para grandes distancias r del centro dispersor. Esta 
funcion de onda esta caracterizada (en particular) por la condicion de contorno 
correspondiente, a orden cero en l/r, a una partfcula libre de momento p. 

En lugar de est a especificacion podfamos haber considerado amplitudes de 
dispersion correspondientes a estados con valor propio bien definido no de P y 
iI, sino de iI, i} y Lz . A estas amplitudes se les llama amplitudes de ondas 
parciaies. 

Para comenzar con este desarrollo , consideramos partfculas sin espfn (0 
cuyo espfn no interacciona con el centro dispersor); entonces, si escogemos 
el eje OZ a 10 largo de la direccion de p, el sistema tiene simetria cilfndrica 
alrededor de este eje y, por tanto, podemos suponer f independiente del angulo 
cp. Desarrollamos entonces f en polinomios de Legendre, 

00 

f(k,B) = 2)2l + l)Pl(cosB)fl(k); (21.5.1a) 
l = O 

h(k) son las ondas parciales, y hemos cambiado ligeramente la notacion, 

f ---7 f(k, B) , k = pin. 

Debido a las propiedades de ortogonalidad de los polinomios de Legendre, 



DISPERSION DE PARTicULAS EN MECANICA CUANTICA 295 

podemos invertir (21. 5 .1 a) : 

J
+l 

fl(k) = ~ - 1 d cos BPl(cosB)f(k , B). (21.5.1b) 

Consideremos ahora toda la funcion 'ljJ+. Utilizando el desarrollo en polinomios 
de Legendre de la exponencial, (16.3.7), (21.4.2) nos da 

'ljJ+ (r) ,.~oo ~ I=(2l + l)Pl(cos B) {f sen (kr - ~l) + eikrJL(k)} 
l=O 

00 'l-1 

= ~(2l + l)Pl (cos B) ~kr {[I + 2ikfl]eikT-i7rl/2 - eikr- i7rl /2 } . 
l=O 

(21.5.2) 
Ahora bien: en la seccion 16.3 resolvimos la ecuacion de Schrodinger para va
lores bien definidos de l y M = 0 (el ultimo valor, por la simetria axial del pro
blema); ver las ecuaciones (16.3.8, 10). La solucion la encontramos en funcion 
de los desfases, 6l(k). Trabajando un poco las citadas ecuaciones tenemos, 

Para que esto coincida con (21.5.2) hace falta que 

1 + 2ikfl(k) = e2iOI (k) 

y, ademas, que la fase de la funcion de onda sea igual al desfase: 

(21.5.3) 

(21.5.4) 

La ecuacion (21.5.3) nos permite expresar las amplitudes de dispersion 
en ondas parciales en terminos de los desfases; aqui damos tres expresiones 
equivalentes que son utiles: 

(21.5.5) 

La amplitud de dispersion se obtiene sustituyendo esto en (21.5.1a): 

1 00 

f(k , B) = k ~(2l + l)Pl(cos B) sen6l(k)eiOI(k). (21.5.6) 
l=O 
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Si sustitimos en (21.4.4), integramos a todos los angulos, y utilizamos las 
propiedades de ortogonalidad de los polinomios de Legendre, obtenemos la 
secci6n encaz total (elastica), 

1211" 1+1 d 4 00 

Utot(k) = d¢ dcose d~ = k: ~(2l + 1)sen2bl(k) == ~ Ul· 
o - 1 1=0 I 

(21.5.7) 
La cantidad Ul = (4Jr / k2 ) (2l + 1) sen2 bt es la 1 .~"1mada secci6n encaz en onda l. 
De (21.5.6) es inmediato comprobar elllamado teorema 6ptico, 

4Jr 
utot(k) = k Imf(k , e = ¢ = 0). (21.5.8) 

Una generalizaci6n, que incluye colisiones inelasticas, se vera en la secci6n 22.4. 

21.5.2 . Desfases en la aproximaci6n WKB 

Los desfases bl pueden determinarse explicitamente en la aproximaci6n semi
clcisica, con el metoda WKB. Al orden mas bajo escribimos las funciones de 
onda radiales rRkl(r) como una combinaci6n apropiada de las soluciones WKB 
de (8.3.3), 

R (r) = e
iOI 

{eiao(r)/Ii _ e-iao(r)/Ii} = ~ eiOI sen uo(r) 
kt 2ikr kr h 

(21.5.9a) 

donde 

uo(r) = lr 
dr' J2m(E - Vi(r'); E = h2k2/2m 

ro 
(21.5.9b) 

y Vi (r) = V (r) + h 2l (l + 1) /2mr2 es el potencial efectivo. Escogemos ro = 

Jl(l + l)/k, el punto a partir del cual el movimiento clasico de una particula 

libre es posible; tenemos que, para una particula libre, u~O) es 

U~O) = iT dr' Jk2 -l(l + 1)/r,2 :::' kr _ Jrl + Jr l - Jl(l + 1) . 
h r-'>oo 2 2 ro 

Identificando (21.5.9) con (16.3.8) obtenemos entonces el desfase WKB: 

bi'KB(k) = lim (uo(r) _ u~O) (r) _ Jr l - Jl(l + 1) ) , 
r-'>oo h h 2 

esto es, 

bWKB(k) = 100 

dr { k2 _ 2V(r) _ l(l + 1) _ J k2 _ l(l + 1) } 
I h2 r2 r2 

TO 

- ~ ( Jl(l + 1) - l - ~). 
(21.5.10) 
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Esta expresion toma una forma particularmente sencilla cuando ro , l son 
grandes, que es cuando esperamos que la aproximacion semiclasica funcione. 
Si V(r) decrece en el infinito mas rapidamente que 1/r y es menos singular en 
el origen que 1/ r2, podemos desarrollar (21.5.10) y obtener 

OWK B(k) ~ _ m 100 

dr rV(r) 
I - Ji2 ro [k2r2 _ l (l + 1)]1/2 

(21.5.11 ) 

y el error cometido se anula para ro --> 00, l --> 00 . 

21.6 . Aproximacion de Born. Serie de Born 

En pocos casos puede resolverse exactamente la ecuacion de Schrodinger y, 
por 10 tanto, raramente se tendra una expresion exact a para la amplitud de 
dispersion , f. Hay, sin embargo, la posiblidad de obtener f en teorfa de pertur
baciones en la intensidad de la interaccion. En esta seccion damos una primera 
discusion, bastante superficial, del tema; en el capitulo proximo 10 veremos con 
mas rigor y detalle. 

Para escribir la serie perturbativa (serie de Born) comenzamos por re
escribir la funcion de onda de un estado de colision (21.4.2) como 

(21.6.1a) 

donde, como antes, Jik = p , Jikf = Pf son los vectores numero de ondas antes 
y despues de la colision, y 

(21.6.1b) 

La funcion 1f;t es solucion de la ecuacion de Schrodinger 

(21.6 .2) 

E = Ji2k2/2m , flo = -(Ji2/2m)b.. es el hamiltoniano libre y hemos introducido 
una constante A en la interaccion para hacer el desarrollo en potencias de A. 
Sustituyendo (21.6.1) en (21.6.2) y teniendo en cuenta que 1f;Ok es solucion de 
la ecuacion de Schrodinger libre3 

nos queda una ecuacion para x: 

( -2: b.. - E) X = _AV(r) eikr 
- AV(r)x- (21.6.3) 

3 La energfa aquf es la misma que en (21.6.2) debido a que la energfa se conserva. 
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Esta ecuacion es exacta. Si A fuese cero, tambien X 10 seria; luego X es de orden 
A. Podemos desarrollar en potencias de A y escribir 

(21.6.4) 

E l primer termino, AX(1) == XB es la llamada aproximacion de Born. Susti
tuyendo (21.6.4) en (21.6.3) y trabajando a orden A nos queda la ecuacion 
para XB, 

( - 2~ ~ - E) XB = _AV(r)eikr
. (21.6.5) 

La condicion para que esto sea una buena aproximacion es que, en la region 
en la que el potencial es apreciable, IV XB 1 « IV I· 

Para resolver (21.6.5), comenzamos por tomar ellfmite T ---+ 00, de manera 
que podemos sustituir 

XB( r) ---+ fB eikr IT, 
multiplicamos los dos miembros por e- ik Jr e integramos en d3T: obtenemos 

La integral de la derecha puede realizarse par metodos similares a los que 
producen la ecuacion, familiar en la teorfa de funciones de Green, 

pero nosotros daremos simplemente el resultado; en el proximo capitulo pre
sentaremos una deduccion alternativa, y mas rigurosa, en particular de la 
aproximacion de Born. Tenemos, 

(21.6.6) 

con 10 que la amplitud de colision en la aproximacion de Born, fB' resulta ser 

(21.6.7) 

fB es la transformada de Fourier del potencial (salvo una constante). En 
(21.6.7) ej , rPj son los angulos polares de k j . 

Esta formula (21.6.7) nos sugiere la notacion (en general, no solo en la 
aproximacion de Born) 

f(k ---+ k j ) 

para la amplitud de dispersion. En efecto, si una partfcula ha sido detectada 
en r, a gran distancia del blanco, su momento despues de la colision, hkj, ha 
de haber sido paralelo a r: f es, salvo constantes, la amplitud de probabilidad 
de que una partfcula con momenta inicial hk tenga momenta hkj despues de 
haber sido dispersada. 
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Volvamos a la ecuacion (21.6.3). Escribiendola como 

(flo - E + AV)X = - AV7/JOk , 

vemos que una solucion formal de ella es, obviamente, 

A 1 
X = -(Ho - E + AV)- AV'tPOk. 

Desarrollando en potencias de A obtenemos la serie de Born, 

1 00 ( l)n 
X = A 2.:= AV A AV7/JOk· 

E - Ho n=O E - Ho 
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(21.6.8) 

Esta serie es formal; el inverso (E - flO)-l es singular y no esta definido. En la 
seccion 22.1 veremos que hay que definirlo como ellfmite de (E - flo + iE)-l 
cuando E > 0, E -> O. 

Cuando E -> 00, cada termino en (20.6.8) es de orden 1/ E con respecto 
al anterior. Por tanto, 

1 
X -> A AV7/JOk. 

E-->oo E - Ho 

Esta ecuacion es equivalente a (21.6.5) y nos muestra que, a gran energfa, la 
amplitud de dispersion tiende a la aproximacion de Born,4 

f(k; B, ¢) -> fB(k; B, ¢). 
E-->oo 

21. 7 . Dispersi6n por un pozo esferico constante. 
Longitud de difusi6n. Resonancias. 
Teorema del alcance efectivo 

(21.6.9) 

Como un ejemplo importante y sencillo, consideramos la dispersion por un 
pozo esferico constante: 

V(r) = {-a, r < L 
0, r::::: L. 

Aunque el problema puede resolverse para cualquier onda sin excesiva dificultad 
utilizando los resultados de la seccion 16.4, solo consideraremos en detalle el 
caso l = 0 (onda S). De (16.2.7) para l = 0 (ver tambien (6.5.11)) tenemos 

s; (k) ka + k tan kL tan kaL 
cot uo = , 

k tan kaL - ka tan kL 

k =V2mE k = Jr:::-2m-("-:;::E::-+-a~) 
n ' an' 

(21.7.1) 

4 En medmica cwintica no relativista; esto no es cierto en teoria relativista debido a 
la posibilidad de crear particulas, que estamos ignorando. 
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Escribimos 
1 

fo(k) = k(cot60(k) - i) 

De (21.7.1) obtenemos que, para k -* 0, 

1 
k cot 60 (k) -* -, 

k....,O aD 

n L..;2ffia 
tan n 

ao = --y'-=2=m='=a--

(21.7.2) 

-L. (21.7.3) 

A aD se Ie llama longitud de difusi6n en onda S y, de (21.7.2), result a que 

fo(k) -* ao· 
k --> O 

(21.7.4) 

Un calculo similar para las demas ondas nos dice que las amplitudes it (k) con 
l > 0 se anulan para k -* O. Por tanto, 

En la sec cion 6.9 vimos que el pozo solo producfa estados ligados si 

L 
7rn 

> . 
- 2J2ma 

(21.7.5) 

Cuando se tiene igualdad hay un est ado ligado justo a k = o. De (21. 7.3) resulta 
que la longitud de difusion se hace infinita. Esto es una propiedad general de 
cualquier potencial; si hay un estado ligado a E = 0, la longitud de difusion se 
hace infinita. 

Si disminuimos L por debajo de la cot a (21.7.5), esto es, si 

L..;2ffia 7r 

n < "2' 
no hay est ado ligado. Sin embargo, este se convierte en un estado que se llama 
metastable 0 resonancia, que se encuentra a una energfa ER > O. Esta energfa 
E R viene dada por la condicion 

(21.7.6a) 

por tanto, cot 60(kR ) = 0 y, de (21.7.1), 

kaR 
kR = - tan kRL tan kaRL, 

J2m(ER + a) 
kaR = -'-----'-----

n (21.7.6b) 

En la vecindad de kR , y desarrollando en la diferencia E - E R, 

- d60(kR )/dER 
kcot60(k) ~ kcot60(kR)+(E-ER)kR 26 (k) = -kR6b(kR)(E-ER). 

sen 0 R 



DISPERSION DE PARTICULAS EN MECANICA CUANTICA 301 

En consecuencia, 

1 
fo (k ) E;ER (ER. - E)kROb(kR.) - ikR. 

(21.7.7a) 

y hemos definido 
2 

r == ob(kR.) . 
(21. 7. 7b) 

Notese que, de (21.7.1), resulta que r es positiva. La expresion (21.7.7) se 
conoce como formula de Breit~Wigner para colisiones resonantes, y r es la 
anchura de la resonancia. La seccion eficaz (en onda S) , proporcional a ifo(k W, 
alcanza su maximo en k = kR. Y la anchura del maximo es r . Es posible 
demostrar que esto corresponde a un estado metastable de vida media T = ti/ r. 

Una demostracion rigurosa de estas afirmaciones se sale del marco de este 
texto; ver por ejemplo el tratado de Goldberger y Watson (1965) . Una indi
cacion heuristica se encuentra si asignamos la energia compleja E = ER. - ir /2 
al estado metastable. La evolucion temporal de un estado con esta energia es 

7fJe C'-' exp ( -k Et) , 
con 10 que 

i7fJei C'-' e~rtln. 

como cOITesponde a un estado que se desintegra. 
Aunque las fo rmulas (21. 7.7) las hemos deducido para un pozo esferico 

constante, su validez es general para cualquier potencial de corto alcance. Para 
estos potenciales de corto alcance tenemos una serie de resultados , que enun
ciamos sin demostracion (para el caso de un pozo cuadrado, ver los problemas 
P .21.2 y P.21.3) . 

TEOREMA 1. Para todo potencial de alcance finito, 
. 2l 

f l( k) :::: alk , 
k->O 

(21. 7.8) 

Y al, conocida como la longitud de difusion en onda I, es finita salvo que haya 
un estado ligado en onda I a E = 0 (algunos text os definen al con el signo 
opuesto). 

TEOREMA 2. (Teorema del alcance efectivo). Para todo potencial de alcance 
finito, y si no hay estado ligado a energia cero, la funcion k2l+l cot Ol (k) se 
puede escribir como 

(21. 7.9) 

El desarrollo es convergente para k pequeno. 

TEOREMA 3. (Conexion de estados ligados/resonancias con polos). Conside
radas como funcion de la variable compleja z, las amplitudes h (z) tienen polos 
cuando el potencial tiene estados ligados en los puntos z = Zn = ti ~ 1 V2mEn, 
con En la energia del estado ligado n. Si hay una resonancia, el polo esta en la 
segunda hoja de Riemann, en el valor de la energia E = ER. + ir/2. 
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E.J ERCIClO: Comprobar los tres teoremas para un pozo esferico constante • 

21.8 . Dispersion por un potencial coulombiano 

El potencial coulombiano es de largo alcance; la condie ion limr->oo rV(r) = 0 
no se satisface para el y, por tanto, los desarrollos realizados hast a ahora no 
sirven para este potencial. Afortunadamente, el problema de dispersion por 
un potencial coulombiano es de los pocos que pueden resolverse exactamente. 
Nosotros 10 haremos de dos maneras; en primer lugar , considerando un poten
cial apantallado. Despues pasaremos al caso sin apantallar. 

21.8 .1. Dispersion por un potencial coulombiano apantallado 

El metoda del potencial apantallado se basa en que, en muchos casos, la 
dispersion no se realiza por cargas electricas totalmente aisladas; dado, por 
ejemplo, un proton razonablemente aislado, casi siempre hay, a una cierta dis
tancia, un electron que compensa su carga. Esto 10 simularemos con un modelo 
crudo reemplazando el potencial de Coulomb, Vc(r) = el e2/r , por el potencial 
apantallad05 VL (T) , 

(21.8.1) 

Suponemos que la distancia de apantallamiento, L, es muy grande en com
paracion con las dimensiones del problema coulombiano, ao y l /k. Este poten
cial VL es manifiestamente de alcance finito y, por t anto, to do el aparato que 
hemos desarrollado es valido. 

Cuando r es muy grande, pero T < L, VL coincide con Vc; por tanto, el 
calculo de la sec. 17.3 es valido y tenemos, para las funciones radiales, 

R
L() rv i<Pl sen(kT+(a/aok)log2kT-l7r/2+ol) 
k l r - e . 

ao«r<L kr 
(21.8.2) 

Hemos definido, como en 17.3, a = + 1 si el potencial es atractivo y - 1 si es 
repulsivo, ao = h/mJele2J, y m es la masa reducida . <p es una fase a determinar 
y, finalmente , Ol = argr(l + 1 - ia /ao k). Para T > L, segun la teoria general, 
tenemos 

L 

R L ( ) _ i8{" sen(kr - l7r /2 + 0l ) 
kl r - e k ' r > L. 

T 

Empalmandola con (21.8.2) a r = L nos queda que 

L a L 
Ol = Ol + -k log2kL, <Pl = Ol . 

ao 

(21.8.3a) 

(21.8.3b) 

5 Este apantallamiento es, efectivamente, muy crudo; algo mas realista serfa utilizar el 
potencial Vc,dr) = e- r/ Lele2/r . Sin embargo, nosotros trabajaremos de momenta 
con (21.8 .1 ) par su sencillez. 
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Utilizando ahora (21.5.3) obtenemos las amplitudes en ondas parciales, 

fL(k) = _1 (e2iO/' - 1) 
. I 2ik 

Y la amplitud de colision, fL(k;e) = I:(2l + l)Pl(cose)N, es 

1 00 .L 1 00 

fL(k;e) = 2ik I:(2l + 1)Pl(COSe)e2JOl - 2ik I: (2 l + l)Pl(cos e). (21.8.3c) 
l=O l=O 

Vamos a realizar el dJculo para e i= 0; el punto e = 0 es singular , en ellimite 
de gran L , como veremos despues. Ahora bien: para e i= 0, cos e i= 1 Y se tiene 
(problema P.21.8) 

00 

I:(2l + l)Pl(cose) = 0, cose i= 1. 
l=O 

Por tanto, y sustituyendo ya el valor de cSf, 

fL(k;e) = eif3 2~k I=(2l + 1)Pt(cose)e2i01 , 
l=O 

2a 
j3 = - log 2kL. 

aok 

Hemos encontrado que, salvo la fase global eif3 , h (k; e) coincide con 10 que 
hubieramos obtenido sustituyendo ingenuamente cSl = arg r(l + 1 - ia / aok) 
en las formulas de las secciones anteriores. Definimos segun esto la amplitud 
Coulombiana, f c( k; e), como fL, pero sin la fase eif3 . Tenemos pues 

1 ~ r(l + 1 - ia /aok) 
f c(k; e) = 2ik L(2l + l)Pl(cose) r(l + 1 + ia/aok) , 

l=O 
(21.8.4) 

y hemos escrito 
2io r(l + 1 - ia/aok) e 1= . 

r(l + 1 + ia/aok) 

la suma en (21.8.4) puede realizarse explicitamente (vel' el problema P.21.7). 
El result ado es, 

fc(k' e) = _a_ (1- cos e )iO-;aOk-l r(l- ia/aok) 
, 2k2ao 2 r(l + ia/aok) 

a e2i60 exp (2ia log sen ~ ) , 

2k2 2 e aok 2 
aosen "2 

l'esultado que es singular para e = 0, como anunciabamos. 
La seccion eficaz que se sigue de (21.8.5), 

da 
dQ 

1 

(21.8.5) 

(21.8.6) 
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tiene la curiosa propiedad de coincidir con la seccion eficaz sin apantallamiento, 
con la seccion eficaz ciasica (formula de Rutherford) y con la seccion eficaz 
calculada en la aproximacion de Born. En efecto, en esta, 

0" 
fCB( k;e) = 2 2 / . , 2aok sen e 2 

(21.8.7) 

E J ERCIC IO: Demostrar (21.8.7) . Para evaluar una integral singular, t6mese el 
potencial apantallado Ve ,dr) = e-rILele2/r y ellimite L -> 00 despues de 
evaluada la integral • 

Para e = 0 la seccion eficaz es infinita; tambien 10 es la seccion eficaz total. 
Esto esta relacionado con la llamada catastrofe infrarroja, de 10 que veremos 
mas en la seccion 23.1. Fisicamente, este infinito es aceptable; como vimos en 
la seccion 21.2, la seccion eficaz a e = 0 no es medible , experimentalmente. 

21.8.2. Solucion exact a de la dispersion coulombiana 

Como hemos comentado, el problema de la dispersion coulombiana puede 
resolverse exactamente. Segun la ecuacion (17.3.11), la funcion de onda con 
simetria cilindrica alrededor del eje 0 Z y correspondiente a momento bien 
definido asintoticamente, es 

'lj!+( r) = C r(l - iO" /ao k) e7ru/2aokeikr M (iO" 1 ·(kr - kr)) 
k (2n)3/2 aok' ,1 . 

A gran r, utilizando las propiedades asintoticas de las funciones de Kummer 
(Apendice IV) y ajustando de forma apropiada la constante C, tenemos 

'lj!+(r) ~ expi {kr -~ log(kr - kr)} 
k '/"-+00 aok 

+ fdk; e) exp i {kr + ~ log 2kr} . 
r aok 

(21.8.8) 

e = L (k , r) y f c es la dada en (21.8.5). El alcance infinito del potencial 
coulombiano es patente en que la interaccion distorsiona no solo la onda 
esferica saliente (el factor exp i(0"/aok)log2kr en el segundo termino en el 
miembro de la derecha de (21.8.8)) sino tambien la onda plana, que ya no 
es tan plana, tambien con un termino logaritmi co, que puede escribirse como 
exp( - iO" / aok) 10g[kT(1 - cos e)] . Sin embargo, estos terminos resultan bastante 
inofensivos. Debido a 10 lentamente variable dellogaritmo, los valores tanto de 
la corriente dispersada, que se calcula con el segundo termino del miembro de la 
derecha en (21.8.8), como de la incidente (que se calcula con el primero) tienen 
el mismo valor que si no hubiese terminos logaritmicos, es decir , 10 mismo que 
se obtendria con 

0/'+ () ikr f e ikT 
'f' k cfect ivo r = e + - e . , r 

por tanto, la seccion eficaz, tambien en este calculo sin apantallamiento, viene 
dada por (21.8.6). 
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21.9 . Nota sobre colisiones de particulas identicas 

En todos los desarrollos anteriores hemos supuesto que las partfculas que coli
sionaban eran distinguibles. Si fuesen identicas, la funci6n (21.4.2) no tendria 
las propiedades de simetria apropiadas. Si denotamos con los indices 1, 2 a las 
particulas que colisionamos, el intercambio 1 +-4 2 es equivalente, en el c. m. , a 
intercambiar 

¢ +-4 1f + ¢, e +-4 1f - e; 
esto es evidente si nos referimos a la fig. 21.3.1b. Por tanto, hay que sustituir 
(21.4.2) por 

1 . . e ip,. /n 
1j;+(r) ~ - ( eIPz/n. + TJe - IPz/ r,) + -- !sim, 

" '--> 00 V2f T 

f
. _ !(k;e, ¢)+ TJ!(k ;1f-e, 1f+ ¢) 

slm - . "'" . v2! 

(21.9 .1a) 

Para bosones, TJ = 1; para fermiones, TJ = -1. Hemos tomado p a lo largo 
del eje OZ. Repitiendo calculos anteriores, obtenemos la secci6n eficaz, para 
particulas identicas (formula de Mott), 

dac .m . ( ) 2 dD = I!(k; e, ¢) + TJ! k; 1f - e, 1f + ¢ I . (21.9.1b) 

N6tese que la expresi6n de la secci6n eficaz total tambien cambia; los angulos 
e, ¢ y 1f - e y 1f + ¢ representan situaciones identicas. Por tanto, para no contar 
doble , debemos escribir 

1 r27r /+1 dO' 
atot = 2! J

o 
d¢ - 1 dcose d~n. (21.9.2) 

Finalmente, el desarrollo en ondas parciales es 

2 
j'irn = k L (2l + 1)pz(coSe)sen6zei

,\ 

Z=par/impar 

(21.9.3) 

con l = par para bosones y l = impar para fermiones. 
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PROBLEMAS 

P.21.1. Hallar el desperdigamiento de los electrones en un televisor. Supongase que 
la distancia recorrida es de 10 cm, la energia de 100 eV, y la colimacion inicial de 0.1 
mm. 

P.21.2. Al describir un proceso de dispersion diciendo el lugar al que llega la 
particula dispersada, r , 0 el vector de ondas con que llega, kj , est amos en aparente 
contradiccion con el principio de incertidumbre de Heisenberg que nos dice que 
i1ri1kj ~ ~ . Comprobar que, con las condiciones practicas de deteccion de particulas 
dispersadas esto no representa un problema 

SoIuci6n. Consideremos el caso muy desfavorable de un electron. El error i1r tipico, 
par ejemplo de una emulsion, es del orden del t amano de unas cuantas moleculas; 
digamos, i1r ~ 10- 6 cm. Entonces, con E j = n?kJ/2m, 

luego 
i1Ej 10- 2 

EjJEj(eV) , 

E j (e V) la energia del electron en electronvolt ios. Incluso para energfas de un solo e V , 
i1Ej /Ej ~ 1 %. 

P.21.3. Demostrar , para el pozo esferico, que Jl(k) ~ k 21 0.1 . Calcular las 0.1· 

P .21.4. Calculese Jl(k) para 1 --> 00 para un potencial de Yukawa, 

SoIuci6n. para I --> 00 vale la aproximacion semiclasica. Por tanto, de (21.5.11) , 

-mg 100 e - br _mge- b1lk 100 e- (b1 l k) x o (k) ~ -- dr ~ dx ---r====:= 
I 1-':-00 1i,2 Il k Jk2r2 -[2 - 1i,2k 0 Jx(x + 2) 

_ -mg J 7r - bIlk . 
- 1i,2 2bkl e , 

est a formula vale para I » kb- 1. El resultado 01 ~ e - b1lk es, de hecho, valida para 
cualquier potencial de corto alcance. 

P.21.5. (Cota de Froissart) Utilizando el resultado del problema anterior , calcu
lese, para un potencial de Yukawa, una cota para O"tot(k) para gran k. 

SoIuci6n. Se tiene 
47r ~ 2 

O"tot(k) = k2 ~(21 + l )sen 01. 

1=0 

Evidentemente, sen2 01 ::; 1 luego, para cualquier n , 
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Tomando n » k / b, por el resultado del problema anterior , 

00 2 2 
47r 47r """' m 9 7r -2bl/ k 

O"tot(k) :::; k 2 n(n + 2) + k 2 L (2 Z + 1)----,;:t 2kbZ e . 
l=n+1 

Escogiendo n = kb- 1 log kb- 1
, el segundo termino tiende a cero, a gran k, y nos queda 

Esta cota (cota de Froissart) tiene validez para cualquier interaccion de alcance b -1 . 

Para b- 1 
rv 1 fm , la cota da (0. 1) (barn) log2 k / b. Experimentalmente, la seccion 

eficaz proton-neutron es de unos 0.06 barn; la cota es razonablente ajustad a . 

P.21.6 . (Dispersion par es tados Jigados) . Considerese un conjunto de particulas , 
a = 1, . . . , n que foman un estado ligado con funcion de ond a 'Ij;( r 1, ... , r n) . La 
interaccion con un proyectil , situado en r, se hace a traves de un potencial suma de 
los Va(lr - ral). Calcular la amplitud de dispersion f(k --> k r) del proyectil con el 
racimo de particulas, en la aproximacion de Born, en funcion de la interaccion del 
p royectil con cada una de las particulas. Para evitar problemas con los sistemas de 
referencia, supongase que las particulas del blanco son mucho mas pesadas que el 
proyectil. 

SoIll cion. El potencia l creado por el racimo de particulas en el punta r es 

V(r ) = L J d3 r1 . .. d3r n 1'Ij;(r 1, ... , rn )1
2
Va(l r - r al)· 

a 

De (21.6 .7) , 

fB(k --> kf) = 2~:2 L J d3r J d3r1 ... d3rnei(k- kJ)Va(l r - r a l)I'Ij;( r1 , ... , r n)12 
a 

Si denotamos las ampli tudes individuales por faB(k --> k f ), 

-m J 3 '( k k ) faB(k-->kf) = --2 d re' - J Va(r ), 
27rn 

tenemos 

P21.7. Demostrar (21.8.5). 

Soi II cion. la formula a demostrar es 

r(l - TJ )TJ 1+1 
dx (1 - x ) 7)-1 P (x) = r(l + 1 - TJ) . 

2r(1+TJ) - 1 2 I r( l+l+TJ) 
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Cambiando de variable, (1 - x) /2 = z y con operaciones sencillas, el miembro de la 
izquierda da 

que, efectivamente, coincide con r(l + 1 - TJ)r(1 + 1 + TJ). En el ultimo paso hemos 
utilizado la f6rmula de Euler, 

11 dxx"'(1- xl = r(a. + 1)r({3 + 1)/r(a. + (3 + 2). 

P.21.B. Demostrar que 

00 

I)21 + 1)Pl(x) == S(x) = 20I- 1,+lj(X - 1). 
l=O 

Soluci6n. Tenemos que considerar la integral 

1
+1 

- 1 dx S(x)'P(x) 

para cualquier funci6n "suave", 'P. Consideramos que una funci6n es "suave" si se 
puede desarrollar en polinomios de Legendre. Escribimos, pues , el desarrollo 'P(x) = 
Ll (21+ 1 )Pl (x )'Pl; utilizando las relaciones de ortogonalidad tenemos inmediatamente 

1
+1 

-1 d x S(x)'P(x) = 2 ~(21 + 1)'Pl 

que en efecto coincide con 2'P(1). La demostraci6n de que, para x =1= 1, S(x) = 0 se 
puede hacer t ambien directamente . Se tiene la relaci6n (21 + 1 )Pl = P(+l - P(- l, para 
I :::: 1. Sustituyendo en S, obtenemos 

S(x) = Po + LP(+l - LP(- l = Po - p{ = 0, 
l=l l=l 

siempre que se pueda dar sentido a las sumas (10 que no ocurre para x = 1 ya que la 
suma S(1) = L(21 + 1) es divergente) . 

P.21.9. Calcular la amplitud de difusi6n y secci6n eficaz, en la aproximaci6n de 
Born, para un potencial de Yukawa Vy = -gebT/br 

Soluci6n. 
2mg/1i?b 

IE = 4k2sen28/2 + b2 . 
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Teoria formal de colisiones 

22.1. Ecuaci6n de Lippmann- Schwinger. 
Funci6n de Green. Aproximaci6n iconal 

22.1.1. Ecuacion de Lippmann-Schwinger 

Recordamos que, en un proceso de dispersion , la funcion de ondas tiene un 
comportamiento a grandes distancias dado por (21.6.1) . Reescribimos esto 
ahora en la forma 

7/1~ (r) = 7/lOk (r) + X + , 
eik-r 

7/lok(r ) = eikr , X+ c:::: f (k;B,<p)-. 
T------+ OO r 

7/1~ es la solucion exact a de la ecuacion de Schrodinger, -

(22.1.1a) 

(22.1.1b) 

(22.1.1c) 

Para deducir las ecuaciones de Lippmann- Schwinger es conveniente tra
bajar con el formalismo de Dirac; en efecto, estas ecuaciones son vaJidas para 
estados de dispersion incluso en casos como colisiones inel<isticas en los que el 
formalismo de funciones de onda no es apropiado. Sea pues 17/1+) el estado de 
dispersion al que , en el caso elastico, corresponderia la funcion de onda 7/1~ (r ) ; 
tenemos las ecuaciones de Schrodinger, 

(22.1.2) 

y la libre, 
(22 .1.3) 

La normalizacion la escogemos tal que la funcion de onda de I7/lOk) sea eikr . 
Finalmente, definimos Ix+) por 

(22. 1.4) 

Aiiadiendo a (22.1.2) un termino (Ek - Ho)I 'tfOk), nulo debido a (22.1.3), y 
reemplazando Ek por limc-to Ek + iE, con E > 0, tenemos 

<>0 <> 0 
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Como veremos, el escoger E > 0 es esencial para obtener la condicion de con
tomo correcta . Multiplicando ahora los dos miembros por el inverso , 

que est a perfectamente definido mientras E no se anule , obtenemos la ecuaci6n 
de Lippmann- Schwinger, 

+ . 1 ' + 
I'l/Jk ) = l'l/JOk ) + hm '. VI 'l/Jk)· :;;g Ek - Ho + 1E 

Aveces escribiremos este limite de manera simbolica como 

+ 1 , + 
I'l/Jk ) = l'l/JOk ) + '. VI 'l/Jk ) · 

Ek - Ho + 10 

22.l.2. La ecuacion de Lippmann- Schwinger en el formalismo 
de funciones de onda; funcion de Green y condiciones 
de contorno 

(22 .l.5a) 

(22 .l.5b) 

Que (22.l.5) implica la ecuacion de Schrodinger es evidente; falt a por de
mostrar que las I 'l/J~ ) solucion de (22.l.5) corresponden a funciones de onda 
que satisfacen la condicion de contomo (22.l. b) , apropiada para est ados de 
colision , en el caso elastico. P asamos a hacerlo. 

Mult iplicando (22.l.5) por la izquierda por (rl, tenemos 

1 ' 
'l/J~ ( r) = (r l'l/J~ ) = 'l/Jok (r) + lim (r l '. VI 'l/J~ ) · 

Ek - Ho + 1E 

El calculo del ultimo termino de la derecha es algo la toso. Escribimos 

(rl : . VI'l/J~ ) = J d3p' (rl 1, . Ip' ) (p'iVl 'l/J~ ) · 
Ek - Ho + 1E Ek - Ho + 1E 

Ahora bien , Hol p' ) = (p ,2/2m)l p' ), luego 

Ek - ~o + iE Ip' ) = Ek - p'2~2m + iE Ip' ) 

luego, en terminos de k' = p' /Ii y recordando el valor de Ek , 

(r l : . VI 'l/J~ ) = 2mli J d3
k' k 2 :'2 . (r l p' )(p' iVl'l/J~ ) · 

Ek - Ho + 1E - + 1E 

Finalmente, utilizamos que 

para obtener 
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Sustituyendo, obtenemos la ecuacion de Lippmann- Schwinger en el formalismo 
de funciones de onda: 

+ ( ) _ () n. 3 I 3 J ( I) + (I) ( ) 2m -t. J e ik' (r- r ') 

'l/Jk r - 'l/JOk r + -( n)3 hm d k d 7 k2 k 2 . V r 'l/Jk r . 22.1.6 27r ~ <- 0 - I + I f 
<>0 

La integral en d3 k' se puede hacer explicitamente (problema P.22.3): 

1 J eik'(r-r') - 1 eiklr-r'l 
G+ r - rl == lim -- d3 k' = -

k ( ) <-0 (27r)3 k2 - kl2 + if 47r Ir - r/l 
<>0 

(22 .1.7) 

A G~ se Ie llama fun cian de Green. 1 La forma (22 .1. 7) depende esenciaimente 
de haber definido 1/(k2 - k'2 + if) con f > 0; de haber hecho otra eleccion, 
(22.1. 7) hubiera cambiado y no habrfamos encontrado la condicion de contorno 
correct a, como comprobaremos pronto. 

Sustituyendo (22.1.7) en (22.1.6) tenemos la ecuacion integral explicita 

'l/J~(r) = eikr + :r:: J d3r' G~(r - r/)V(r/) 'l/J~(r/). (22.1.8) 

Para comprobar que 'l/J~(r) obedece la condicion de contorno correcta, tomamos 
ellimite de (22.1.8) para r grande. Si consideramos que el potencial es de corto 
alcance, el valor de r.l en la integral en (22.1.8) puede considerarse acotado, es 
decir, podemos considerar r'/r pequeno; escribimos entonces, 

iklr- r 'l 1 
e = _ e ikr - ikrr' /1' + 0(1/r2 ). 

Ir - r' l T 
Ir - r/l = r - rrl /r + O(l/T), 

Sustituyendo esto en la forma explfcita de G~, la ec. (22.1.8) nos da 

(22.1.9) 

que, efectivamente, es de la forma (22. 1.1) con 

1 Efectivamente, Gt es la solucion de (.6. + k2)Gt (r - r') o(r - r') , como se 
comprueba facilmente transformando Fourier. 
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22.1.3. Aproximacion de Born; aproximacion iconal 

Consideramos ahora el vector k J = kr/r; la amplitud de dispersion , en la 
notacion f(k ----t k J) se escribe, de (22. 1.10) , como 

f(k ----t k J) = - m 2 Jd3reikf rv(r) 7j;~( r) , 
27rn 

(22.1.11) 

y hem os cambiado el nombre de la variable de integracion a d3r. Esta expresion 
es muy util en caJculos aproximados. Por ejemplo, para hallar la aproximacion 
de Born basta sustituir en (22.1.11) 7j;~ por su expresion a orden cero, 7j;Ok, 
con 10 que tenemos 

que, efectivamente, coincide con (21.6.7), que queda as! demostrada. 
Otra aproximacion sencilla de encontrar con (22.1.11) es la semicla,sica, 

directamente para amplitudes de dispersion. En t res dimensiones podemos es
cribir la accion clasica, calculada a 10 largo de la trayectoria clasica, como 

por tanto, la funcion de onda en la aproximacion semiclasica WKB la podemos 
escribir como 

+ () _ ikro i f·r ( ') 7j;wKB r - e exp - dt P el r n ro 
(22.l. 12) 

(comparar con (8.3.3)). Hemos tomado las constantes arbitrarias en la ex
presion WKB de manera que, cuando ponemos la interaccion acero, recobre
mos una onda plana, 7j;ok(r) = eikro, y k == p cI(ro)/n es el vector numero de 
ondas inicial. En (22 .1. 12) tomamos ro de manera que este fuera de la region 
donde hay interaccion apreciable; y 10 mismo con r , ver fig. 22.1.1. 

Seg{m (22.1.11), la amplitud de dispersion correspondiente a (22.l.12) sera 

Esta aproximacion, a este orden y, en especial, para pequeiios angulos, suele lla
marse aproximaci6n iconal; en optic a cOlTesponde a la aproximacion de optica 
geometrica. 

Mas detalles sobre las aproximaciones iconal, de Born, etc. , y, en general, 
sobre teoria de colisiones, puede verse en el tratado de Goldberger y Watson 
(1965) . 
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FIGURA 21.1.1. Trayectori a. Area sombreada: region en la que la 
interaccion es apreciable . 

22.1.4. Otras ecuaciones del tipo Lippmann- Schwinger ; 
soluciones 

313 

Ademas de los estados I'l/Jt) son ut iles para ciertos problemas los I'l/Jk" ) , 
definidos por 

(22 .1.14a) 

E J ERCICIO : Demostrar que, a gran T, las funciones de onda correspondientes 
a soluciones de (22.1.14) son 

- ikr 

'lj; l:. (r ) c:= eikc + f* (k;B, r/J)_e_ , 
r ---+CXJ r 

(22.1.14b) 

esto es, una onda plana mas una esferica colapsando hacia el origen • 
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EJERCTC!O: Demoo;trar que 'lj;k( r) = {'Ij;~k(r)}* • 

Damos ahora dos soluciones a las ecuaciones de tipo Lippmann- Schwinger. La 
primera es iterativa, y nos proporciona la definicion precisa de la serie de Born 
que ya vimos en (21.6.8). Iterando (22.1.5) 0 (22.1.14), 

(22.1.15) 

La segunda solucion es formal. De (22.1.5), multiplicando por E k - iI + if 
y reagrupando, 

luego 

i'tPt ) = lim If, . i'lj;Ok) , 
Ek - H + If 

(22 .1.16) 

que nos relaciona la solucion del problema de la dispersion de particulas con el 
de invert ir el operador iI - E. 

22.2. Estados asint6ticos. Matriz S. 
Amplitud de transici6n 

22.2 .1. Estados asintoticos, matriz S y amplitud de transicion 

En esta seccion vamos a dar una descripcion abstracta de procesos de colis ion 
y una nueva serie de aproximaciones, de gran importancia para aplicaciones, en 
especial para teoria relativista. Consideramos que en un tiempo, que denotamos 
pOI' tl, que haremos tender a -00, muy anterior al t iempo en que tiene lugar la 
interaccion (t '" 0), preparamos un sistema de dos particulas2 con momentos PI 
y P2 Y otros numeros cwinticos (por ejemplo, terceras componentes de espin) 
ai, a2, normalizados a 

El estado inicial sera 
(22.2.1a) 

Dejamos evolucionar al est ado; las particulas interaccionaran y, al cabo del 
tiempo, se volveran a separar. Consideramos un tiempo final t2, muy grande y 
que haremos tender a +00. En este t iempo el estado evolucionado del (22.2.1a) 
sera el 

(22.2 .1b) 

2 El formalismo pucde extenderse facilmente a colisiones de cualquier numero de 
particulas , 0 a desintegraciones . 
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A' 

B 
~ 

FIGURA 22.2.1. La matriz S como una "caja negra" . 

A los estados (22.2.1) , para tl -4 -00, t2 -4 +00 se les llama estados 
asintoticos. 

Dado un estado arbitrario, estado final , 

(22.2.2) 

la amplitud de probabilidad de encontrar el sistema que, en t = tl estaba en 
el estado Ii) en el If), a tiempo t = t2 es , evidentemente, el producto escalar 

(22.2.3) 

Para tl -4 -00, t2 -4 +00 podemos tomar Ii) , If) como libres. Al operador 

S = lim U(t2' tl) 
"1 -- 00 
1,2 _ +(X) 

(22.2.4) 

se Ie conoce por motivos historicos como matriz-S; fue introducido pOI primera 
vez por Wheeler (1937) y Heisenberg (1943). En terminos de este operador las 
amplitudes de probabilidad de transicion i -4 f (22.2.3) son sus elementos de 
matriz , 

(22.2 .5) 

La matriz S actua como una "caj a negra" , que nos lleva de estados incidentes 
a est ados finales (figura 22.2.1); midiendo la probabilidad de obtener determi
nados estados finales podemos deducir 10 que ocurrio en la caja. 
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Esta claro que, si no hubiera interacci6n, se tendrfa3 S = 1. Por otra parte, 
en el proceso de colisi6n se conservan energfa y momento totales. Es por tanto 
util escribir 

S= l+iM, (22.2.6) 

y separar deltas de conservaci6n de energfa y momento definiendo 

(22.2.7) 

con P i,! los momentos inicial, final y Ei,! las energfas inicial, final. T contiene 
la parte no trivial de S (la que depende de la interacci6n) y se la conoce como 
ampii t ud de transici6n. 

Si suponemos que los momentos iniciales no son iguales a los finales (el caso 
Ii) = If) 10 podemos obtener como un limite del anterior) tenemos (iIi) = 0 y 
encontramos la relaci6n 

(iISli) = o(P f - Pi)o(Ej - Ei)T(i --> f). (22.2.8) 

Tenemos ahora que resolver dos cuestiones. En primer lugar , expresar los 
observables, especificamente las secciones eficaces, en terminos de T ; esto 10 ve
remos en la pr6xima secci6n . En segundo lugar, debemos calcular T en terminos 
de la interacci6n, 10 que veremos a continuaci6n. 

Consideramos el hamiltoniano del sistema, que suponemos dado en la ima
gen de Schrodinger, 

Ho es el hamiltoniano libre y HIla interacci6n, que coincide con el potencial 
si la interacci6n viene dada por un potencial. En la imagen de Dirac (sec. 9.5) 
el operador evoluci6n temporal UD (t 2 , td viene dado por (9.5.12). Por tanto, 
en esta imagen , 

. J+oo 
SD = Texp ~l -00 dt HDJ(t) ; 

(22.2.9) 
HDJ(t) = eihHot/h HJe - ihHot/h . 

Los estados Ii), If) podemos suponerlos en la imagen de Dirac, 0 la de 
Schrodinger, segun sea mas c6modo. En efecto, al ser libres, la ecuaci6n (9.5.7) 
nos dice que no dependen del tiempo. Las dos imagenes coinciden a t = 0, 
luego podemos suponer que Ii), If) estan en la imagen de Dirac, 0 en la de 
Schrodinger a tiempo fijo t = O. Suprimiendo el fndice D en Ii), If) tenemos 
pues 

(22.2.10) 

10 que, en principio, nos resuelve el calculo de la matriz-S en terminos de la 
interacci6n a cualquier orden de aproximaci6n deseado. 

3 Esto no es estrictamente cierto; S podria ser una fase. Ajustamos la fase arbitraria 
de los estados (22.2.1,2) de forma que esta fase sea la unidad. 
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22 .2.2. Conexion con la amplitud de dispersion 
para el caso de dos partfculas 
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Consideramos ahora el caso de colisiones elasticas de dos particulas sin espin 
de manera que 

Trabajaremos ademas en la "aproximaci6n de Born", esto es, escribimos 

. 1+= . 1+= 
Texp ~1 _= dtiIDI(t)::= 1- k _= dtiIDI(t). 

Tenemos pues, suponiendo a 11), Ii) ortogonales, y con iII = V, 

= ~i 1:= dt(p~,p;lei(E;+E;)t/nVe-i(EdE2)/nlp1,p2) 
- i " 

= h 27rM(Ef - Ei)(p~, p~lVlp1 ' P2 ) 

J 
e- irlP; /n- ir2P; /n eirlPl /n+ir2P2/n 

= -2im) (Ef - E i ) d3r1d3r2 (27rn)3 V(r1 - r 2) (27rn)3 

donde 
pi p2 

E.i =E1 +E2 = __ + _2_ 
2m1 2m2 

,2 ,2 

E E ' E' P 1 P 2 f= 1+ 2=--+--
2m1 2m2 

y ma son las masas de las particulas que colisionan. Utilizamos ahora las co
ordenadas del centro de masas, 

R = ml r 1 + m2r 2 
m1 +m2 ' 

y los momentos 
P i = PI + P2 , P f = p~ + p~. 

En terminos de ellos, las variables se separan y tenemos 

" -27ri 
UISli)B = (27rn)6 8(Ef - E i ) 

J d3Rd3 i(Pi-p/)/n V( ) . m2P1 - m1P2 - m2p~ + m1P; 
x r e r exp 1 ( ) r 

11, m1 + m2 
-27ri 

= (27rn)3 8(Ef - E.i)8(Pi - PJ) 

J d3 V( ) . m2P1 - m1P2 - m2p~ + mlP; 
x r r exp 1 ~( ) r . 

n m1 +m2 
(22.2.11) 
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Esta ecuacion es valida en cualquier sistema de referencia. En el c. m. , P i = 0, 
P I = -P2 == nk, p~ = - P; == nk' y (22.2. 11) se simplifica a 

, - 21f J 3 '(k k ') UIS li)B=iO(Ej -Ei )0(P i - P /)(21fn)3 dTe' - rV(r) (22.2 .12) 

10 que, comparando con (22 .2 .8), nos dice que , en la aproximacion de Born, 

(22.2 .13) 

Este resultado nos permite relacionar T y f ; recordando (2l.6.7) tenemos 

T(i -) f) = _1_ f(k -) k'); 
21fnm 

(22.2.14) 

aunque solo 10 hemos demostrado en la aproximacion de Born es posible com
probar que la relacion (22.2.14) vale a todos los ordenes. Utilizando (22.2.14) y 
(22.l.11) obtenemos tambien una expresion para T en terminos de los estados 
de Lippmann- Schwinger: 

(22.2. 15) 

y recordamos que la normalizacion en el formalismo de Lippmann- Schwinger 
la escogimos tal que 

22 .3. Secciones eficaces en terminos de la matriz S 

La probabilidad de que un sistema inicialmente en el estado Ii) acabe, despues 
de colisionar , en el If) es, segun las reglas de la mecanica cuantica, 

(22.3. 1a) 

De hecho a nosotros nos va a interesar la probabilidad por unidad de tiempo, 
que denotaremos por w(i -) f); si el t iempo que transcurre desde que se prepara 
el sistema hasta que se detectan los resultados es T, 

w(i -) n = W(i -) n . 
T 

(22 .3.1b) 

Si sustit uimos en (22 .3. 1a) (22.2.8) nos encontramos con el resultado, aparente
mente absurdo, de que4 

W(i -) n = [o(P j - P i )]2 [O(E/ - Ei )] IT(i -) nl2 = 00. (22.3.2) 

4 Suponemos que (fli) = O. 
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Por supuesto, esto se debe a que hemos utilizado estados no normalizables; la 
probabilidad por unidad de tiempo es, realmente, 

_ . W(i ----> f) 
w(~ ----> f) = IIil1211fll2 T ' 

que es de la forma 00/00 Los infinitos del denominador se deb en a la norma 
infinita de los estados, y tambien a que, en el limite que estamos trabajando, 
T = t2 - h ----> 00. 

Para resolver este problema tenemos que hacer dos cosas. En primer lugar , 
tomar un tiempo finito en la definicion de w(i ----> f) y ellfmite T ----> 00 despues; 
en segundo lugar , tenemos que reemplazar los est ados no normalizables por 
estados normalizables. 

Con respecto a 10 segundo, un procedimiento riguroso seria formar paquetes 
de onda y dejarlos evolucionar con el .. tiempo; este tipo de discusion puede 
verse en los textos de Gottfried (1966) 0 Goldberger y Watson (1965) . Aqui 
daremos una discusion simplificada, basada en el dJculo explicito que hicimos 
en la subseccion 22.2.2 en la aproximacion de Born. Recordamos pues como 
aparecia alli la delta de conservacion de energia: 10 hacia al integrar en dt la 
expresion exp i(E f - Ei)t/n en los limites de la evolucion temporal, t2 = + 00 

Y tl = -00. Si los dejamos finitos, tenemos que reemplazar 

Por tanto, 

[8(Ef - E i )J2 1 1t2 1 J/2 dt ei(Ef-E; )t/1i 
----> __ dt ei(Ef-E.)t/Ii ___ t--", _____ _ 

T 27rn tl 27rn T 

En el limite T ----> 00 el primer termino en el miembro de la derecha tiende a 
la delta de energias; por 10 tanto, en el segundo podemos poner E f = E i . En 
consecuencia, tenemos (notese la similitud del metodo con el empleado para 
obtener (11.4.13)) 

1 1t2 1 ~t2dtei(Ef-E;)t/1i 
__ dtei(Ef-E,)t/Ii __ .:...t""' _____ _ 

27rn t, 27rn T 

1 T 1 
----> 8(Ef - Ei ) 27rn -:; = 27rn 8(Ef - Ei ) : 

hemos eliminado uno de los infinitos y hemos obtenido que 

(22.3.3) 

Para eliminar el segundo infinito, debemos considerar la probabilidad de 
transicion pOI' unidad de centro dispersor, 

w(i ----> f) = w(i ----> f)/N, 
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con N el numero de centros dispersores: recordemos que, cuando definiamos 
la seccion eficaz en la seccion 21.4, considenibamos una onda plana incidente 
sabre un centro dispersor. Un estado con momento bien definido, Ip) tiene , 
con nuestra normalizacion, la funcion de onda 'l/Jp(r) = (27rn)-3/2 exp ipr I n. 
Podemos sustituir esto por 'l/J~ con 

{ 

eipr//l, 

'l/J~ (r) = (27rn)2 ' r en V 
0, r fuera de V. 

(22.3.4) 

V es un volumen grande, pero finito. El numero de centros dispersores que 
corresponden a 'l/J~ es 

J 3 V 2 V 
N = d r I'l/Jp (r)1 = (27rn)3 ; 

la delta de conservacion de momento se convierte ahora en 

b(P - P ) ----t _1_ r d3re i (P f -P- i) r /Ft 
f t (27rn)3 Jv . 

Con un calculo similar al que utilizamos para eliminar el infinito debido a la 
delta de conservacion de energias tenemos ahora 

d3 i (Pf-P- i) r /Ft V 
1 1 1 J d3re i (Pf-P-i) r / Ft 

----t (27r n )3 v r e (27r n ) 3 "-'---V-I-'--( 2-7r-n )-:C'3--

----tb(Pf-P,,). 

Finalmente, 

(22.3.6) 

Esta es la Hamada regla de platino de Fermi. En el caso en que utilizasemos 
para T la aproximacion de Born, esto se convierte en la regla de oro de Fermi, 

Para hallar la seccion eficaz para dispersion en estados finales con momen
tos en un entorno d3p~, ... , d3p~ de los valores p~ ,. , . , p~ multiplicamos la 
cantidad w(i ----t f) por el numero de estados en este entorno, d3p~ ... d3p~ , Y 
dividimos por la corriente de probabilidad incidente, j: 

do- = w(i ----t f) d3p~ '" d3p~. 
J 
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EJERCICIO: Comprobar que, en el caso de disp ersion elastica, esta definicion 
coincide can la de la sec . 21.4 • 

La corriente relativa es igual al producto de la densidad de particulas por 
unidad de volumen, IVJpl2 = (21fn)-3, multiplicado por la velocidad relativa, 
V12, en el centro de masas . Por tanto, la diferencial de seccion eficaz sent 

(21fn)3 . . 2 3 I 3 I 
da = - -IT(l ~ 1)1 J(Ej - Ei)J(P j - Pi)d PI ... d Pn · 

V12 
(22.3.7a) 

La ecuacion (22.3.7a) es tambien valida para colisiones relativistas; en particu
lar , cuando el proyectil tiene masa cero (como el foton), VI2 = c, la velocidad 
de la luz. En terminos de los momentos, y en el caso no realtivista, 

IPlcml 
VI2 = , 

m 

mIm2 
m = --'---

mi +m2 
(22.3.7b) 

Como una aplicacion concreta de (22.3.7) consideramos las colisiones 
elasticas de dos particulas, If) = Ip~, p;) y calculamos la seccion eficaz diferen
cial, da/d.f?, en el centro de masas. Para ella hay que integrar (22.3.7) a todos 
los momentos finales sujetos a la condicion de que el angulo de p~ y PI sea e, 
es decir 

I 

PIPI =cose 
P~PI 

y que el angulo azimutal de p~, ¢p~, sea ¢. Esto se puede implementar multi
plicando por las deltas de Dirac 

J ~ -cose , (
pip ) 
PIPI 

e integrando sin ninguna limitacion (que ya impondran automaticamente las 
deltas). Tenemos pues, 

da = jdaJ (P~PI _ cos e) J(¢p~ _ ¢) 
d.f? P~PI 

y, sustituyendo (22.3.7), 

La integral I es5 

5 A integrales del tipo de la I se las canace como integrales de espacio de Eases . 
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El dJculo de I no es dificil, aunque present a algunos puntos de inten§s. En 
el c.m., P i = 0 luego podemos integrar J d3p; con ayuda de la delta de con
servacion de momento sin mas que poner P; = -p~. Sustituyendo ademas las 
energ!as, 

Escogiendo el eje OZ a 10 largo de PI y pasando a polares, 

Todas las integrales se realizan trivialmente con las deltas y nos queda 

Por tanto, 

(22 .3.8) 

como era de esperar, dada la relacion (22.2.14), que queda as! comprobada. 

EJERCICIO: Rehacer el caJculo cuando las particulas finales tienen masas m~ 
distintas de las iniciales (en este caso, se dice que el choque es casi-elastico) . 
Comprobar que el resultado es , en el c.m. , 

(22.3.8) 
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23.4. Unitariedad de la matriz S. Teorema optico 
generalizado 

Dado que la matriz S es el limite del operador evolucion temporal , y que este 
es unitario , la matriz S t ambien 10 sera: 

(22.4.1) 

Veamoi:i ahora como esto nos lleva a una generalizacion del teorema optico. 
Escribiendo (22.4.1) en terminos de M (definido en (22.2.6)), y tomando ele
mentos de matriz entre estados Ii), Ii') tenemos 

(22.4.2) 

Consideramos ahora todos los estados finales posibles If) de forma que 

LIf)(11 = l. 
f 

Por supuesto est a notacion es simbolica; los If) forman un continuo y la suma 
es en realidad una integral multiple. Insertando esta suma en el miembro de la 
derecha de (22.4.2), y con algunas manipulaciones sencillas, obtenemos 

1 ( ' , t) 1 i (i'l M - M Ii) = i 5(Ei' - Ei)5(Pi' - P i) {T(i -+ it) - T*(i -+ i t)} 

= (i'IMtMli) = L (i'IMtlf)(1IMli) 
f 

= L5(Ei' - Ef )5(P i, - P f )5(Ef - Ei )5(Pf - Pi)T*(i' -+ f)T( i -+ f) 
f 

= 5(Ei' - Ei )5(P'i' - P i) LT*(i' -+ f)T(i -+ f)5(Ef - Ei)5(P f - P i) ' 
f 

Cancelando las deltas comunes, 

1 2i {T(i -+ it) - T*(i -+ it)} = ~ LT*(i' -+ f)T(i -+ f)5(Ef -Ei)5(Pf - P i ), 
f 

(22.4.3) 
Tomando i = i', esto se convierte en la generalizacion del teorema optico: 

1m T(i -+ i) = ~ L IT(i -+ fW5(Ef - Ei)5(P f - P i)' 
f 

(22.4.4) 

Podemos escribir esto de forma mas util considerando que los estados If) son 
estados multiparticulares Ip~, . .. , p~ ) de forma que 
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De (22.3.7a) vemos que la secci6n eficaz total, esto es, la seccion eficaz para 
que i vaya a cualquier est ado final posible, es 

Comparando con (22.4.4), tenemos que 

2(27Tn)2 I T(· .) 
O"tot = --'---'--- m z ---c; z . 

V12 
(22.4.6) 

EJERCICIO: Considerar el caso en que los unicos estados finales son aquellos con 
las mismas particulas que las iniciales, esto es, un choque elastico, de manera 
que 

I: = J d3p~ d3p~. 
f 

Comprobar que , en este caso, el teorema optico (22.4.6) se reduce al dado por 
la ecuacion (21.5.8) • 

La conexion ffsica entre ambas versiones del teorema optico, (21.5.8) y (22.4.6) 
es como sigue. La ecuacion (22.4.6) se ha obtenido de la unitariedad de S que, 
a su vez, se debe a la del operador evolucion temporal, 

Esta ultima es equivalente al canicter hermftico del hamiltoniano, iI. El teo
rema optico (21.5.8) se obtuvo porque los desfases 0/ son reales, 10 que tambien 
se debe a que el hamiltoniano es hermftico. 

22.5. Invariancia bajo inversion temporal. 
Balance detallado 

Si la interaccion responsable de un proceso de dispersion es invariante bajo 
inversion temporal (sec. 15.3), esto tiene consecuencias para la matriz S. La 
condicion de invariancia del hamiltoniano, TiIT- 1 = iI, implica 

Te-i(t2-t,)H/IiT-1 = e+i(t 2 -t,)H/1i , 

dado el canicter antiunitario de T. Por tanto, 

TST- 1 = S-l = st. (22.5.1a) 

y para M, 
(22.5.1b) 
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Recordando las propiedades de transformacion bajo T del momento y del espin, 
ecuaciones (15.2.4 , 5), tenemos 

(22.5.2) 

Segun esto, y considerando colisiones de dos particulas dando dos particulas, 

encontramos que 

(p~, s~3; p;, s;3ISlpl, S13; P2, sd = (fIT-lTST-liN = (T(f)lstIT(i))* 
* * I I ( I I I I Is'tl )* = TJTlTJT2TJTlTJT2 -PI' -S13 ; -P2' -s23 - PI, -SI3 ; -P2, -S23 

* * I I ( 15'1 I I I ') = TJTlTJT2TJTITJT2 -PI, -S13; -P2, -S23 - PI' -S13; -P2' -S23 . 

(22.5.3) 
Hemos usado (22 .5.2) asi como la definicion del adjunto para operadores an-
tiunitarios, 

Si tenemos en cuenta (22.2.8), que escribimos explicitamente como 

(p~, S~3; p;, s;3ISlpl, S13; P2, sd 

=ir5(Ef - E i )r5(P f - P i )T(Pl , SI3;P2 , S23 ----+ P~,s~3;P; , s;3)' 

la ecuacion (22.5.3) nos dice que 

T( I I I ') Pl,S13;P2,S23 ----+ Pl , SI3;P2 , s23 

T( I I I I ) = TJ -PI ' -SI3; -P2, -S23 ----+ -PI, -SI3; -P2, -S23 ; 
(22.5.4) 

TJ = TJT! TJ:hTJ!rl TJ!r2 es una fase . Hemos encontrado que, salvo esta fase, la 
amplitud para la colision i ----+ f es la misma que para la colision 1 ----+ z donde 
en z, 1 hemos cambiado el signo de los moment os y terceras componentes del 
espin. Este resultado se conoce como principia del balance detallada. 
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22.6. Dispersion por varias interacciones 

En prcicticamente todo 10 que precede hemos supuesto que en un proceso de 
dispersion tanto el proyectil como el blanco se encontraban libres de interaccion 
mucho antes y mucho despues de la colision; pero hay situaciones en las que 
esto no es asL Por ejemplo, en el problema P .21.6 aparece un caso sencillo 
de dispersion por estados ligados. Pero, incluso cuando proyectil y blanco son 
asintoticamente libres, puede ser util modificar nuestro formalismo en situa
ciones en las que la interaccion consta de dos terminos, ii[ = 11 + HI, especial
mente si somos capaces de resolver exactamente el hamiltoniano HCO) = Ho + 11 
(Ho es el hamiltoniano libre) y al termino HI 10 consideramos como una per
turbacion. Este tipo de procesos (dispersion por dos interacciones) es el que 
vamos a estudiar ahora; en el proximo capitulo 10 aplicaremos ados procesos 
importantes, el conocido como Bremsstrahlung y el efecto fotoelectrico. 

Consideramos la ecuacion de Lippmann- Schwinger, que escribimos como 

I?}!±) = I?}!o) + :. HJI'lj)±)· 
E - Ho ± 10 

(22.6.1 ) 

En term in os de los I?}!+) tenemos la amplitud de transicion (cf. (22.2.15)) 

(22.6.2) 

Junto con (22.6.1), consideramos las ecuaciones de Lippmann- Schwinger que 
se obtendrian si omitimos la interaccion HI de HI = 11 + HI: 

± 1, ± 
l<p ) = I?}!o) + E _ Ho ± iO VI<p ). (22.6.3) 

Ex hypothesi somos capaces de resolver (22.6.3) y, por tanto, suponemos cono
cidas las I <p±) . 

Recordando la solucion iterativa de (22.6.1), ecuacion (22.1.5), tenemos 

T(i -7 J) = n3~~)2 ~ (?}!ofl(V + Hdl {E _ ~o + iO (V + HI)} n I?}!Oi) 

= 3(1 )2 f(?}!Ofl(E - Ho + iO) { : . (V + Hd}n I?}!Oi). n 2n n=l E - Ho + 10 

Trabajamos a primer orden en la perturbacion HI' En este caso escribimos 

(22.6.4a) 
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y 

1 ' ( 1 ,)n-V-l 
x , HI ' V j'ljiOi) E - Ho + iO E - Ho + iO 

- 1 

y hemos utilizado que 

, 1 , 1 t ) V , = V , . ( E - Ho + iO ) (E - Ho - iO 

Rearreglando la suma, 

T(l ) (i ---7 f) _ - 1 
. - n,3(27r)2 

X/L( : . v)v 'ljiof!iII!L( : . v) I-' 'ljiOi) . \ v E - Ho + 10 I-' E - Ho + 10 

Identificando los vectores del sandwich con los j<t'tf) de (22 .6.3), obtenemos 
finalmente 

(22.6.4b) 

un resultado muy intuitivo. Los ordenes siguientes se calcularfan de un modo 
similar; los detalles pueden encontrarse en el texto de Goldberger y Watson 
(1965), p. 202. 
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22 .7. Colisiones relativistas 

EI formalismo desarrollado en las secciones precedentes es facilmente genera
lizable a colisiones relativistas. Consideremos una particula con momento p ; 
suprimimos otros posibles mimeros cuanticos, que no juegan ningun papel aqul. 
Hasta ahora hemos tornado una normalizacion no-relativista, 

NR(p lp' )NR = b(p - pi). (22.7.1) 

Si normalizamos los estados de forma invariante relativist a, 

(22.7.2) 

donde pO es la energfa relativista. En unidades naturales , n = c = 1 en las que 
trabajamos en esta seccion, pO = Jm2 + p2 . (22.7.2) es invariante Lorentz. 

Podemos tomar elementos de matriz de la matriz S entre estados no
relativistas, y definimos 

(22.7.3) 

o entre estados relat ivistas y entonces 

(22.7.4) 

(en el caso relativist a llamamos F a la amplitud de transicion). De (22.7.3,4) 
y (22.7.1,2), 

y 
F(P1, P2 ~ p~ , .. . , p~,) 

= ~;:;;gJ2pl? .. J2pl~ TNR (P1, P2 ~ p~ , ... , p~). 
(22.7.5) 

La deduccion de (22.4 .5) sigue siendo valida; unicamente debemos t ener 
en cuenta que la velocidad relat iva V12 tiene un valor distinto que en el caso 
no-relativista. Concretamente t enemos que tomar, en el c.m., 

)..1 /2(8, mi, m§) 
V12 = 2p~pg 

donde la forma cuadratica ).. se define por 

)..(a , b, c) = a2 + b2 + c2 
- 2ab - 2ac - 2bc 

Y 8 = (p~ + pg) ~.m. es el cuadrado de la energfa en el centro de masas. De aqui, 

27[2 d3p' d3p~, 
dcr = 1/2( 2 2) !F(i ~ f)1 2

b(Ef - Ei)b(P f - P'i)~ ... -0 . 
).. 8,m1,m2 PI pin 

(22.7.6) 
Escritos de esta manera, tanto F como dcr son invariantes relativistas. 
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La secci6n eficaz diferencial para colisi6n de dos partfculas de masas ma 
produciendo otras dos, de masas m~, a = 1, 2, es 

d 2 \l/2( 12 12) 
~ I = ~ /\ 8,m I,m 2 IF(· ----) f)1 2 . 

d n 4 \l/2( 2 2) Z , 
Jt c.m. 8 /\ 8,m l ,m2 

(22.7.7) 

si s610 hay posibilidad de choque elastico, se puede expresar F en terminos de 
desfases; para partfculas sin espin, 

28 1/ 2 (Xl . 

F(i ----) f) = ~ 2)21 + l)Pl(COSe) senol(k)e16,(k), 
1= 0 

).1/2(8 m 2 m 2 ) 
k = '1' 2 

28 1/ 2 

(22.7.8) 

De una forma analoga se puede evaluar la diferencial de anchura de desin
tegaci6n en el caso relativista, obteniendo, para desintegraci6n de una partfcula 
de masa m en el sistema de referencia en el que esta en reposo, 

1 d3p ' d3p~t 
dr(i ----) f) = - !F(i ----) fWo(Ej - m)o(P j) -----J- .. . 0 

47rm pll pin 
(22.7.9) 

Finalmente, la f6rmula 

S = Texp {-i i: dtHDI(t)} 

es tambien valida en el caso relativista. 

PROBLEMAS 

P.22.1. Calcular la amplitud de transici6n para un potencial separable, 11 = >-10 (1;1 , 
definido por 

~ es una funci6n dada, que podemos suponer normalizada a II~II = 1. 

Soluci6n . De (22.1.5), 

Multiplicando escalarmente par (~I podemos resolver para c+: 

Sustituyendo mas arriba, tenemos l1fJn y, por tanto, T(i ---> f) en termino de canti
dades conocidas. 

P.22.2. Calculese la probabilidad de absorci6n de fotones por el atomo de hidr6geno 
en el estado fundamental. 
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Soluci6n. Utilfcese el principio del balance detail ado (debidamente generalizado a 
nuestro caso) y el caJculo de la amplitud de desintegraci6n de las secciones 20.4 ,5. 

P.22.3. Demuestrese (22 .1.7) . 

Soluci6n. El calculo de C~ es de interes por su similitud con otros calculos de 
funciones de Green y de propagadores. Definiendo p = Ir' - rl y pasando a polares 
con el eje OZ paralelo a r' - r, la integral en las variables angulares es inmediata y 
nos queda 

+ ) . I ,e -e 1 1
00 ik' P - ik' P 

Ck (p = :----(2 )2 lIm dk k k'2 k 2 + . Ip 7r <~O 0 - IE 

Cambiando a la variable z = kip y utilizando la simetria del integrando para extender 
la integral de -00 a +00 , 

C+( ) = 1 lim {1+00 

d z ze
i z 

+ 1+00 

dz ze -
i Z

. } 
k p 2ip(27r)2 <~ O - 00 p2 k 2 - Z2 + iE -00 p2 k 2 - Z2 + IE 

En la primer a integral podemos cerrar un circuito, C+, aiiadiendo un semicirculo 
de gran radio en el semi plano superior; en la segunda, eerramos por el semiplano 
inferior a C- . Por el teorema de los residuos tenemos , para la primera integral , Jc+ = 
27riRes 1m z> o Y Res 1m z>o es el residuo en el (tinieo) polo situado en el semiplano 
superior, en z+ = kp + iE. En este,s Res 1m z>o = _pk e ipk /2pk. La contribuci6n de 
C- es identic a a esta. Por tanto , y como queriamos demostrar, 

C+( ) ____ 1_ . ipk _ - 1 ipk 
k P - . (2 )2 7rle - 4 e . Ip 7r 7rp 



CAPITULO 23. 

Colisiones con emision 
y absorcion de radiacion 

23.1. Bremsstrahlung 

La palabra Bremsstrahlung qui ere decir radiaei6n de frenado en aleman, y se 
utiliza universalmente para describir procesos en los que una particula cargada 
emite radiacion al interaccionar con un centro dispersor (en particular, al fre
narse). Supondremos que este centro dispersor interacciona con la particula a 
traves de un potencial, V, al que consideraremos suficientemente debil para 
poderlo tratar en la aproximacion de Born. El estado inicial contendra la 
particula (que, de momento, suponemos sin espfn) y queremos calcular la pro
babilidad de que, al interaccionar con el centro dispersor , el proyectil radie 
un foton. Denotamos pOI' k al vector mimero de ondas del proyectil antes de 
interaccionar, por k' al vector numero de ondas de dicho proyectil despues de 
interaccionar, y despues de emitir el foton , y k" f) seran , respectivamente, el 
vector numero de ondas y la helicidad del foton emitido. Suponemos al centro 
de dispersion, 0 blanco, muy pesado con respecto al proyectil, de forma que no 
tengamos que distinguir entre sistemas de referencia lab y c.m. 

Tenemos aquf un caso tlpico de dispersion con dos interacciones. El hamil
toniano de interaccion total, en efecto, consta de dos piezas: el potencial, V, 
y la interaccion de la radiacion con la materia. De (20.3.3) tenemos, con Qe 
la carga de la particula (aquf e denota la carga del proton), y p.. su momento 
magnetico, 

~ 1 ( ~ Qe ~ ) 2 2p.. ~ ~ 
H = - P - - A + V - - S6 + H rad . 

2m e Ii -
(23 .1.1 ) 

Si despreciamos, como hacemos en un principio, la interaccion con el espfn, 
tenemos la interaccion efectiva (en el gauge de Coulomb) 

ih,Cf = V + ih, (23.1.2a) 

~ Qe ~ ~ Qe ~ ~ 
HI = -- APe = -- P eA . (23. 1.2b) 

me me 

Vamos a aplicar el formalismo desarrollado en la seccion 22.6. El estado 
final sera de la forma 

l<p.t! = at(k"f))I<pk'); (23.1.3) 

por tanto, el termino T(O) (i -7 1) en (22.6 .4) se anula ya que V no puede 
producir un foton y nos queda, simplemente, 

T(k -7 k' + I'(k" f))) :::' T(1)(k -7 k' + I'(k" f))) (23. 1.4) 
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donde, de (22.6.4), 

(1) Qe A A + 
T (k ---> k' + ,(k" 7])) = (27r)2li3mc (cpk,la(k" 7])APlcpk)' (23.1.5) 

y record amos que las cP± son las soluciones de las ecuaciones de Lippmann
Schwinger con s610 la interacci6n dada por V. 

Despues de un caJculo similar al de la secci6n 20.4, (23.1.5) se convierte en 

T(1)(k--->k'+,(k, ,7]))= . Qe\/E,E*(k,,7]) 
(27r )3 m li E, 

x J d3rcpk,(r)*e-iky rPcp~(r) ; 
(23.1.6) 

E, = lick,. 
Para calcular las cp± trabajamos, como ya dijimos, en la aproximaci6n de 

Born para V. Escribimos CPt = 'ljJOk + xt. Esto produce tres tipos de terminos 
en (23.1.6). Tenemos terminos can . . . 'ljJOk' . .. 'ljJOk. Es fiicil ver que estos son 
nulos. Los terminos can ... xt ... xt son de segundo orden en V y, por tanto, 
los despreciamos. S610 nos quedan los terminos mixtos, tipo ... 'ljJOk' ... xt. Por 
tanto, en esta aproximaci6n tenemos 

y hemos definido 

P1 = J d3T'ljJ0k'(r)*e- ik-y r(-iliV)x~(r), 

P2 = J d3r Xk' (r)*e- ik-y r( -iliV)1/Jok(r); 'ljJok(r) = eikr . 

(23.1. 7b) 

A primer orden en V , 

y, par tanto, hacienda actuar fIo a la izquierda en P1 y a la derecha en P2 , 

(23.1. 7c) 
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ky 

k k 
V 

HI k- ky 
k'+ky 

, , 
V 

H I 
k' • ." I 

FIGURA 23.1.1. Representacion grafica del Bremsstrahlung. 
Linea de puntos: actuacion del potencial V. 
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ky 

Hemos definido E(k ) = Ji2k 2 /2m y T~O) es la ampli tud de dispersion de los 
proyectiles en el potencial V como si no hubiesen emitido radiaci6n , en la 
aproximacion de Born: 

En est a aproximacion las dos T~O) de (23.1.7c) son, de hecho, iguales ya que 

T~O) ( kl --+ k 2 ) solo depende de ki - k 2 . 

Las expresiones (23.1.7) pueden visualizarse de forma muy grafica (ver la 
figura 23.1. 1): la amplitud de dispersion se factoriza en la dispersion por V , y 
la emision de radiacion. Podemos tener que primero actua V, y luego se emite 
el foton a traves de HI (termino en q,J) 0 que primero se emite el foton , y luego 
la partfcula interacciona con V (termino en q,2). La amplitud de transicion es 
la suma de ambas posibilidades. A diagramas como los de la figura 23.1.1 se 
les llama diagramas de Feynman. 

Si sustituimos ahora las expresiones explfcitas para las energias tenemos 
la expresion final para la amplitud de Bremsstrahlung, 

k + 2k' cose' 
D' = 1 -Ji ' , 

2mc 

Aqui e" e~ son los angulos que k , forma con, respectivamente, k , k'. 



334 CAP iTULO 23 

La seccion eficaz diferencial viene dada por (23.1.7), teniendo en cuenta que 
el estado del foton esta. normalizado a (k' , r/ I k , 1]) = 81)1)18 (k - k'). Tenemos 
pues, con Eb denotando la energia y P b el momento del blanco antes de la 
colision y con 10 mismo con primas despues de la colision, 

(21T1i )2 (li2k'2 li
2
k2 ) 

da(k --> k' + ,(k" 1] ); b) = -v-ITI28 2m + lick, + E£ - 2m - Eb 

X8(rlk + P b - lik' - lik, - p~)d3hk'd3 k,d3 P~. 

Si no medimos los momentos del blanco y 10 suponemos muy pesado de manera 
que E£ c:::: E b , la integral en d3 p~ es inmediata y se obtiene 

da(k --> k' + ,(k" 1])) 

= { (27Tr:
2

n.
3 

IT~O) (k' + k, - k) 128(Ekl + E, - Ek)d3 k'} ItPrad 12d3 k, 

donde hemos sustituido ya (23 .1.8) y hemos vuelto a la notacion Ek para las 
energias. Para k, pequeno, el termino en corchetes coincide con la seccion eficaz 
diferencial de dispersion por el potencial V , sin emitir {atones, que denotamos 
por da (O) (k --> k' )/dD: tambien la seccion eficaz se factoriza. Sustituyendo 
tPrad, 

En ellfmite de velocidades pequeiias en comparacion con la de la luz, podemos 
aproximar D c:::: D' c:::: 1; notese que , por ejemplo, n.k/m es Vin , la velocidad del 
proyectil antes de la colision. Si no medimos la helicidad del foton emitido, ni 
su direccion, tenemos que sumar sobre 1] e integrar sobre dD,. Si escribimos 

y utilizamos 

d3 k, = k;dk,dD, = ~, E~dE,dD, 
11. c3 

"L Er(k ,1])Ej(k ,1]) = 8'ij - ki kj /k2, 
1) 

entonces (23.1.9) nos da 

da(k --> k' + ,(E, )) 
dDkldE, 

da(O)(k --> k') 8Q2
0: (Vin )2 sen2Bp 

V;n « c dDk, 37T E, c 2 ' 

donde Bp = L:(k,k') Y Vin = hk /m. 

(23. 1.10) 

Antes de discutir las implicaciones de (23.1.10), vamos a generalizarlo al 
caso en que las particulas tengan espin 112, como ocurre cuando los proyec
tiles son electrones, protones 0 neutrones. Esto implica dos modificaciones. En 
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primer lugar, las funciones de onda tienen una parte espacial y una de espfn, 
10 que escribimos como 

'f± = cp±(r)~(S3 ) 

con S3 la tercera componente del espfn. En segundo lugar, hay que tener en 
cuenta el termino de interaccion con el espfn, esto es, reemplazar 

, Qe ' , , Qe ' , 2j..L ' 
HI = --APe -4 HI = --APe - -S13. 

me me ~ -

Para espfn 1/2, ~ = ~~<!. Escribimos, ademas, 

j..L = ge/2me, 13 = v x A. 

Entonces, y despues de un calculo similar al que hem os hecho, obtenemos que 
(23.1.8) sigue valiendo reemplazando 4>rad por 

~2 
4>~:~ , S 3 ) = 3/ 2 €*(k')', 7]) 

27rmE')' 

x ~(s~)t { (~, _ ~) Qe - i~9 (~, _ ~ ) k ')' x <!} ~(S3). 

Si no medimos la polarizacion ni la direccion del foton, (23.1.10) se modifica a 

dO"(k -4 k' + ,(E')' )) dO" (O)(k -4 k') 
dnk , dE')' V ;n « c dnk , 

(23.1.11) 
80: {Q 2 2 ( E')' )2} (Vin )2 2Bp X -- + 9 --2 - sen - . 

37rE')' me e 2 

El termino proviniente del espfn (el que contiene g2 en esta ecuacion) es , como 
anunciamos, despreciable frente al que no depende del espfn, excepto en casos 
como el de neutrones para los que Qn = 0 pero j..Ln :::: -1.91j..LN i=- O. 

Volvamos ahora a la expresion(23.1.10); vamos a hacer unos pocos com en
tarios al respecto. En primer lugar, si intent amos integrar est a expresion a todos 
los valores de E ,)" obtendremos un resultado divergente, debido al factor E')' 
en el denominador. Esta es la Hamada catastrofe infrarroja, menos catastrofica 
si nos damos cuenta de que cualquier detector real tiene un umbral, E min de 
energfa mfnima de los fotones para que estos sean detectados. Lo que tiene que 
ser finito , y 10 es, es la seccion eficaz observable 

(23.1.12) 

En ~egundo lugar , (23.1.10 , 12) nos dicen que la seccion eficaz de radiacion 
es cero para Bp = 0 y maxima para Bp = 7r: cuanto mas se tuerce la trayectoria 
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debido a la interaccion con V , nU1s probabilidad hay de emitir radiacion (esto 
explica el nombre de "radiacion de frenado"). 

Finalmente, se radian sobre to do fotones de baja frecuencia. Si hubieramos 
insistido en escribir interacciones en terminos de £, i3 (en lugar de A) se pueden 
dar argumentos generales que prueban que, en este caso, la probabilidad de 
emitir fotones seria proporcional a E,; un ejemplo de esto 10 hemos visto en 

(23.l.12), donde la contribucion del termino p,$i3 es de orden relativo E~. 
Esta es una indicacion mas de que hay que formular la mecanica cuantica en 
terminos de los potenciales. 

23.2. Efecto fotoelectrico 

23.2.l. Efecto fotoelectrico a baja energfa 

En el caso de Bremsstrahlung la interaccion con el potencial V se calculo en 
la aproximacion de Born; vamos a estudiar ahora un caso en el que es esencial 
resolver la interaccion con V exactamente. Concretamente, consideramos el 
efecto fotoelectrico en hidrogeno, que representamos simbolicamente por 

, (k, 'T/) + H(IS) ----> p + e(k'). (23.2.1 ) 

Consideramos que el hidrogeno esta en el est ado fundamental , IS y, de mo
mento, hacemos el calculo para electrones de baj a energia, k' '" O. Conside
ramos, ademas, que se puede despreciar el movimiento del proton, p , ya que 
su masa es muy grande en comparacion con la del electron, y suponemos que 
las energias son pequeiias incluso en comparacion con la energia en reposo del 
electron, m e c2 (aproximacion no-relativista). 

El hamiltoniano del sistema es 

iI = iI(O) + iII ; 

iI(O) = _1_ p2 _ e
2 

2m r 
A e A A 

HI = - -APe· 
mc 

(23.2.2) 

Despreciamos la interaccion con el espin, y el termino cuadratico (en A 2). 
La formula (22.6.4) nos dice ahora que 

T(i ----> f) ~ 3-
1 (<pk,l iII (21f) 3/2&t(k, 'T/)I 1PIS) ' n (21f)2 

(23.2.3a) 

El termino T(O) tambien es nulo aqul. El factor (21f)3 /2 10 hemos incluido para 
que el estado del foton , que definimos ahora como 

este normalizado a la Lippmann- Schwinger , 
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'l/J l S es la funcion de onda del est ado fundamental del atomo de hidrogeno. 
En (23.2.3a) tenemos, sustituyendo fh y operando, 

_ A At _ e../hC _ ikr A 
(Cf/k,IHla (k, 7])I 'l/JlS) - - Vk E(k, 7]) (Cf/k' Ie P el'I/JlS), 

27rmc k 
(23.2.3b) 

una expresion ya familiar. A pequeiias energfas podemos tomar , como en el 
calculo de la desintegracion del nivel 2P, eikr ~ 1. La funcion de onda 'l/JlS es 

'l/Jls(r) = 1 e-r-joB 
r;;; 3/2 y7raB 

Cf/k' es la funcion de onda del electron final, en el campo coulombiano del proton. 
Si escogemos el eje OZ a 10 largo de k' , podemos usar (16.3.10) y (17.3.9) para 
escribir 

00 

Cf/k,(r) = I:>I(2l + l)Pl(cosB)R~'I(1'), 
1=0 

R*J (1') = e- 2i OI (2k'1')le ik'r e7r/2aBk' f r(l + 1 - iaBk' + n) (-2ik'1')". 
kl n=O n!r(2l+2+n) 

(23.2.4) 

Sustituyendo Pe = - ifiV Y 'l/JlS , Cf/k" y calculando en polares tenemos, 

Escribiendo los componentes de r en polares, y utilizando las propiedades de 
ortogonalidad de los polinomios de Legendre, vemos que solo el termino l = 1 
en la suma, y la componente z de r, sobreviven y, por tanto, 

- A 47rifi 100 

2 E(k, 7])(Cf/k,IPe l'I/JlS) = E3(k,7])- drr Rk'l(1')'l/JlS(1'). 
aB 0 

(23.2.5) 

En est a forma est a claro por que la aproximacion de Born es una catastrofe a 
bajas energfas: en efecto, Rk'l (1') contiene un termino de la forma exp 7r /2a B k' 
= exp 7rme2 /2fi 2 k' (cf. (23.2.4)) que, en la aproximacion de Born, se reemplaza 
por la unidad, cuando en ellfmite k' -7 ° tiende a infinito. Tenemos pues que 
utilizar la expresion exacta. De (23.2.4), y para k' -7 0, 

(23.2.6) 
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con esta expresion la integral de (23.2.5) se realiza trivialmente y tenemos 

_ ' _ 47rh 4 io, 2~ 
E(k,7))(<Ilk,!PeI1fJ1S) -E3(k,7))-~ 3/2 e 3/2& 

aB 47r aB aB k' 

= 1 1= ( -2r ) n X L drr3 -- e- T
/
as 

n=O n!r(n + 4) 0 aB 

167r iO 1 = hE3(k, 7)) IOU e 12" 
y2k' e 

Esperamos que no haya confusion entre el numero ec:::: 2.718 y la carga del 
electron, e. Sustituyendo en (23.2.3) y denotando por E, = hck a la energia 
del foton, 

o 4 e 
T(i ---> f) c:::: e" 2 r:;; ~ E3(k,7)). 

e y7r mhyk'E, 

la seccion eficaz se obtiene de (22.3.9) con V12 = c, 

da (27r)2h
3
mk' ITI2 

d.f?k' c 

y por tanto hemos encontrado que 

da 647rCY h2 
2 

- ~ - -E IE3(k,7))1 . 
d.f?k' k'--:='O e4 m, 

Para k' pequena, la energia del foton sera la de ionizacion del estado funda
mental, E, c:::: 1 Ry. Por otra parte, y segun la formula explicita1 para E3 que 
dimos en el problema P.14.3, IE3(k, 7))1 2 = ~ sen2 B,e, donde B = B,e es el angulo 
de k y k'. Con ello encontramos la formula final 

da 647rCX 2 2 
- --4- aBsen B. 

d.f?k' k'--+O e 
(23.2.7) 

Notese 10 esencial que es utilizar la formula exacta para <Ilk' a bajas energias; 
como veremos en un momento, la aproximacion de Born da una seccion eficaz 
que se amzia a k' = 0, mientras que la expresion correcta (23.2.7), es finita a 
energia cero (y, de hecho, bastante grande; da/d.f? c:::: 6 x 10-18 cm2 ). 

Para k' pequeno, pero no despreciable, se tiene (problema P.23.1) 

da (64 2 2B) (Ry)4 exp[-(4/k'aB)arc tank'aB] -- c:::: 7rcyaBsen - . 
d.f?k' k' --+ O E, 1-exp(-27r/k'aB) 

(23.2 .8) 

Esta expresion empalma suavemente con la obtenida a energia cero, (23.2.7), 
y con la que vamos a calcular en un momento con la aproximacion de Born a 
altas energias. 

1 Si hubieramos especificado el estado del fot6n por su polarizaci6n lineal, con vector 
e , entonces E3 se sustituye por ek' jk' y ~ sen2 () por lek'I2 jk/ 2

. 
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23.2 .2. Efecto fotoelectrico a alta energia 

Cuando k' es grande (con relacion a 1/ aB) podemos utilizar la aproximacion 
de Born y, por tanto, escribir 

esto es, reemplazamos <Pk' por una onda plana, <POk' = eik'r . Sustituyendo y 
operando, 

El resto del calculo es elemental. El resultado es, 

dO" ( 2 2) (RY) a~k,3 
d n c::: 641TCYaBsen e -E (. 21k k 12)4 . 

Jtk' Born -y 2 1 + a B - , 
(23 .2.9) 

Esta formula es valida, en principio, y como ya comentamos, solo para k' aB » 1 
aunque proporciona todavfa una buena aproximacion para k' aB rv 1. 

23.3. Colisi6n Compton 

Consideramos ahora la dispersion de un foton por una partfcula que, para 
fijar ideas, tomaremos como un electron (con carga e), conocida como colisi6n 
Compton . El proceso 10 podemos describir como sigue: 

e(p) + "Y(k , rl) ~ e(p') + "Y(k' , r/). 

Tomamos como estados iniciales y finales los 

donde los factores ti3
/

2 se introducen para tener Uli) = b(p-p')b(p-y-p~) con 
P -y = tik, P~ = tik' ; pero los estados de los fotones los seguimos considerando 
normalizados a (k'lk) = b(k - k'). 

El nuevo aspecto de este proceso es que tenemos que ir a segundo orden 
en la perturbacion. Escribimos, pOI' tanto 

HA HA, HAil 
J= J+ J, 

A e A A 

H~ = - - P eA(r) ; 
me 

2 
fIll = _ e_ }\2(r). 

J 2mc2 

(23.3.1 ) 
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P ara calcular la matriz 5 , el orden mas bajo no trivial es el primer orden en 
iIy 0 el segundo orden en iI~ . Por t anto, tenemos 

UIBli) = (~i ) 2 [ :00 dt [ too dt' UliI~D(t)iI~D(t')li) 

+ ~i [ :00 dt UliIYo(t) Ii) + ordenes superiores 

== UIB'li) + UIB"li) + ordenes superiores, 

con notacion obvia. Los iI [D son 

iIID(t) = eiHot/1i iIJse-iHot /li . 

(23.3.2) 

Comenzaremos por evaluar UIB"li), que resultani ser el termino dominante a 
bajas energias: 

UIB"li) = _ ~ / +00 dt ei(ErE;Jt/ r'UliIYsli) 
n -00 

. 2 

= me2 8(EJ - Ei)(p'la(k', 7]') rP(r)a+(k, 7])lp)n- 2. 
me 

Podemos representar este trozo por un "diagrama de Feynman" , el de la 
figura 23.3.1 (A); los dos fotones se emiten y absorben en el mismo punto, 
r , y en el mismo instante de tiempo, t. 

Substituyendo A, 

UIB"li) = - 4n::n2 8(EJ - E i ) L J d~2 (pla(k' , 7]') 
'7 1 '1)2 

x {E(k1 ' 7]deik1r a(k1 ' 7]dE* (k2' 7]2)e - ik2r a t (k2' 7]2) 

+ (k1 ' 7]1 f-7 k2, 7]2)} at (k, 7]) I p ) 

ie
2 

1 1 *(") ( ) ( )( 'I ,(k- k') rl ) 2nmen2 (2nn)3 v1J2 E k , 7] E k , 7] 8 EJ - E, p e p , 

y hem os usado repetidamente que 

(plat = alp) = o. 

Con nuestra normalizacion actual, la funcion de onda del est ado Ip) resulta ser 
(2nn)-3/2eip r/n, de manera que, 

Finalmente, 

T"(i -7 f) = - D:Vkfj E*(k ', 7]')E(k, 7]). 
2nmn kk' 

(23.3.3a) 
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y( k ,ry) y(k' ,T/' ) 

(A) 

e(p) e (p' ) 

y(k,ry) y(k ',ry ') y(k,ry) 

p+l7k 

F',r' f,r f,r 

p-llk' 

e (p) e (p') e (p) e(p') 

(B) (e) 

FIGURA 23.3.1. Diagramas de Feynman para dispersion Compton. 

En el c.m. ) k = k' = p,/'Ii Y Til se simplifica a 

(23.3.3b) 

vayamos ahora a (fIB'li). Tenemos 

(fIB'li) = - 10\ --; j +(Xl dt jt dt' (fleiHot/rt fI~e-iHot/rt 
n 'Ii -00 -(Xl 
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Para evaluar esto tenemos que introducir una suma completa sobre est ados 
intermedios, Ln In)(nl = 1, demanera que 

1 ]+00 ]t (fIB'li) = -5 dt dt' e i(Ef-En)tlli 

n -00 -00 
x L (fIH~ln)(nIH;li) ei(E,,-Ei)t' Iii 

n (23.3.4a) 

No es diffcil convencerse de que los unicos estados que dan contribucion distinta 
de cero son estados In) con un electron y cero fotones, 0 con un electron y dos 
fotones: 

(23.3.4b) 
El factor 1/2! aparece debido a la identidad de los fotones: los estados Ikl' k 2) 
Y Ik2' k 1 ) son el mismo. 

Podemos describir los procesos asociados con las dos posibilidades de esta
dos intermedios con los diagramas de la fig. 23.3.1(B,C). En el caso de un solo 
electron en el estado intermedio, tenemos el diagrama de 23.3.1(B): el foton 
entrante es absorbido pOl' el electron en el instante de tiempo t', en la posicion 
r'. Despues el electron se propaga hasta ellugar r donde, en el instante t, emite 
el foton final. El diagrama 23.3.1(C) representa un electron que ha emitido el 
foton final antes de haber absorbido el inicial, con 10 que tenemos un electron 
y dos fotones en el est ado intermedio. 

Insertando (23.3.4b) en (23.3.4a) y despues de un dJculo sin grandes difi
cultades, pero bast ante pesado, y cuyos detalles omitimos,2 se encuentra 

A, . 27rie2 
(fIS Iz) = - m2c2n3 o(Ef - Ei ) {Mo + M2}, (23.3.5a) 

donde los M O,2 se refieren respectivamente a la contribucion con cero, dos 
fotones y se tiene , . 

M o = __ n_c = =----:_1~_,__;:_;..,..- Pj'E* (k' TJ')PE(k TJ)b(P - PJ) 
(27r)2v'kJ2 EJ - (p + nk)2/2m , '/, ., . 

(23.3.5b) 

2 Pueden verse en Ynduniin (1996) 0 Sakurai (1967). 
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y 

M')=~ 1 1 
- (2n)2 Vki2 Ef-((p'-nk)2/2m+cn(k+k')) 

x PfE*(k',1]')P i E(k,1])8(P i - Pf). 

Los terminos 1/(Ef - En.) en (23.3.14b ,c) se llaman propagadores (no
relativistas) , porque estcin conectados con la propagacion del electron inter
medio. La energfa En es la del estado intermedio, un electron para M o, y un 
electron y dos fotones para M 2 . EI momenta del electron se obtiene del requi
sito de conservacion de momenta en cada vertice del diagrama. Notese que en 
los productos escalares P fE' (k', 1]'), P iE(k, 1]), puede reemplazarse P f pOl' p' , 
Y Pi por p ya que 

k'E*(k' , 1]') = kE(k, 1]) = O. 

Aiiadiendo las dos piezas, T' y Til, obtenemos el resultado final: 

x 8+- -+-{ 
P~Pj ( 1 I)} 

"J m Do D2 ' (23.3.6) 

Do = Ef - (p + nk)2/2m, 

D2 = Ef - ((p' - nk)2/2m + cn(k + k')). 

La expresion de los D N es particulamente sencilla en el sistema de refe
rencia del c.m. En el, y con E, = cnk , E~ = cnk' , y definiendo las velocidades 
del electron respectivamente antes y despues del choque, v = p / m , v' = p'lm 
tenemos 

Do = E, (l +v/2c) , D2 = -E, (1 + v/2c+ ~ cos e) , 
con e el cingulo de p, pl. En consecuencia, 

1 1 1 v , 
-D + -D '::::: -E - cos e + ordenes superiores en v I c. 

o 2 , C 

En el lfmite de velocidades pequeiias comparadas con c en el que estamos 
trabajando tenemos, pOl' tanto, 

(23.3.7) 
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EJERCICIO: E valuar la seccion eficaz en el c.m. Comprobar que, si no se 
conoce la polarizacion inicial ni se mide la final, t enemos la seccion eficaz 
no-polarizada, a energia cero, 

drJn .p . 

dD 
(23 .3.8) 

(formula de Thompson) , donde re es eillamado radio clasico del electron . 
Numericamente, re '::::' 3 x 10- 11 cm, are'::::' 2 X 10-13 cm, (are)2 

5 X 10- 26 cm = 0.05 barn. Es posible G~mostrar que, aunque deducida no
relativisticamente y solo a segundo orden, la formula de Thompson es exacta 
en el limite de energia cero del foton • 

PROBLEMAS 

P.23.1. Demostrar la formula (23.2.8). 

Solucion. Lo unico en 10 que difiere el caJculo del realizado en el texto es en cambios 
de cinematica element ales yen la evaluacion de la integral en (23.2.5), que explicamos 
con detalle. Escribimos, 

donde, sustituyendo la expresion (23 .2.4) para R k 'l , 

1 = 7f j 2aBk' ~ r(2 + ilaBk' + n) 100 

d 3 -rjaB - ik'r(2 'k' )n 
e ~ I () rr eel r . 

n .r n+4 0 
o 

La integral en dr es elemental; cambiando de variable, (l/aB + ik')r = z se convierte 
en J dz z3+ n e- z = r(n + 4), luego tenemos 

1= 7fj2aBk' a~ ~(2ik'aB)n r(2+i/aBk'+n). 
e (1 + ik'aB)4 ~ 1 + ik'aB n! 

o 

Esta sum a se puede hacer con un par de t!'ucos. Primero, reemplazar 

con 10 que la suma es trivial y encontramos 

1 = a~ e7fj2aBk' 100 

dtt1+i jaBk' exp {_1 -ik'aB t}. 
(1 + ik'aB)4 0 1 + lk'aB 

Segundo, con un nuevo cambio de variables, 

1 - ik'aB 
1 + ik'aB t = ~ 
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la integral en d~ se puede hacer facilmente: 

I= aB e,,/2aBk' 1+1kaB r(2+i/k'aB) . 
4 (" ) 2+i/k'aB 

(1 + ik'aB)4 1 - ik'aB 

S610 nos queda utilizar propiedades de la funci6n r, en particular, 

y que 
e2iOl = r(l - i/k'aB) 

r(l + il k'aB) 

para encontrar el valor de I: 

a~ 2i arc tan k' aB - (2i/k' aB) arc tan k' aB 
X e e . 

(1 + ik'aB)4 

La cantidad que ent-ra en la secci6n eficaz es III2. 
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APENDICES 

Los dos primeros apendices no son, en absoluto, un sustituto de un estudio 
formal de los temas matematicos tratados; apenas pretenden ser mas que una 
coleccion de definiciones y formulas. El rigor matematico brilla por su ausencia. 
Recomendamos que estos apendices se lean antes 0, al menos, a la vez que el 
texto principal, salvo que se este ya familiarizado con las cuestiones tratadas 
en ellos. 

Apendice I: Espacios de Hilbert 

Espacios lineales 

Consideramos espacios lineales sobre los numeros complejos, C. Diremos que 
,c es un espacio lineal si, para todo par de elementos (vectores) u, v en ,c y 
cualquier par de numeros complejos, a, f3 la combinaci6n lineal au + f3v esta 
definida y tambien esta en 'c. Suponemos que existe en ,c un vector nulo, 0, tal 
que ao = 0, 0 U = 0, ° + U = u para todos los a, u. Debido a est as propiedades 
utilizamos la misma notacion para el vector nulo, 0, y el numero 0, escribiendo 
el sfmbolo 0 para ambos, si no hay peligro de confusion. 

Decimos que los vectores U1, ... , Un son linealmente independientes si la 
igualdad Li aiUi = 0 solo es posible cuando a1 = ... = an = O. El numero 
maximo de vectores linealmente independientes es la dimensi6n del espacio. 

EJEMPLOS A) El conjunto de matrices columna, 

ai complejos 

con la ley de composicion 

(

001 ) ( f31 ) ( 00001 + f3f31 ) 

au + f3v = a ~n + f3 f3n = aa
n 

+ f3f3n 

A este espacio se Ie llama espacio euclfdeo (complejo), se Ie denota por en y es el 
modele de todos los espacios lineales . Su dimension es n . 

B) El conjunto J[a, b] de funciones 7j;(x) con valores complejos y definidas para x en 
el intervalo [a, b] . La ley de composicion es la ordinaria, a7j;(x) + f3<p(x) . La dimension 
de este espacio es infinita. 
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Producto escalar. Espacios de Hilbert 

Sea 5) un espacio lineal. Diremos que es un espacio de Hilbert si existe en el 
una aplicacion (producto escalar) ( I ) tal que, si 'U, v estan en 5), (ulv) es un 
numero complejo, y se cumplen las siguientes condiciones: 

(ulav + (3w) = a(ulv) + (3(ulw); 
(olv) = 0, para todo v; 

(ulv) = (vlu)* 

y denotamos por 0 al vector nulo. De estas condiciones se sigue que 

(au + (3vlw) = a* (ulv) + (3* (vlw). 

A esta propiedad se Ie llama antilinealidad; segun esto, el producto escalar es 
antilineal en el primer argumento y lineal en el segundo. Finalmente, pedimos 
que 

(ulu) 2: 0; (ulu) = 0 si, y solo si u = o. 

A la cantidad Ilull == +{ (ulu) P/2 se Ie llama norma, modulo 0 longitud de u. 

Ejemplos. 1.- Si, para dos elementos en en, 

definimos el producto escalar 

n 

(ulv) = L a7, (3i, 
'i=1 

en se convierte en un espacio de Hilbert. 
2.- El espacio Z2 consta de matrices columna infinitas, 

con la condicion de que L~=1 lan l2 sea convergente. El producto escalar es 

00 

(ulv) = L a~(3n. 
n=1 

3.- El conjunto de funciones cp(x) de cuadrado integrable sobre el intervalo 
[a, b], es decir, tales que 

lb dx Icp(x)12 = finito, 
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con la definicion 

(<pI 'l/!) = lb dx<p*(x)'l/!(x). 

A este espacio se Ie llama L2(a, b). Un punto tecnico en el que no nos vamos 
a detener es que hay que identificar dos funciones que se diferencian en un 
conj unto de medida nula. Una funcion o(x) es cero salvo en un conjunto de 

medida nula si lb dx lo(xW = O. 

4. - El conjunto L; (U), donde U es una region del espacio real de n dimensiones, 
Rn, y O"(x) es una funcion positiva en U, consta de funciones tales que 

EI producto escalar se define por 

y hay que identificar funciones que se diferencian en un conjunto de medida 

nula, esto es , <PI (x) == <P2(X) si <PI(X) - <P2(X) = o(x) con 

1 dn xO"(x)lo(x)1 2 
= O. 

E J ERCICIO: Demostrar la desigualdad de Schwartz 

J(uJv) ::::: JJuJJJJvJJ • 

Operadores 

Se dice que A es un operador (y, salvo que se diga explicitamente 10 contrario, 
sobreentendemos que es lineal) si es una aplicacion A : u E Sj -> Au E Sj tal 
que A(au + (Jv) = aAu + (JAv . Los operadores se pueden sumar, (A + B)u == 
Au+Bu, y multiplicar, (AB)u == A(Bu). La sum a es conmutativa; el producto, 
en general, no. Suma y producto son asociativos. 

Ejempios. 1.- En en , sea A una matriz con elementos A = (aij) ' Definimos 

Todos los operadores en en se pueden representar por matrices. 
2.- En cualquier espacio, si a es un numero complejo, el operador An tal que 



350 APENDICES 

Aa:u = QU. Debido a esto, escribiremos simplemente Q en vez de Aa:. 
3.- En L2, las aplicaciones 

Q : 'P(x) ~ x'P(x), 
d 

D : 'P(x) ~ dx 'P(x) 

con tal de que x'P(x) Y 'P'(x) , respectivamente, sean tambien de cuadrado inte
grable. Nos encontamos aquf con una peculiaridad de los espacios de infinitas 
dimensiones: algunos operadores no se pueden aplicar a todos los vectores. 
Pediremos que, al menos, se puedan aplicar a un conjunto denso. Este es el 
caso de Q, D, aunque ni intentaremos demostrarlo. 
4. - En L2(a, b), el operador K definido por 

K'P(x) = lb dy k(x, y)'P(y); 

k(x,y) es una funcion (0, mas generalmente, una distribucion) y se dice que 
K es un operador integral, con nueleo k(x, y). EI operador identidad puede 
considerarse un operador integral con nueleo la delta de Dirac, o(x - y). 

EI operador adjunto (0 hermitico conjugado) de A, que denotamos por At, 
se define por satisfacer la igualdad 

(uIAv) = (At ulv), 

para cualquier par u, v en los que esten definidos A, At. Salvo casos excep

cionales se tiene (At) t = A. 

Ejemplos. 1.- EI adjunto de la matriz A = (aij) es la matriz At = (aji). 
2.- En L2( -00, +00), el adjunto de Q es el propio Q y el de D es -D. 
Demostremos la segunda propiedad: 

]

+00 

('ljJID'P) = -00 dx'IjJ*(x)'P'(x) 

+00 j+oo 
='IjJ*(x)'P(x)l _oo - -00 dx ('IjJ'(x))* 'P(x) , 

y hemos integrado por partes. Para que 'P, 'IjJ sean de cuadrado integrable tienen 
que anularse en el infinito, luego el termino en los lfmites se anula y obtenemos 
el resultado deseado. 
3.- Si 

entonces 

K'P(x) = lbdYk(x,y)'P(y) 

Kt 'P(x) = lb dy k*(y, x)'P(Y). 
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EJERCICIO: Comprobar que (O'A + ,8B)t = 0'* A +,8* B; (AB)t = Bt At • 

Si A = At se dice que A es autoadjunto (0 hermftico). En L2( -00, +(0), los 

Q, iD 10 son. Si Ut = U- 1 se dice que U es unitario. U es unitario si, y s610 
si, para todo par u, v se tiene 

(UuIUv) = (ulv). 

Un importante ejemplo de operador unitario es la transformaci6n de 
Fourier, F, definida en L2( -00, +(0) por 

1 1+CX) Fr.p(x) = ~ dyeixyr.p(y). 
v 27r -CX) 

Su inversa es 

F - 1r.p(X) = _1_1+CX) dye- ixyr.p(y) 
$ -CX) 

(teorema de Plancherel). En n dimensiones se define la transformada de Fourier 
como 

n 

X,y=LXiYi. 
i=l 

EJERCICIO: Demostrar la formula de polarizacion, 

(uIAv) = 1 {(u + vlA(u + v)) - (u - vlA(u - v)) 

+ i(iu + vlA(iu + v)) - i(iu - vlA(iu - v))} • 

EJERCICIO : Utilizando la f6rmula de polarzaci6n, demostrar que basta que se 

tenga (uIAu) = (Aulu), (UuIUu) = (ulu) para que, respectivamente, A sea 
autoadjunto, U sea unitario • 

Funciones de operadores 

Sea J(z) una funci6n de la variable compleja z, que admite un desarrollo en 
serie 

Si A es un operador, definimos J(A) por 
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Si A y B conmutan, entonces, para cualquier f, f(A) y B tambien conmutan. 

Se tiene f(A)t = L:f(n(O)*(AtY'"/n!. En particular, el adj unto de expaA es 

exp(a*At). EI inverso de expaA es exp(-aA). De aqui se sigue que expirA , 
con r real, es unitario si, y s610 si, A es autoadjunto. EI reciproco t ambien es 
cierto: si U es unitario, existe A autoadjunto con U = exp iA. La demostraci6n 
del reciproco es dura. 

La igualdad exp(A + B ) = eAe B es cierta s610 si A y B conmutan. EI caso 
general (f6rmula de Hausdorff- Campbell) puede verse en el texto de Galindo 
y Pascual (1978) . " 

Un operador A se dice que es deflnido positivo si, para to do u, (AuIAu) 2: O. 
Se puede demostrar que si A es definido positivo es tambien autoadjunto y, si A 
es definido positivo, entonces existe un unico operador A 1/ 2 tal que tambien es 
definido positivo y sat isface (A 1/ 2 )2 = A. Finalmente, para cualquier operador 

F , los operadores F Ft y Ft F son definidos positivos. 
S610 demostraremos la ul t ima propiedad. En efecto, se tiene (para, por 

ejemplo Ft F) , 

Bases 

o ~ IIFul12 = (FulFu) = (ulFt Fu). 

EJERCICIO : Demostrar las propiedades siguientes: si A es au toadjunto y para 
un cierto Uo dado se tiene AUQ = '\uo , entonces ,\ es real; si U es unitario y 

Uuo = '\uo , entonces ,\ es una fase (1,\1 = 1); para cualquier A , si Auo = '\uo 
entonces f(A)uo = f ('\ )uo • 

Se dice que el conjunto e1, ... eN (N finito 0 infinito) de vectores en Sj es una 
base ortonormal de Sj si (en len') = Onn' y cualquier vector u de Sj se puede 
escribir como 

N 

U = L anen . 

n=l 

A las an se les llama componentes de u en la base {en }. S610 consideramos en 
este texto espacios de Hilbert que posean una base, a los que se conoce como 
separables. 

Sea e tal que Il ell = 1. Definimos el operador Pe == Ie) (el por Peu = (e lu)e. 
A Pe se Ie llama proyector sobre e. Mas generelmente, sean e1, e2, .. ·, ek un 
conjunto de vectores ortonormales. Denotemos por V al subespacio de vectores 
de la forma v = L:7=1 a ·iei . Al operador Pv definido por 

se Ie llama proyector sobre el s ubespacio V. Dada una base e1 , ... eN se tiene 
la relaci6n de cierre 

N 

L ien) (enl = 1. 
n = l 
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EJERCICIO: Demostrar que p$ = P~ = Pv • 

Sean {en}, {in} dos bases ortonormales. Definimos el operador que nos pasa 
de una a otra, U, pOl' U en == fn y, por linealidad, 10 extendemos a cualquier 
vector. Entonces, U es unitario 

E JERCICIO: Comprobarlo • 

Apendice II: Distribuciones 

Una distribucion, T(x), es una generalizaci6n de una funci6n integrable. 1 T(x) 
puede no tener valores finitos para algunos x; 10 unico que se pide es que la 
integral 

1
+00 

-00 dxT(x) f(x) 

exista en algun sentido para toda funci6n f (x) que sea infini tamente diferen
ciable y, junto con todas sus derivadas, decrezca en el infinito mas rapido que 
cualquier potencia l /Ix ln. El conjunto de tales f 10 denotaremos por 6 . Un 
ejemplo de f son las funciones exp( -plxl q

) con p, q positivos, q par; como 
ejemplo de distribuciones tenemos las siguientes: 
1.- Cualquier funci6n continua que crezca mas lentamente que un polinomio en 
el infinito es una distribuci6n. 
2.- La funcion caracterfstica, Xab(X) definida pOI 

Xab(X) = { ~ : 

3.- La funci6n esca16n, e(x), 

e(x) = {~ : 

4.- La funcion sign 0, sign x == x/lxl. 

a<5:x<5:b 
x < a, x> b. 

x2 0 
x < o. 

5.- La "funci6n" delta de Dirac, definida por 

1
+00 

-00 dxo(x - y)f(x) = f(y)· 

La 0 puede escribirse formalmente como limite de funciones OIdinarias. Por 
ejemplo, 

n 
"2 Xy- l /n,y+ l /n(X) n~ o(x - y). 

1 Un texto muy asequible y util sobre distribuciones es el de Gelfand y Shilov (1962) . 
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Para comprobarlo, insertese en cualquier integral con una funci6n de 6. Otro 
ejemplo es Tn(x - y) = [sen(n(x - Y))]/7r(x - y). La demostraci6n es como 
sigue: por dJculo directo, 

1 1+n 
. T,,(x) = -2 dpe1pX

. 

7r -n 

U tilizando ahora la transformaci6n de Fourier, 

1 1+
CXl 

. 1+
CXl 

f(x) = ;:-;:--1 f(x) = - dye1XY dze-iyzf(z) 
27r -CXl -CXl 

1
+CXl {1+CXl 

ei(X-Y)} 1+CXl {1+ n 
ei(X-Y)} = dz dy -- f( z ) = lim dz dy -- f(z) 

-CXl -CXl 27r n-->CXl -CXl -n 27r 

1
+CXl 

= lim dzTn(x - z) f( z). 
n-->CXl -CXl 

Otra aproximaci6n a la delta de Dirac se obtiene si discretizamos el espacio. Si 
sustituimos el continuo x por los Xn = nu, entonces 

y 

J dx f(x) = lim u" f(xn) 
-u->O L 

n 

c5(x-y) = lim 
'U-o 

Xn-X ,Yrn-Y 

Se tiene el resultado siguiente: La unica soluci6n de la ecuaci6n xT(x) = 0 
es proporcional a la delta de Dirac, T(x) = Cc5(x). La demostraci6n formal 
puede hacerse transformando Fourier; la dejamos como ejercicio. 

La delta en varias variables se define como el producto de las deltas en 
cada una de ellas. Si x = (Xl, ... , x n ), entonces 

Se tiene, 

r dn xc5(x - y)f(x) = f(y). 
JRH 

Los cambios de variable se realizan en distribuciones como en funciones 
ordinarias. En particular, la expresi6n de la delta (en tres dimensiones) en 
polares es 

1 
c5(r) = 2" c5(r)c5(D), c5(D) = c5(¢)c5(cosB), 

r 
con B, ¢ los angulos polares de r. 

Cualquier distribuci6n T se puede derivar definiendo T' (x) por 

1
+CXl 1+CXl -CXl dxT'(x)f(x) = - -CXl dxT(x)f'(x). 
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E.JERCICIO: Comprobar que 

comprobar que 

dfJ(x) = o(x); 
dx 

sign x 
= 2o(x); 

dx 

[~ dxo'(x - y)f(x) = - f'(y) • 

Definimos la distri bucion P. P. (1 / x) por 

j += 1 j+= 1 
dx P .P. - f(x) == P.P . dx - f(x) _= x _= x 

355 

donde la parte principal, P.P. , de la integral de una funcion F(x) singular en 
x - Xo se define por 

P.P. j dx F(x) == ~06 {jXO-€ dx F(x ) + 1 dx F(X)} . 
E:> O XO- E 

Asimismo definimos l/(x ± iO) por 

j += 1 j+= f(x) 
dx --. f(x) == lim dx --. . 

x ± 10 , -0 X ± lE 
-00 £> 0 -00 

EJERCICIO: Demostrar que 

1 = P .P. ~ 'f i7ro(x) • 
x±iO x 

Apendice III: Coeficientes de Clebsch-Gordan 
matrices de rotaci6n 

Coefi cientes de Clebsch- Gordan 

Damos explicitamente los valores para dos casos importantes. Si uno de 
los momentos angulares es la unidad, 

(l' , M'; 1, M"1l' + 1) = 

(l' - M' + l)(l' - M' + 2) 
2(l' + 1)(2l' + 1) 

(l' - M' + l)(l' + M' + 1) 
(l' + 1)(2l' + 1) 

(l' + M' + l)(l' + M' + 2) 
2(l' + 1)(2l' + 1) 

M" = -1, 

M" = 0, 

M" = +1 ; 
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(l', M'; 1, M"ll') = 

(l',M';l,M"il' -1) = 

APENDICES 

(l' - M' + l)(l' + M') 
2l'(l' + 1) 

M' 
!VI" = 0, 

(l' + M' + l)(l' - M') 
2l'(l' + 1) 

(l' + M')(l' + M' - 1) 
2l'(2l' + 1) 

(l' - M')(l' + M') 
l'(2l' + 1) 

(l' - M' - l)(l' - M') 
2l'(2l' + 1) 

Mil = - 1, 

Mil = + 1; 

!VI" = - 1, 

Mil = 0, 

Mil = +1. 

Si uno de los momentos angulares (espin) es 1/2, 

(l M-1/2 8 Il- 1/ 2) = { -J(l - M)/(2l + 1), 83 = 1/2, 
, , ,3 J(l + M)/(2l + 1) , 83 = - 1/2; 

(l M -1/2 8 Il 1/ 2) = { J(l + M + 1) /(2l + 1) , 83 = 1/2, 
, , ,3 + J(l - M + 1) /(2 l + 1), 83 = - 1/2_ 

Una formula general, que se debe a Wigner (1959), es la siguiente: 

(l' , M'; l" , M"ll) = .J2f+l 
x {(l + l' - l")!(l - l' + l")!(l' + l" - l)!(l' + M' + M")!(l - M' - Mil)! } 

(l + l' + l" - l)!(l' - M')!(l' + M')!(l" - M")!(l" + Mil)! 

X ~(_ l) k+ ll+MI r(l + l" + M' - k + l)r(l' - M' + k + 1) 
k r(k+1)r(l-l'+l"-k+1) 

1 x _ 
r(l + M' + Mil - k + l)r(k + l' - l" - M' - Mil + 1) 

La suma recorre todos los valores de k, enteros 0 semienteros (segun los casos)_ 

Matrices de rotaci6n 

Sean a, /3, "! los angulos de Euler. Denotando por Rj(B) a una rotacion 
alrededor del eje OJ, en el sentido del sacacorchos, la rotacion especificada 
por los a, /3, "! se puede escribir como Ra , {3 " = Rz (a)Ry(/3)Rz ("!) - La matriz 
tridimensional correspondiente es , como se comprueba facilmente , 

sen a 
cos a 

o 

sen "! 
cos,,! 

o 
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Para calcular los elementos de matriz D~ M' (Ra (3, ) utilizamos en primer lugar 
que U(Rz(8)) = exp{(-i/h)8Iz} luego 

D j (R ) (. '1" IU~ (R )1· M) dCi ) ((3) - i( a M'+,M). NENI' a(3, = ], l Vl a(3,], = MM' e , 

las funciones d se definen como 

Su obtencion es bastante latosa, y puede encontrarse en el texto de Wigner 
(1959). Aqui solo daremos el resultado final. Tenemos, para j entero 0 semien
tero, 

. ( (3)2 j +M - M'-2K ( (3 )M'-M+2K 
d~) M' ((3) = 'L ( -1) K cos "2 sen "2 

K 

J(j + M)!(j - M)!(j + M')!(J - M') 
x r(j - M' - K + l)r(j + M - K + l)r(K + l)r(K + M' - M + 1) . 

La suma recorre todos los K enteros 0 semienteros (segun 10 sea j), positivos 
o negativos. 

EJERCICIO: Calcular la matriz tridimensional que represent a a la rotacion 
R(O). Con ella, encontrar la relacion entre los panimetros 0 y los angulos 
de Euler. 

Indicaci6n. Apliquese R(O) a los tres vectores unitarios a 10 largo de los tres 
ejes, x , y , z utilizando la formula explicita (13.1.1) • 

Apendice IV: Funciones especiales 

Utilizamos la notacion de Abramowicz y Stegun (1965) , Magnus, Oberhet
tinger y Soni (1966). En estos libros pueden encontrarse muchos mas detalles , 
formulas y (en el primero) tablas. Recopilamos aqui, en especial, formulas uti
lizadas en el texto principal por comodidad de referencia. 

Arm6nicos esfericos 

Escribimos indistintamente 

Se tiene, 

1 (8) 2l + 1 (l - M)! iM¢ M( 8) 
Y M ,¢ = ~ (l + M)! e Pl cos . 

Aqui, los Pl
M son las funciones de Legendre (asociadas). Se tiene, ademas, 

J dDY1I(D)*Y1I,(D) = 611'6MM'; dD = d¢dcos8. 
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00 +1 

L L YL[(D)*YivIU2') = 6(D-D'); 6(D-D') = 6(¢-¢')6(cos8-cos8'). 
1=0 M=-I 

Formula de multiplicacion: 

1 

'" yl (A ) yl ( A ) * 2l + 1 n (A A ) L...t M rl M r2 = -- I"I r1 r 2 , 
471" 

M=-I 

h+1 2 

Y)1, (8, ¢)Y}J2 (8, ¢) = L {(2h + 1)(2l2 + 1)/471"(2l + 1)}1/2 
1=11,-12 1 

X (iI, M 1; l2 , M21l) (iI, 0; l2' 0Il)YivI,+M2(8, ¢), 

y los ( ... I ... ) son coeficientes de Cle bsch- Gordan. 
Formula de tipo Gegenbauer: 

00 1 

eikr = 471" L L ilyivI (k)*YivI (f)jl (kr); 
1=0 M=-I 

00 

zvei,z = 2V f(v) L in(v + n)C~h)Jn+v(z) . 
'11=0 

Aqui C~ son los polinomios de Gegenbauer; en particular, C;'/2 (x) = Pn (x). 
In(jz) son las funciones de Bessel (funciones esfericas de Bessel). 

Funci6n de Airy 

Ai(z) = - dt cos(t3 /3 + zt). 1 100 

71" 0 

Comportamiento asintotico y desarrollo en serie: 

A· ( ) 1 _.?x 3
/

2 {I 3 r(3 + 1/3) -3/2 } 1 X ~ e 3 - - x + .... 
x"::::;-oo 2Vif X 1/ 4 2 54r(3/2) , 

Ai (x) = r(1/3;r(2/3) 

x {_1_ ~ 3n
r(1/3+n) x3n __ 1_ ~ 3n

r(2/3+n) x3n+1} 
32 / 3 f;:a (3n)! 31/ 3 f;:a (3n + I)! . 

Ver tambien texto, sec. 17.4. 

Funciones de Bessel 

(
Z)V 00 (-z2/4)n 

Jv(z)= "2 ~n!r(v+n+1); 
Yv(z) = J,Az) cos 71" V - Lv(z) . 

sen 71"V 
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La notacion N v = Yves tambien usual. 
Las funciones de Bessel de segunda especie se definen por 

Ademas, podemos escribir 

Kv( z ) = 7r f (----:---'(---'-Z/----'-2)_- V-----,- _ (z /2Y ) (z2/ 4)n 
2sen7rv n = O r(-v+n+1) r(v+n+1) n! 

Se definen las iunciones esiericas de Bessel por 

Para n = entero 2 0, 

. ( ) _ n (-1 d ) n sen z . J Z -z -- --
n Z dz z' 

kn(z )=7rZ
n ( _l~)ne-Z. 

2 Z dz z 

Formulas de diferenciacion: 

Ecuacion diferencial: si W = J, Y, 

z2W~' + zW~ + (z2 - v 2)Wv = o. 
Formula de Hankel: 

Comportamiento asintotico; 

Jv( z ) z~oo If {cos ( z - 7r; - ~) + O(ellrn zl/z)} , 

Yv( z ) z~oo If {sen ( z - 7r; - ~) + O(ellm zl/z)}. 

Funciones de Euler 

Funcion gamma de Euler: 

359 

donde la integral va de 0 a 00 en cualquier direccion A = Al + iA2 Y la formula 
es valida para cualquier Al > 0 Y cualquier A2 real. 
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~ 2 2~y 
r(z) r(l - z) = -- ; Ir(l + iy)1 = -------'---

sen ~z e7rY - e-7rY 

r(2z ) = vk 22z- 1/2 r( z) r(z + 1/2) ; r(1/2) = ..j7f; r(l) = 1. 

r(n + 1) = n! para n entero. 
Formula de Stirling: 

r(z ) ~ (2~) 1 /2e-ZzZ- 1 / 2 [1+_1_+_1 __ 139 - ... J. 
z->oo 12z 288z2 51840z3 

Funcion beta de Euler: para Ct , (3 reales 0 complejos, 

1 
B( + 1 (3 + 1) - r(l + (3) r(l + Ct) = fo dttQ:( l - t) {3 . 

Ct, - r(2 + Ct + (3) in 
Funcion digamma, 0 psi, de Euler: 

dr (z) ~ (1 1) ~ n n-1 1jJ(z) = -- = -')'E + L.-t -- - -- = -')'E + L.-t( -1) ((n)z . 
dz n + 1 z + n 

n=O n=2 

1jJ(z + 1) = 1jJ(z ) + l /z; 
n 1 

1jJ(n+ 1) = -')'E + Ly ' n = entero. 
1=1 

1jJ (1 / 2) = -')'E - 2 log 2. 

Aquf, la constante de Euler- Mascheroni es ')'E ~ 0.577216 ... y los mimeros de 
Riemann son 

00 1 
((n) = L -:;:; ; 

j=l J 

2 

((2) = ~ , ((3) ~ 1.202 ... , etc. 

Formula de Stirling para 1jJ: 

1 1 1 1 
1jJ(z) z~= Logz - 2z - 12z2 + 120z4 - 252z6 + ... 

R e z> O 

Funciones hipergeom etricas 

r(a) ~ r(a + n)r(b + n) n 

2F1(a,b,c;z) = r(b)r(c) L.-t r(c+ n)n! z. 
n=O 

La ecuacion diferencia l es 

z( l - z) 2F{' + [c - (a + b + l) z] 2F{ - ab 2F1 = O. 

Funciones de Kummer 

Las funciones de Kummer se conocen tambien como funciones hiper
geometricas confiuyentes, y se las denota por una de las dos expresiones 



APENDICES 361 

1 Fl (a, b, z) = M (a, b, z); nosotros utilizaremos la segunda notacion. La ecuacion 
diferencial es 

zMI/(a, b, z) + (b - z)M'(a, b, z) - aM(a, b, z) = O. 

Solo describiremos la solucion regular; una funcion singular, que se denota por 
U(a, b, z), puede verse en los textos especializados. Tenemos, 

_ _ T(b) ~ T(a + n) n 
IFI (a, b, z) = M(a, b, z) = T(a) f::o n!T(b + n) z . 

Una representacion integral es 

M( b) T(b) fOl dte zt ta- 1 (1 _ t)u-a-l. 
a, ,z = T(a)T(b _ a) in 

Algunas relaciones utiles: 

on T(b)T(a + n) 
-;:;-M(a,b,z)= () (b )M(a+n,b+n,z), uzn TaT +n 

zM(a,b,z) = (b-1){M(a,b-1,z) -M(a-1,b-1,z)}, 

(1 + a - b)M(a, b, z) = aM(a + 1, b, z) + (1 - b)M(a, b - 1, z); 

1CXJ 

dxe->-xx'Y- 1M(a",kx) = T(r) .. a-'Y()\ - k)-a 

(transformada de Laplace); 

M(a, b, z) = eZ M(b - a, b, -z) 

( transformacion de Kummer). 
Asintoticamente, 

M(a,b,z) c:::: T(b){ 1 e±i7raz-a+_1_ ez za-b}; 
Z-->CXJ T(b - a) T(a) 

el signo (+) es valido si -7r /2 ::; arg z ::; 37r /2; el signo (-), cuando -37r /2 ::; 
z ::; -7r /2. 

Relacion con otras funciones: 

. (X )-a+l/2 
M(a, 2a, 2ix) = T(a + 1/2)e1X 2" Ja+1/2(X); 

T(b)T(N + 1) b-l 
M( -N, b, z) = T(N + b) LN (z), N = entero ~ O. 
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Funciones y polinomios de Legendre 

Las funciones (asociadas) de Legendre, de primera especie, se definen por 

dM 
pr (x) = (_l)M (1 - x2)M/2 dx M Pl(x), M 2: 0; 

p-M = (_l)M (l- M)! nM(x) 
I (l + M)! rl ,M 2: O. 

Aquf, los polinomios de Legendre son 

Relacion de recurrencia: 

Normalizacion: 

1l(1) = 1; IPI(x)l:::; 1, si Ixl :::; 1; 

/

+1 M M 2 (l+M)! 
-1 dx~ (X)~I (x) = 2l + 1 (l- M)! bll'. 

Ecuacion diferencial. Sea W L,M = ~M, Qt;; con 

M 7r { M T(L+M+1) -M} 
Q L (x) = 2 sen M 7r ( cos M 7r) P L - T (L _ M + 1) P L ; 

a las Q se las conoce como funciones de Legendre de segunda especie. Entonces, 

(1 - X2)W.f;,M - 2XW£,M + L(L + l)WL,M = 1 ~:2 WL ,M. 

Polinomios de Hermite 

Hn(O) = (_1)n/2 (nl.~)!' n = par 
{ 

n' 

0, n = Impar. 

i:= dxe-
x2 

Hr.{x)Hrn(x) = y7r2nn!bnrn . 

Ecuacion diferencial: 

H~ - 2xH~ + 2nHn = O. 
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Polinomios de Laguerre 

v ( ) _ -1/ e'" d
N 

(.N+v -X) _ ~()k r(N + v + l)xk . 
LN X - x N! dxN x e - ~ -1 r(N _ k + l)r(v + k + l)k! ' 

k=O 

1= d Y - XLV ( )LV ( ) _ r(N + v + 1) ;: x x e N x N' X - N' UN N' . 
o . 

Ecuacion diferencial: 

xL'N(x)" + (v + 1 - x)L'N(x)' + N L'N(x) = O. 

Relaciones de recurrencia: 

xL'N(x) = (2N + v + l)L'N(x) - (N + l)L'N+l (x) - (N + v)L'N_l (x); 

xL'N+1(x) = (N + v)L'N _l(X) - (N - x)L'N(x). 

Presentamos a continuacion dos formulas de integracicSn muy utiles; ambas 
pueden deducirse de una formula aun mas general debida a Schrodinger (que 
puede encontrase, en dos versiones distintas, en los textos de Galindo y Pascual 
(1978) y Bethe y Salpeter (1974)): 

1= dx xAe- X [L~(x)l2 

I
N r (A + 1 + r) r 2 (A + 1 - k) 

_ ~ r(r + 1)r2(N + 1 - r)r2(A + 1 _ k _ N + r)' A> k - 1; 

- ~ r(A + 1 + r)r2(v + k - A - r) A k 
~r(r+1)r2(v+1-r)r2(k-A)' <. 

Apendice V: Notaciones, formulas, magnitudes fisicas, 
unidades 

Notaciones y formulas 

Un vector posicion generico de una particula en el espacio tridimensional or
dinario 10 denotamos pOI' r; a sus componentes por rl = rx = x, r2 = ry = y, 
r3 = r z = z indistintamente. Las primeras dos notaciones para las compo
nentes (Ul = U x , etc.) las utilizaremos para cualquier vector tridimensional , 
u. Tambien para cualquier vector, u, la cantidad U = lui = +N representa 
la longitud 0 modulo del vector. En coordenadas polares, x = r sen e cos c/J, 
y = rsenesenc/J , Z = rcose. NcStese que e varia entre 0 y 71" , mientras que c/J 10 
hace entre 0 y 271". La notacicSn d3r representa al elemento de volumen, 
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La integral de volumen la escribiremos en polares como 

1 J 100 1+1 127f 100 

d3r = dS? dr r2 = dcos8 d¢ dr r2 
R3 0 - 1 0 0 

y S? = (cos 8, ¢) es el elemento de angulo solido. 
El producto escalar de dos vectores (reales) u , v es uv = L~=l UjVj. El 

producto vectorial es el vector w = u x v con componentes 

3 

Wi = 2.::= EiklUI.;Vl· 
k,l=l 

Aqui Eikl es el tensor completamente antisimetrico (0 tensor de Levi-Civita) 

E123 = E231 = E312 = 1; E213 = E132 = E321 = -1, 

Y Eikl se anula si dos indices son iguales. Propiedades utiles de este tensor son 

"" 2 - 3' L Eikl - ., 2.::= E'ikl E j kl = 2r5ij , 

kl 
2.::= EikjETlj = r5ir r5kl - r5il r5/.;T· 

j ikl 

Los operadores gradiente, divergencia, rotacional y laplaciana se definen 
como 

d 
grad f(r) = \l f(r) = dr f(r), (grad f(r)) 'i = 8f(r)/8ri; 

div f(r ) = \If(r) = 8fx(r)/8x + 8 f y(r)/8y + 8fz(r)/8z; 

rot f (r ) = \l x f (r) , (rot f(r) )'i = 2.::= Eikl (8/ 8rk) fl (r); 
kl 

En coordenadas polares, 

1 1 
(grad f)r = 8f /8r, (grad f)e = - 8f /88, (grad f)</> = --8 8f /8¢; 

r rsen 

divf = ~ 8(r2fr) + _1_ 8(sen8fe) + _1_ 8U</» . 
r2 8r r sen 8 88 r sen 8 8¢ , 

( f( )) . = _1_ ( 8(Sen8f</» _ 8 fe ) rot r r 8 ~8 ~~, '('sen U U,+, 

1 8fr 1 8f</> 1 (8(r f e) 8fr) (rot f (r))e = -- -- - - -, (rotf(r))</> = - -- - - . 
T sen 8 8¢ r 8r r 8r 88 

Finalmente, 

6.f = ~ ~ (r2 8 f ) + 1 ~ (sen 8 8 f ) + 1 8
2 

f 
r2 8r 8r r2 sen 8 88 88 r2 sen2 8 8¢2 . 
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Dos formulas ut iles de amilisis vectorial son las siguientes: Sea V es un 
volumen, y oV la superficie que 10 limita. Definamos por ds al elemento de 
area (un vector perpendicular a la superficie y de longitud ds); entonces, 

r d3 r V'f(r) = r ds f(r ) . 
Jv Jav 

Si S es una superficie y oS el contorno que la rodea; y es dt el elemento de 
linea (un vector tangente a l contorno y de longitud de), se tiene 

r ds rot f(r) = r dlf(r). Js Jas 
Una coleccion de formulas puede encontrarse en el texto de Panofsky y Philips 
(1956), entre otros. 
Coordenadas parab6licas 

Definimos C '1] , ¢ por 

~ = r + z, '1] = r - z, t an ¢ = y/x, 

con inversa 

~-'1] ~+'1] 
x = ~ cos ¢, y = ~ sen ¢, Z= -- r=-- . 

2 ' 2 

~, '1] varian de 0 a 00 y ¢ de 0 a 271". El elemento de volumen y el de linea son, 
en coordenadas parabolicas, 

3 ~ + '1] 
d T = -4- d~d'1]d¢; 

El laplaciano es 

Algunas integrales y sumas usadas en e l t exto 

Las integrales divergentes deben interpretarse en el sentido de distribuciones. 
Tenemos: 

100 sen x 
dx--

o x 
71" 
2' 100 dx sen 

2 
x ___ 71". 100 

O 
dxx2sen x = -2. 

o x 2 2 ' 
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Ecuaciones de Maxwell 
En el sistema de unidades de Gauss, 

1 
'\7 x & + - fM3 = 0, '\7B = 0; 

c 

'\7& = 47rp, 

1 

1 47r 
'\7 x B - - Ot & = - J ; 

& = -- OtA - '\7</;, 
c 

c c 

B = '\7 x A. 

p es la densidad de carga y J la corriente electromagnetica. 

Algunas cantidades utiles en mecanica cuantica 

Los errores se refieren a las ultimas cifras; por ejemplo, 1.054571596 [82] es 
equivalente a 1.054571596 ± 0.000000082. Es decir, el 96 del final viene afec
tado por el error ±82. Seguimos la notacion de indicar la separacion decimal 
por un punto. 

1 J = 107 ergios 
1 J = 6.241 X 1018 eV. 
1 eV = 1.60219 x 10- 19 J. 
1 fermi (0 femtometro) = 10- 15 m. 
1 A=10- 10 m. 
1 barn = 10- 28 m2. 
1 Volt=1 Joulio/Coulombio=6.241 x 1018 eV /Cou!. 
1 Tesla=103 gr/sx Cou!. 
Constante de estructura fina: a- 1 = 137.0359996 [5]. 
Velocidad de la luz: 299792458 m S-l. 
Constante de P lanck (racionalizada): 
h = 1.054 571596 [82] x 10-34 J s = 6.58211889 [26] x 10- 22 MeV s; 
hc = 1.9732858 [51] x 10- 11 MeV cm = 0.6240078 [16] GeV mb1/2. 
Carga del proton: e = 1.602176462 [63] Coulombios. 
Masa del proton: 1.672 62158[13] x 10- 27 kg = 938.271998[38] MeV /c2. 

Masa del neutron: 939.2 MeV /c2 . 

Energia de ligadura del deuteron: 2.225 [2] MeV. 
Masa del electron: 9.10938188 [72] x 10- 31 kg = 0.510998902 [21] MeV / c2 

Longitud de onda Compton del electron: 
Ae = h/mec = 2.4263089 [40] x 10-12 m. 

Radio clasico del electron: T e = ah/mec = 2.817938 x 10- 15 m. 
Rydberg (energia): Ry = ~meC2a2 = 13.605804[36] eV. 
Rydberg (frecuencia): Ry = m e c2 a 2 /47rh = 3.289842[17] x 1015 Ciclos- 1. 
Constante de Boltzmann: kB = 8.61735 [28] x 10-5 eV K- 1

. 

Numero de Avogadro: N A = 6.022 045 [31] x 1023 particulas/mo!. 
Constante de Newton: GN = 6.672 [4] x 10- 8 cm3 g- l s-2. 
Radio de Bohr: aB = 0.52917706 [44] A 

En unidades naturales, h = c = 1, unas formulas utiles son las siguientes: 
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1 MeV- 1 = 1.973 x 1O- 11 cm = 6.582 x 10-22 S. 

1 GeV-2 = 3.894 x 10-4 barn. 

367 

Notese que en estas unidades energfa y masa; longitud y tiempo, etc. , se miden 
en las mismas unidades: L = T = 11M, etc. 
Formulas aproximadas utiles son las siguientes: en el sistema cgs, 

n ~ m e ~ 10-27 . 

En el sistema natural 1 fm ~ 1/200 MeV. 
Ademas, con muy buena aproximacion, 1 ano ~ 1T X 107 segundos. 
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